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AVERTISSEMENT. 


Dans  cette  troisième  édition,  nous  avons  encore  perfec- 
tionné certains  détails  de  l'exposition  du  cinquième  Livre. 
La  marche  que  nous  avons  suivie  à  cet  égard,  dans  nos  deux 
premières  éditions,  est  aujourd'hui  généralement  adoptée.  Au 
lieu  d'avoir  à  la  défendre,  nous  aurions  donc  plutôt  à  réclamer 
pour  notre  travail  une  priorité,  qu'on  a  quelquefois  oublié  de 
reconnaître,  mais  qu'on  ne  saurait  contester. 

L'Appendice  du  huitième  Livre  et,  en  particulier,  tout  ce 
qui  a  rapport  aux  coniques  et  aux  surfaces  du  second  ordre  a 
été  revu  avec  le  plus  grand  soin.  Nous  avons  complété  cette 
dernière  partie  par  la  théorie  des  surfaces  apsidales,  ce  qui 
nous  a  conduits  à  traiter  de  la  surface  des  ondes  au  point  de 
vue  géométrique.  Les  curieuses  propriétés  de  cette  surface, 
qui  joue  un  rôle  important  en  Optique,  méritaient  d'être 
exposées  à  la  On  de  notre  Traité. 

Août  i8;4. 
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LIVRE  V. 

LE  PLAN. 


§  I.  ~  PREMIÈRES  NOTIONS  SUR  LE  PLAN. 

DÉFINITIONS. 

4S7.  Un  plan  est  une  surface  telle  qu'une  ligne  droite  y  est 
contenue  tout  entière  dès  qu'elle  y  a  deux  points  (5).  Cette 
surface  est  illimitée;  toutefois,  pour  la  représenter,  on  est 
obligé  de  lui  assigner  des  limites;  on  représente  un  plan  par 
une  figure  tracée  dans  ce  plan,  le  plus  souvent  par  un  parallé- 
logramme. 

hSS.  Il  résulte  de  la  définition  du  plan  qu'une  droite  et  un 
plan  ne  peuvent  offrir  que  trois  positions  relatives  : 

1°  La  droite  a  deux  points  communs  avec  le  plan,  et  alors 
elle  y  est* contenue  tout  entière; 

±^  La  droite  n'a  qu'un  point  commun  avec  le  plan;  on  dii 
alors  que  la  droite  et  le  plan  se  coupent; 

3^  La  droite  n'a  aucun  point  commun  avec  le  plan;  on  dit 
alors  que  la  droite  et  le  plan  sont  parallèles. 


Quand  une  droite  CC  et  un  plan  P  se  coupent  {fg,  276}, 
11.  I 
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leur  point  commun  D  divise  la  droite  CC  en  deux  parties  DC 
et  DC',  situées  de  part  et  d'autre  du  plan;  cela  résulte  de  ce 
que  la  droite  et  le  plan  sont  indéfinis. 

THÉORÈME. 

489.  i^  Deux  plans  P  et  Q,  qui  ont  un  point  commun  A, 
ont  une  droite  commune  passant  par  ce  point; 

2*»  Deux,  pians  P  et  Q,  qui  ont  en  commun  une  droite  AB 
et  un  point  C  extérieur  à  cette  droite,  coïncident  dans  toute 
leur  étendue. 

En  effet  : 

1**  Par  le  point  A  commun  aux  deux  plans  P  et  Q  (fig.  276), 
menons  dans  le  plan  Q  deux  droites  quelconques  LAU,  NAN^. 
Si  Tune  de  ces  droites  a,  avec  le  plan  P,  un  point  commun 
autre  que  A,  elle  appartient  tout  entière  à  ce  plan;  elle  est 
donc  commune  aux  deux  plans  P  et  Q,  et  le  théorème  est  dé- 
montré. 

Fig.  276.  Fig.  277. 


Supposons  donc  que  les  droites  LAL',  NAN',  coupent  Tune 
et  l'autre  le  plan  P,  et  prenons  un  point  quelconque  £  sur  la 
partie  de  la  droite  LAL'  qui  est  au-dessus  du  plan  P,  e^un 
point  quelconque  F  sur  la  partie  de  la'  droite  NAN',  qui  est 
au-dessous  du  plan  P.  La  droite  £F,  passant  d'un  côté  à  l'autre 
du  plan  P,  coupe  ce  plan  en  un  point  I;  par  suite,  la  droite  AI 
est  commune  aux  deux  plans  P  et  Q,  puisqu'elle  a  deux  points 
A  et  I  dans  chacun  d'eux. 

2®  Par  le  point  C  et  par  deux  points  E  et  F,  pris  à  volonté 
sur  AB  [fig,  277),  menons  les  droites  indéfinies  CE  et  CF; 
ces  deux  droites  appartiendront,  comme  la  droite  AB,  aux 
deux  plans  P  et  Q,  puisque  chacune  d'elles  a  deux  points  dans 
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chacun  de  ces  plans.  Cela  posé,  soit  M  un  point  quelcon<]uc 
du  plan  P;  menons  par  M,  dans  ce  plan,  une  droite  quel- 
conque MX;  cette  droite  rencontrera  au  moins  deux  des 
droites  ÂB,  CE,  CF;  les  deux  points  de  rencontre  I  et  K  ap~ 
pariiendront  au  plan  Q;  par  suite,  il  en  sera  de  même  de  la 
droite  MX  tout  entière  et,  en  particulier,  du  point  M.  Ainsi 
tout  point  M  de  Tun  des  plans  appartient  à  Tautre,  ce  qui 
prouve  que  ces  deux  plans  coïncident. 

Corollaires. 

490.  L'intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite. 

Car,  dès  que  deux  plans  ont  un  point  commun,  ils  ont  une 
droite  commune  passant  par  ce  point  (tô9,  i**);  et  ils  ne  peu- 
vent avoir  aucun  point  commun  extérieur  à  cette  droite,  sans 
coïncider  (489,  a»). 

491.  il  résulte  des  propositions  précédentes  que  deux  plan.s 
distincts  ne  peuvent  offrir  que  deux  positions  relatives  : 

1°  Ils  ont  en  commun  une  droite  unique;  on  dit  alors  qu'ils 

se  coupent. 

2"*  Ils  n'ont  aucun  point  commun;  on  dit  alors  qu'ils  sont 

parallèles. 

THÉORÈME. 

W2.  Un  plan  est  déterminé  : 

1°  Par  une  droite  AB  et  un  point  G  extérieur  à  cette  ligne; 

2®  Par  trois  points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite; 

3°  Par  deux  droites  AB  et  AC  qui  se  coupent; 

4°  Par  deux  droites  parallèles. 

En  effet  (Jig.  278)  : 

Fig.  278. 


!*•  Que  Ton  mène  un  plan  ADEB  par  AB,  et  qu'on  le  fasse 

I. 
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tourner  autour  de  cette  droite»  comme  une  porte  sur  ses  gonds, 
jusqu'à  ce  qu'il  contienne  le  point  C;  ou  aura  alors  un  plan  AFGB 
passant  par  la  droite  AB  et  par  le  point  C.  II  ne  saurait  d'ail- 
leurs en  exister  d'autres,  puisque  deux  plans  remplissant  ces 
conditions  coïncident  (489,  a*»). 

7.^  On  ramène  le  deuxième  cas  au  premier  en  remarquant 
que  tout  plan  passant  parla  droite  AB  et  le  point  C  contient 
les  trois  points  A,  B,  C,  et  réciproquement. 

Z^  On  ramène  le  troisième  cas  au  premier  en  remarquant 
que  tout  plan  passant  par  AB  et  par  un  point  quelconque  de  AC 
contient  les  deux  droites  AB,  AC,  et  réciproquement. 

4*^  Deux  parallèles  sont  toujours,  par  définition  (56),  situées 
dans  un  même  plan;  et  ce  plan  est  le  seul  qui  les  contienne, 
puisqu'on  ne  peut  mener  qu'un  plan  par  la  première  parallèle 
et  par  un  point  de  la  seconde. 

COROLLAIBES. 

493.  Par  un  point  A,  on  ne  peut  mener  dans  l'espace  qu'une 
parallèle  à  une  droite  donnée  DE.  Car  {Jig*  278)  si  AB  est  une 
parallèle  à  D£  menée  par  A,  AB  sera  située  dans  le  plan  AD£ 
(492,  4°)>  et  Ton  sait  que,  dans  un  plan,  on  ne  peut  mener  par 
un  point  qu'une  parallèle  à  une  droite  (59). 

494.  Nous  avons  indiqué  les  positions  relatives  d'une  droite 
et  d'un  plan,  ainsi  que  celles  de  deux  plans.  Il  nous  reste, 
pour  terminer  ces  préliminaires,  à  étudier  les  positions  rela- 
tives de  deux  droites. 

Deux  droites  AB  et  CD  étant  données  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  le  plan  P,  mené  par  AB  et  par  un  point 
quelconque  D  de  CD,  peut  couper  cette  droite  CD  ou  la  con- 
tenir tout  entière. 

Dans  le  premier  cas  {fig.  275),  il  n'existe  aucun  plan  qui  con- 
tienne à  la  fois  les  deux  droites  AB  et  CD;  car  un  tel  plan 
ayant  la  droite  AB  et  le  point  D  communs  avec  le  plan  P 
coïnciderait  avec  lui,  et,  par  suite,  le  plan  P  contiendrait  la 
droite  CD  contrairement  à  l'hypothèse.  Les  deux  droites  AB 
Cl  CD,  n'étant  pas  situées  dans  un  même  plan,  ne  peuvent  ni 
se  couper  ni  être  parallèles  (492,  3**  et  4°). 
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Deux  droites  distinctes  peuvent  donc  offrir,  dans  l'espace, 
trois  positions  relatives  : 

i""  Elles  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan;  * 

Q?  Elles  sont  parallèles; 

3*»  Elles  se  coupent. 

Comme  dans  les  deux  premiers  cas  elles  n'ont  aucun 
point  commun,  on  voit  que,  pour  prouver  le  paraUélisme  de 
deux  droites  de  l'espacCy  il  ne  suffira  plus  ^  comme  en  Géomé" 
Irie  plane,  d* établir  qu'elles  ne  se  rencontrent  pas,  si  loin 
qu'on  les  prolonge;  il  faudra,  en  outre,  montrer  qu'elles  sont 
situées  dans  un  même  plan, 

495.  Voici,  à  l'appui  de  ce  principe,  deux  exemples  qui 
conduisent  à  deux  conclusions  importantes  : 

i*"  Deux  droites,  l'une  située  dans  un  plan,  l'autre  parallèle 
à  ce  plan,  n'ont  évidemment  aucun  point  commun.  Cepen- 
dant, pour  qu'elles  soient  parallèles,  il  faut  encore,  et  il  suffit, 
qu'elles  soient  situées  dans  un  même  plan.  On  énonce  ordi- 
nairement celte  proposition  en  disant  :  Si,  par  une  droite  AC 
parallèle  à  un  plan  P,  on  mène  un  plan  ACBD  qui  coupe  le 
plan  P,  l'intersection  BD  des  deux  plans  est  parallèle  à  AC 

Fij.  279. 


,[^^n 


1^=^ 


-r'  Deux  droites  situées  respectivement  dans  deux  plans 
parallèles  P  et  Q  n'ont  évidemment  aucun  point  commun. 
Cependant,  pour  qu'elles  soient  parallèles,  il  faut  encore,  et  // 
suffit,  qu'elles  soient  dans  un  même  plan.  On  énonce  ordinai- 
rement cette  proposition  en  disant:  Quand  deux  plans  pa- 
rallèles P  e/  Q  sont  coupés  par  un  troisième  ACBD,  les  inter^ 
sections  AC  et  BD^ont  parallèles  (fig,  279). 
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g  II.  -  DROITES  ET  PLANS  PARALLÈLES. 

THÉORÈME. 
496.  Si  deux  droites  AB  et  CD  sont  parallèles,  tout  plan  P 
qui  coupe  Vune  AB  coupe  l'autre  CD  (fig'^^)> 


En  effety  puisque  la  droite  AB  coupe  le  plan  P,  le  plan  ABCD 
des  deux  parallèles  el  le  plan  P  se  rencontrent  suivant  une 
droite  BX  qui,  coupant  AB,  coupe  sa  parallèle  CD  (60).  Par 
suite,  CD  a  un  point  commun  avec  le  plan  P,  et  elle  ne  saurait 
en  avoir  d'autre,  sans  quoi  elle  coïnciderait  avec  BX  et  ne 
serait  pas  parallèle  à  AB. 

Corollaires. 

497.  Si  deux  droites  sont  parallèles  y  tout  plan  qui  contient 
la  première,  ou  qui  lui  est  parallèle,  contient  la  seconde  ou 
lui  est  parallèle;  car  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  couperait  cette 
seconde  droite  (488),  et,  par  suite,  il  couperait  la  première. 

498.  Si  deux  droites  A  e^  B  sont  parallèles,  toute  droite  C 
parallèle  à  la  première  est  parallèle  à  la  seconde  B  ou  coïn- 
cide avec  elle. 

D'abord,  si  C  ne  coïncide  pas  avec  B,  ces  deux  droites  n'ont 
aucun  point  commun,  sans  quoi,  par  ce  point,  on  pourrait 
mener  deux  parallèles  à  A.  Pour  prouver  que  les  droites  C  et  B 
sont  alors  parallèles,  il  suffit  de  montrer  qu'elles  appartiennent 
à  un  même  plan,  c'est-à-dire  que  le  plan  déterminé  par  la 
droite  C  et  un  point  de  B  contient  cette  droite  B.  Or,  si  ce 
plan  coupait  B,  il  couperait  sa  parallèle  A,  et,  coupant  A,  il 
couperait  sa  parallèle  C,  tandis  qu'il  la  contient. 

On  énonce  ordinairement  cette  proposition  d'une  manière 
plus  rapide,  mais  incomplète,  en  disant  :  Deux  droites  paral- 
lèles à  une  troisième  sont  parallèles  entre  elles. 
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SCOLIES. 

499.  L'intersection  de  deux  plans  parallèles  à  une  même 
droite  est  parallèle  à  cette  droite;  car,  si  par  un  point  commun 
aux  deux  plans  on  mène  la  parallèle  à  la  droite  considérée, 
^ette  parallèle  doit  appartenir  à  chacun  des  deux  plans  [Wî). 

500.  Deux  plans  conduits  par  deux  droites  parallèles  peu- 
vent être  considérés  comme  parallèles  à  une  droite  quelconque 
parallèle  aux  deux  premières  (4.97);  on  a  donc  cette  proposi- 
tion comme  cas  particulier  de  celle  qu'on  vient  d'énoncer  : 
L'intersection  de  deux  plans  conduits  par  deux  droites  paral- 
lèles est  parallèle  à  ces  droites, 

THÉORÈME. 

501.  4$i  deux  plans  P  e/  Q  sont  parallèles  :  i**  Toute  droite  D 
qui  coupe  le  premier  P  coupe  le  second  Q  ;  2**  tout  plan  R  qui 
coupe  le  premier  P  coupe  le  second  Q. 

En  effet  (/gr-  ^81): 

Fig.  281. 


i""  Par  un  point  quelconque  I  du  plan  Q  et  par  la  droite  D 
qui  coupe  le  plan  P  en  C,  concevons  un  plan  R;  ce  plan  ayant 
un  point  commun  avec  chacun  des  deux  premiers  coupera 
ceux-ci  suivant  deux  parallèles  CE  et  FI  (  495  ).  Or  CD  coupe  CE; 
elle  coupe  donc  sa  parallèle  FI  et,  par  suite,  le  plan  Q. 

s^"  Menons  dans  le  plan  R,  qui  coupe  le  plan  P  suivant  CE, 
une  droite  CD  non  parallèle  à  CE.  Cette  droite  CD  coupant  le 
plan  P  coupera  le  plan  Q(i**);  donc  le  plan  R  coupe  le  plan  Q* 
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Corollaires. 

502.  Si  deux  plans  sont  parallèiesy  toute  droite  parallèle 
au  premier  ou  contenue  dans  le  premier  est  parallèle  au  se- 
cond ou  contenue  dans  le  second;  car,  si  elle  coupait  le  second 
plan,  elle  couperait  aussi  le  premier. 

503.  Si  deux  plans  sont  parallèles,  tout  plan  qui  est  paral- 
lèle au  premier  est  parallèle  au  second  ou  coïncide  avec  le 
second;  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  couperait  ce  second 
plan  (491),  et,  par  suite,  il  couperait  aussi  le  premier. 

504.  Par  un  point  A  extérieur  à  un  plan  B'A'C,  on  peut 
toujours  mener  un  plan  parallèle  à  ce  plan,  et  Von  iCen  peut 
mener  qu'un  {fi g.  282). 

En  effet,  menons  par  A  deux  droites  AB  et  AC  parallèles  au 
plan  W MQJ,  Le  plan  BAC  sera  parallèle  au  plan  B'A'C;  car, 
s'il  le  rencontrait,  leur  intersection  devrait  être  parallèle  à  la 
fois  à  AB  et  à  AC  (495);  ce  qui  est  impossible.  De  plus,  tout 
plan  autre  que  BAC  mené  par  A  coupe  le  plan  B'A'C,  puis- 
qu'il coupe  le  plan  BAC  qui  est  parallèle  à  B'A'C  (601). 

SCOLIB. 

505.  Siy  par  un  point  A  extérieur  à  un  plan  Q,  on  mène 
des  droites  parallèles  à  ce  plan,  le  lieu  de  ces  parallèles  est  le 
plan  P  mené  par  A,  parallèlement  au  plan  Q. 

Car  toute  parallèle  au  plan  Q,  menée  par  A,  doit  être  située 
dans  le  plan  P  ou  être  parallèle  à  ce  plan.  (502);  or  c'est  le 
premier  cas  qui  a  lieu,  puisque  la  droite  considérée  a  déjà  un 
point  A  commun  avec  le  plan  P. 

THÉORÈME. 

606.  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  pa- 
rallèles sont  égaux  ou  supplémentaires,  et  leurs  plans  sont 
parallèles  [fig»  282). 

i""  Les  plans  des  deux  angles  sont  parallèles  en  vertu  du 
n«  504. 

2»  Deux  angles  BAC,  B'A'C,  dont  les  côtés  AB  et  A'B',  AC 
et  A'C,  sont  deux  à  deux  parallèles  et  de  même  sens,  sont 
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égaux.  En  effet,  par  deux  points  B  et  C  pris  à  volonté  et  res- 
pectivement sur  les  côtés  de  Tangle  A,  menons  des  parallèles 

Fig.  28a. 


A 

A' 

A. 

^''' 

// 

^ 
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à  AA' jusqu'à  leur  rencontre  B'  et  C  avec  les  côtés  de  Tangle  A'; 
les  droites  BC^  B'C'^  sont  parallèles  comme  intersections  des 
deux  plans  parallèles  BAC,  B'A'C,  avec  le  plan  BB'C'C.  Donc 
les  deux  triangles  BAC,  B'A'C,  ont  leurs  trois  côtés  égaux 
chacun  à  chacun,  comme  parallèles  comprises  entre  paral- 
lèles, et  les  angles  BAC,  B'A'C,  sont  égaux. 

On  prouvera  d'ailleurs,  comme  en  Géométrie  plane,  que 
deux  angles  dont  les  côtés  sont  deux  à  deux  parallèles  et  de 
sens  contraires  sont  égaux,  et  que  deux  angles  dont  deux 
côtés  sont  parallèles  et  de  même  senç,  tandis  que  les  deux 
autres  sont  parallèles  et  de  sens  contraires,  sont  supplémen- 
taires. 

SCOLIBS. 

507.  Sur  une  droite  quelconque  MN  {fig.  282),  il  y  a  deux 
sens  à  distinguer  :  le  sens  de  MN  et  celui  de  NM. 

On  appelle  anf^le  de  deux  droites,  dont  la  position  dans  Tes- 
pace  et  le  sens  sont  donnés,  l'angle  que  Ton  forme  en  menant 
par  un  point  quelconque  de  l'espace,  à  chacune  des  deux 
droites  données,  une  droite  parallèle  et  de  même  sens.  Ainsi 
MN  et  PQ  étant  les  deux  droites  données,  par  un  point  quel- 
conque A  de  l'espace,  menons  AB  parallèle  à  MN  et  de  même 
sens,  AC  parallèle  à  PQ  et  de  même  sens;  l'angle  BAC  sera, 
par  définition,  l'angle  des  deux  droites  MN  et  PQ. 

Pour  que  cette  définition  n'offre  rien  de  contradictoire,  il 
faut  que  la  grandeur  de  l'angle  ainsi  obtenu  soit  indépen- 
dante de  la  position  qu'occupe  dans  l'espace  le  point  par 
lequel  on  mène  des  parallèles  aux  droites  données.  Or  soient 
BAC,  B'  A'C,  les  valeurs  obtenues  pour  l'angle  de  MN  et  de  PQ» 
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lorsqu'on  mène  à  ces  droites  des  parallèles  par  deux  points 
différents  A  et  A';  les  droites  AC  et  A'C,  étant  chacune  pa- 
rallèles à  MN  et  de  même  sens  que  cette  droite,  sont  parallèles 
entre  elles  et  de  même  sens  (498);  il  en  est  de  même  pour  AB 
et  A'B';  par  suite,  les  deux  angles  BAC,  B'A'C,  sont  égaux. 

508.  On  dit  que  deux  droites  non  situées  dans  le  même 
plan  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  lorsque  leur  angle 
est  droit. 

On  voit,  par  la  définition  même  de  l'angle  de  deux  droites, 
que,  lorsque  deux  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles, 
toute  parallèle  à  l'une  est  perpendiculaire  à  l'autre* 

THÉORÈME. 

509.  1°  Les  parallèles  AB  et  CD,  comprises  entre  une  droite 
AC  et  un  plan  P  parallèles,  sont  égales  {fig-  283). 

tP  Les  parallèles  AB  et  CD,  comprises  entre  deux  plans  pa- 
rallèles P  et  Q,  sont  égales  (fig^  283). 

Cette  double  proposition  résulte  de  ce  que  le  plan  des  deux 
parallèles  AB  et  CD  coupe,  dans  le  premier  cas,  le  plan  P  sui- 
vant une  parallèle  BD  à  AC,  et  coupe,  dans  le  second  cas,  les 
plans  P  et  Q  suivant  des  droites  parallèles  BD  et  AC  (4-95); 
les  droites  AB  et  CD  sont  donc,"  dans  les  deux  cas,  égales 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles. 

Fig.  a83.  Fig.  a8:5. 
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THÉORÈME. 

510.  Deux  droites  quelconques  AC,  A'C  (^g*.  284)»  sont 
coupées  par  trois  plans  parallèles  P,  Q,  R,  en  parties  propor- 
tionnelles; en  d'autres  termes,  si  la  droite  AC  coupe  les 
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plans  P,  Q,  R  en  A,  B,  G,  et  si  la  droite  A'C  coupe  les  mêmes 
plans  en  A',  B',  C,  on  a 

AB  _  BC  _  AC 
'^^  A'B'^B'C^A'C' 

En  effet,  menons  par  A  la  parallèle  à  A'C,  et  désignons  par  D 
et  E  les  points  où  elle  coupe  les  plans  Q  et  R.  Les  droites  BD 
et  CE  étant  parallèles  (4-95),  on  a 

AB       BC       AC 
AD""1)E""  AE' 

mais  les  segments  AD,  DE,  AE,  sont  respectivement  égaux  à 
A'B%  B'C,  A'C,  comme  parallèles  comprises  entre  plans  pa- 
.rallèles.  La  relation  (i)  est  donc  démontrée. 

Corollaire. 

511.  Deux  droites  concourantes  AC  et  AE  étant  divisées  en 
parties  proportionnelles  par  le  point  A  et  les  plans  parallèles 
Q  et  R,  il  en  est  de  même  pour  une  série  de  sécantes  partant 
de  A.  En  supposant,  en  effet,  qu'il  y  ait  trois  sécantes,  le  rap- 
port des  segments  de  la  première  étant  égal  à  la  fois  au  rap- 
port des  segments  de  la  seconde  et  au  rapport  des  segments 
de  la  troisième,  ces  deux  derniers  rapports  sont  égaux  entre 
eux. 

8  IIL  -  DROITE  ET  PLAN  PERPENDICULAIRES. 

DÉFINITIONS. 

512.  On  dit  qu'une  droite  et  un  plan  sont  perpendiculaires 
Vun  à  Vautre  lorsque  la  droite  est  perpendiculaire  (508)  à 
toutes  les  droites  parallèles  au  plan  ou  situées  dans  le  plan. 

513.  Il  suit  immédiatement  de  cette  définition  que  : 

1°  Si  deux  droites  A.  et  B  sont  parallèles,  tout  plan  P  /?er- 
pendiculaire  à  la  première  est  perpendiculaire  à  la  seconde; 
car  toute  droite  parallèle  au  plan  P  ou  située  dans  ce  plan, 
étant  perpendiculaire  à  A,  est  aussi  (o08)  perpendiculaire  à  B. 

2.**  Si  deux  plans  V  et  Q  sont  parallèles,  toute  droite  D  per^ 
pendiculaire  au  premier  est  perpendiculaire  au  second;  car 
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loute  droite  parallèle  au  plan  P  ou  siluée  dans  ce  plan  est  pa- 
rallèle au  plan  Q  ou  située  dans  ce  plan  (502). 
On  énonce  souvent  ces  deux  propositions  en  disant  : 
Deux  droites  parallèles  ont  leurs  plans  perpendiculaires 
communs,  et  deux  plans  parallèles  ont  leurs  perpendiculaires 

communes. 

THÉORÈME. 

514.  Pour  quune  droite  AB  soit  perpendiculaire  à  un 
plan  P,  il  suffit  qu^elle  soit  perpendiculaire  à  deux  droites  D 
et  D',  non  parallèles  entre  elles,  situées  dans  le  plan  P  ou  pa- 
rallèles au  plan  P  {fig.  285). 


Remarquons  d'abord  que  la  droite  AB  rencontre  le  plan  P; 
car^  sans  cela,  en  menant  par  un  point  du  plan  P  des  parallèles 
aux  droites  AB,  D  et  D',  on  aurait  dans  ce  plan  (497)  trois 
droites  concourantes  dont  la  première  serait  perpendiculaire 
aux  deux  autres. 

Cela  posé,  par  le  point  B  où  la  droite  AB  rencontre  le  plan 
P,  menons  des  parallèles  Brf,  Brf',  B5,  aux  droites  D  et  D'  et 
à  une  troisième  droite  quelconque  A  parallèle  au  plan  P  ou 
située  dans  ce  plan.  Les  trois  droites  B^/,  hd' ,  Bd,  seront 
contenues  dans  le  plan  P  (497);  ABsera  perpendiculaire  aux 
deux  premières  Brf,  Brf'  (508);  el,  pour  établir  le  théorème 
énoncé,  il  suffira  de  prouver  que  AB  est  aussi  perpendiculaire 
à  la  troisième  cfroite  Bd. 

A  cet  effet,  par  un  point  quelconque  d  pris  sur  Bd,  traçons 
dans  le  plan  P  une  droite  qui  ne  soit  parallèle  ni  àB(/nià  Bc?', 
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et  qui  les  rencontre  aux  points  d  et  d';  prolongeons  AB,  de 
l'autre  côté  du  plan  P,  d'une  longueur  BA'=  AB,  et  joignons 
chacun  des  points  A  et  A'  aux  trois  points  d.  S,  d\ 

De  régalité  des  triangles  ABdf  et  A'B^,  et  de  celle  des  trian- 
gles ABrf'  et  A'Bcf',  on  déduit  respectivement  Arf  =  A'rf  et 
Arf'=  A'rf'.  Les  deux  triangles  A^f^f'  et  AV/cf'  sont  donc  égaux. 
Cette  égalité  entraîne  régalité  des  angles  A cfd,  A'c/d;  par  suite, 
celle  des  triangles  A c^d,  k'dS;  ei,  enfin,  celle  des  longueurs 
Ad  et  A' d. 

La  droite  Bd  ayant  deux  de  ses  points,  B  et  o,  également 
distants  des  extrémités  A  et  A',  est  perpendiculaire  sur  le 
milieu  B  de  AA',  et  AB,  à  son  tour,  est  perpendiculaire  sur  Bd. 

SCOLIE. 

515.  Le  point  B  où  la  perpendiculaire  AB  rencontre  le 
plan  P  est  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

Une  droite  est  dite  oblique  à  un  plan,  lorsqu'elle  rencontre 
ce  plan  sans  lui  être  perpendiculaire. 

THÉORÈME. 

516.  Par  un  point  donné  A,  on  peut  toujours  mener  un 
plan  perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  XY,  et  l'on  ne 
peut  en  mener  qu'un. 

I*  Supposons  le  point  A  situé  sur  la  droite  XY  {/ig.  286). 
Dans  deux  plans  différents  passant  par  XY,  menons  à  cette 

Fig.  2S6. 


droite  les  perpendiculaires  AB  et  AC;  elles  détermineront  un 
plan  P,  perpendiculaire  à  XY  au  point  A  (514-). 

Il  n'existe  pas  d'autre  plan  perpendiculaire  à  XY  au  point  A. 
£n  effet,  tout  plan  mené  perpendiculairement  à  XY  par  le 
point  A  doit  couper  le  plan  XAB  suivant  la  perpendiculaire  AB 
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à  XY  (512),  et  le  plan  XAC  suivant  la  perpendiculaire  AC  à 
celte  noême  droite;  il  ne  diffère  donc  pas  du  plan  P. 

2<»  Supposons  le  point  A  extérieur  à  la  droite  XY  (Jig.  287  ). 

Soit  UZ  la  parallèle  à  XY  menée  par  A.  Les  droites  paral- 

Fig.  287. 
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lèles  XY  et  UZ  ayant  leurs  plans  perpendiculaires  communs 
(513),  dire  que  par  le  point  A  on  peut  abaisser  un  plan  per- 
pendiculaire sur  XY  et  qu'on  ne  peut  en  abaisser  qu'un,  c'est 
dire  que,  par  le  point  A,  on  peut  élever  un  plan  perpendicu- 
laire sur  UZ  et  qu'on  ne  peut  en  élever  qu'un;  or  c'est  ce  que 
nous  venons  d'établir  (i**). 

Corollaire. 

517.  Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont 
parallèles  ou  coïncident;  car,  s'ils  se  coupaient,  d'un  point  de 
leur  intersection  on  pourrait  mener  deux  plans  perpendicu- 
laires sur  la  même  droite,  ce  dont  nous  venons  de  démontrer 
l'impossibilité. 

THÉORÈME. 

518.  Par  un  point  donné  A ,  on  peut  toujours  mener  une 
droite  perpendiculaire  à  un  plan  donné  P,  et  Von  ne  peut  en 
mener  qu'une. 

i"*  Supposons  le  point  A  situé  dans  le  plan  P  [Jig.  288). 
Considérons  à  part  une  droite  OH  et  le  plan  Q  élevé  perpendi- 
culairement à  cette  droite  par  l'un  de  ses  points  H;  puis, 
transportons  cette  figure  tout  d'une  pièce,  de  manière  que, 
le  plan  Q  s'appliquant  sur  le  plan  P,  le  point  H  coïncide 
avec   le  point  A.  La  droite  OH,  dans  sa  nouvelle   posi- 
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tioD,  sera  une  perpendiculaire  AB  menée  au  pian  P  par  le 
point  A. 

Fig.  a88. 
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On  ne  peui  en  mener  qu'une»  car,  si  l'on  pouvait  en  mener 
deux,  AB  et  AB',  le  plan  BAB'  couperait  le  plan  P  suivant  une 
droite  AC  perpendiculaire  à  la  fois  à  AB  et  à  AB\ 

2<»  Supposons  le  point  A  extérieur  au  plan  P  [Ji^.  289). 


Fïg.  289. 
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Soit  Q  le  plan  mené  par  A  parallèlement  au  plan  P.  Les  plans 
parallèles  P  et  Q  ayant  leurs  perpendiculaires  communes  (  513), 
dire  que,  par  le  point  A  on  peut  abaisser  une  perpendiculaire 
sur  le  plan  P  et  qu'on  ne  peut  en  abaisser  qu'une,  c'est  dire 
que  par  le  point  A  on  peut  élever  une  perpendiculaire  sur  le 
plan  Q,  et  qu'on  ne  peut  en  élever  qu'une;  or  c'est  ce  que 
nous  venons  d'établir  (i**). 

Corollaire. 

519.  Deux  droites  A  ef  B,  perpendiculaires  à  un  même 
plan  P,  sont  parallèles  ou  coïncident. 

En  effet,  si  les  droites  A  et  B  ont  un  point  commun,  elles 
coïncident,  puisque,  de  ce  point,  on  ne  peut  mener  qu'une 
perpendiculaire  au  plan  P.  Si  les  droites  A  et  B  n'ont  pas 
de  point  commun ,  imaginons,  par  un  point  M  de  B,  la  paral- 
lèle A'  à  A.  Cette  droite  A'  sera  perpendiculaire  au  plan  P 
(513};  elle  coïncidera  donc  avec  B,  puisque,  du  point  M,  on 
ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire  au  plan  P. 
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Les  propositions  des  n°»  517  el  519  sont  les  réciproques  de 

celles  du  n*»513. 

THÉORÈME. 

520.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  P,  toute 
perpendiculaire  CD  à  la  droite  AB  est  parallèle  au  plan  P  ou 
située  dans  ce  plan  (Jig»  290). 

En  elîeti  menons  parle  point  A  la  parallèle  A£  à  CD  :  l'angle 
BAE  sera  droit.  Par  suite,  la  droite  A£  sera  contenue  dans  le 
plan  P;  car  sans  cela  le  plan  BAE  couperait  le  plan  P  suivant 
une  autre  perpendiculaireà  AB(512)y  et  Ton  aurait  au  point  A  » 
dans  le  plan  BAE,  deux  perpendiculaires  sur  BA,  ce  qui  est 
impossible.  La  droite  CD,  étant  alors  parallèle  à  une  droite  A£ 
du  plan  Py  est  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan  (497). 

Cette  proposition  est  la  réciproque  de  la  définition  adoptée 
au  n®  512. 

Corollaires. 

521.  Le  lieu  géométrique  des  perpendiculaires  que  l'on  peut 
mener  à  une  droite  AB  par  un  point  C  est  le  plan  P  mené  par 
ce  point  perpendiculairement  à  la  droite  AB  (Jîg»  291);  car 
Tune  quelconque  CD  de  ces  perpendiculaires  doit  être  paral- 
lèle au  plan  P  ou  y  être  contenue  tout  entière  :  c'est  ce  dernier 
cas  qui  a  lieu  ici,  puisque  la  droite  CD  a  déjà  un  point  com- 
mun avec  le  plan  P. 

Fig.  290.  Fig,  291. 
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522,  Le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  des  extré- 
mités d'une  droite  XY  est  le  plan  élevé  perpendiculairement 
sur  le  milieu  de  cette  droite  [Jig,  286).  En  effet,  dans  un  plan 
quelconque  XYB  passant  par  XY,  le  lieu  des  points  équidis- 
tants des  extrémités  de  cette  droite  est  la  perpendiculaire  AB 
élevée  dans  ce  plan  sur  le  milieu  A  de  XY;  or  on  vient  de 
voir  que  le  lieu  des  diverses  perpendiculaires  élevées  surXY 
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par  le  point  A  est  le  plan  mené  par  ce  point  perpendiculaire- 
ment à  XY. 

THÉORÈME. 

523.  5/,  d'un  point  A  pris  hors  d'un  plan  P  (fig.  îig^),  on 
mène  à  ce  plan  la  perpendiculaire  AB  et  diverses  obliques  AC, 
AD,  AE: 

1®  Deux  obliques  AC  et  AD,  dont  les  pieds'C  et  D  s'écartent 
également  du  pied  B  de  la  perpendiculaire  y  sont  égales; 

a^  La  perpendiculaire  AB  est  plus  courte  que  toute  oblique 
AC,  ety  de  deux  obliques  AC  et  A£,  V oblique  A£,  qui  s'écarte 
le  plus  du  pied  de  la  perpendiculaire,  est  la  plus  longue. 

En  effet  : 

i**  Les  deux  triangles  rectangles  ABC  et  ABD  étant  égaux, 
comme  ayant  les  deux  côtés  de  Tangle  droit  respectivement 
égaux,  les  hypoténuses  AC  et  AD  sont  égales  ; 

s"*  En  prenant  BD  =  BC,  on  a,  en  vertu  de  l'alinéa  précé- 
dent, AC  =  AD,  et,  par  la  Géométrie  plane,  AE>  AD>AB; 
on  a  donc  AB  <  AC  et  AE  >  AC. 

524.  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  vraies.  Il  en 
résulte  que  le  lieu  des  points  d'un  plan  P  situés  à  égale  dis- 
tance d'un  point  donné  A  est  une  circonférence  ayant  pour 
centre  la  projection^  de  ce  point  sur  le  plan  {Jig.  292).  De  là, 


un  moyen  pratique  pour  abaisser  une  perpendiculaire  sur  un 
plan  P  par  un  point  extérieur  A  :  on  fixe  au  point  A  l'une  des 
extrémités  d'un  fil  dont  l'autre  extrémité  est  armée  d'un 
crayon,  on  marque  trois  points  C,  D,  F,  sur  le  plan  en  tenant 
le  fil  tendu,  on  cherche  le  centre  du  cercle  qui  passerait  par 
ces  trois  points,  et  Ton  a  le  pied  de  la  perpendiculaire  de* 
mandée. 

II.  2 


i8 
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SCOLIES. 

525.  En  Géométrie,  le  mot  distance  est  toujours  synonyme 
de  plus  courte  distance.  D'après  cela,  il  résulte  du  n^523  que 
la  distance  d 'un  point  k  à  un  plan  ,P  est  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan. 

Si  Ton  rapproche  ce  résultat  des  n***  509  et  519,  on  voit  que  : 
1°  une  droite  et  un  plan  parallèles  sont  partout  équidistants  ; 
a*  deux  plans  parallèles  sont  partout  équidistants. 

§  IV.  -  PROJECTION  DTNE  DROITE  SDR  UN  PLAN.  - 
ANGLE  D'UNE  DROITE  ET  D'UN  PLAN.  -  PLUS  COURTE 
DISTANCE  DE  DEUX  DROITES. 


DÉFINITIONS. 

526.  On  appelle  projection  d'un  point  A  sur  un  plan  P  le 
pied  a  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan 
(/g-.  293). 

La  projection  d'une  ligne  quelconque  ABC. . .  sur  un  plan  P 
est  le  lieu  des  projections  a,  b,  c,. . .  des  divers  points  de  cette 
ligne. 

Fig.  agij. 


THÉORÈME. 

527.  La  projection  d'une  ligne  droite  AB  sur  un  plan  ^  est 
une  ligne  droite  [fig»  2g4). 

Car  toutes  les  perpendiculaires  Aa,  B6,. . .  abaissées  sur  le 
plan  P  par  les  divers  points  de  la  droite  AB  sont  parallèles  (519): 
leur  lieu  est  donc  un  plan  (i92),  et,  par  suite,  le  lieu  de  leurs 
pieds  est  la  droite  ab  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  P. 

ScOLIES. 

528.  Lorsque  la  droite  est,  comme  EF,  perpendiculaire  au 
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plan  Py  sa  projection  sur  ce  plan  se  réduit  évidemment  à  un 
point  e, 

329.  Lorsque  la  droite  est,  comme  CD,  parallèle  au  plan  P, 
elle  est  parallèle  à  sa  projection  cd  snr  ce  plan  (&-9S). 

Corollaires. 

530.  Les  projections  ab  et  cd  de  deux  droites  parallèles  AB 
et  CDy  sur  un  même  plan  V,  sont  parallèles  [fig.  295  ). 

Fie-  295. 


Car  la  projetante  Ka  d'un  point  quelconque  de  AB  et  la  pro- 
jetante Ce  d'un  point  quelconque  de  CD  étant  parallèles,  les 
angles  BAa,  DCc,  ont  leurs  plans  parallèles  (506)  ;  et,  par  suite, 
les  droites  ab  et  cdy  suivant  lesquelles  le  plan  P  coupe  ces 
deux  plans,  sont  parallèles. 

THÉORÈME. 

531.  Lorsque  deux  droites  AB  et  CD  de  V espace  sont  per- 
pendiculaires Vune  à  Vautre,  leurs  projections  ah  et  cd  sur  un 
plan  V  parallèle  à  l'une  déciles  CD  sont  aussi  perpendiculaires 
entre  elles  [fig*  296). 


Fig.  296. 
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En  effet,  la  droite  cd  est,  comme  sa  parallèle  CD,  à  angle 
droit  sur  AB;  elle  est  d'ailleurs  à  angle  droit  sur  la  pro- 
jetante Aa,  droite  perpendiculaire  au  plan  P  qui  contient  cd. 


2, 
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Donc,  cd  est  perpendiculaire  au  plan  KRab  ei,  par  suite, 
à  ab. 

532.  Réciproquement,  deux  droites  de  l'espace  AB  et  CD, 
sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  si  leurs  projections  ab 
et  cd  sur  un  plan  P  parallèle  à  l'une  d'elles  CD  sont  perpen- 
diculaires entre  elles  (Jig.  296). 

En  efTet,  la  droite  cd,  étant  à  angle  droit  sur  ab  et  sur  Àa,est 
perpendiculaire  au  plan  ABfra.  II  en  est  donc  de  même  de  sa 
parallèle  CD,  qui,  par  suite,  est  perpendiculaire  à  AB. 

Dans  le  cas  très-particulier  où  le  plan  P  contient  CD  et  où 
les  droites  AB  et  CD  se  coupent,  cette  réciproque  revient  au 
théorème  connu  sous  le  nom  de  théorème  des  trois  perpen-- 
diculaires,  et  qu'on  énonce  habituellement  sous  la  forme  sui- 
vante, d'ailleurs  assez  incommode  dans  les  applications  : 

Si,  du  pied  a  d'une  perpendiculaire  Xa  à  un  plan  P,  on 
mène  la  perpendiculaire  aB  sur  une  droite  quelconque  CD  tra- 
cée dans  ce  plan,  la  droite  AB  qui  joint  au  point  B  un  point 
quelconque  de  la  perpendiculaire  ka  est  perpendiculaire  à  CD 

Ifig^  ^97  )• 

Corollaire. 

533.  Considérons  une  droite  quelconque  AB  et  un  plan  Q 
perpendiculaire  à  cette  droite;  soient  ab  la  projection  de  AB 
sur  un  plan  quelconque  P  (fig.  298),  et  CD  rinierseclion  des 


plans  P  et  Q,  ou  la  trace  du  plan  Q  sur  le  plan  P.  Les  deux 
droites  AB  et  CD  étant  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  il  doit 
en  être  de  même  de  leurs  projections  ab  et  CD;  de  là  ce 
théorème,  fondamental  en  Géométrie  descriptive  :  Lorsqu'une 
droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  Q,  sa  projection  sur  un 
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plan  quelconque  P  est  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan  Q 
sur  le  plan  P. 

THÉORÈME. 

534.  Lorsqu'une  droite  AB  est  oblique  à  un  plan  P,  l'angle 
aigu  BAb  que  cette  droite  fait  avec  sa  projection  sur  ce  plan 
est  moindre  que  l'angle  BAC  qu'elle  forme  avec  toute  autre 
droite  AC  passant  par  son  pied  dans  le  plan  (fig*  29g). 

Fîg.  399- 


En  effet,  b  étant  la  projection  d'un  point  quelconque  B  de 
la  droite  AB,  prenons  AC  =  A6,  et  menons  BC.  Les  deux 
triangles  BA6,  BAC,  ont  deux  côtés  égaux;  mais  le  troisième 
côté  B6  du  premier  étant  moindre  que  le  troisième  côté  BC  du 
second,  puisque  la  perpendiculaire  est  plus  courte  que  Tobll- 
que,  il  faut  que  Tangle  BA6  soit  moindre  que  Tangle  BAC. 

SCOLIE. 

535.  En  faisant  parcourir  au  point  C  le  cercle  décrit  dans  le 
plan  P,  du  point  A  comme  centre  avec  A  6  pour  rayon,  on  voit 
que  l'oblique  BC  crott  d'une  manière  continue  depuis  le  point  b 
jusqu'au  point  b'y  puis  décroît  en  reprenant  successivement 
les  mêmes  valeurs  depuis  V  jusqu'en  6.  Par  suite,  Tangle  BAC, 
minimum  lorsque  le  point  C  est  en  6,  croît  jusqu'à  ce  que  le 
point  C  soit  en  b'  :  il  est  alors  maximum;  puis  il  décroît,  en 
reprenant  successivement  les  mêmes  valeurs,  depuis  V  jus- 
qu'en 6. 

536.  On  appelle  angle  d*une  droite  et  d*  un  plan  l'angle  aigu 
que  cette  droite  forme  avec  sa  projection  sur  ce  plan. 

537.  On  voit  aisément  que  l'angle  d'une  droite  D  et  d'un 
plan  P  est  égal  à  l'angle  d'une  droite  quelconque  W  paral- 
lèle àD  et  d'un  plan  quelconque  P'  parallèle  à  P. 
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THÉORÈME. 

538.  Étant  données  deux  droites  AB  et  CD  non  situées  dans 
le  même  plan  :  \^  il  existe  une  droite,  et  une  seule ^  qui  les 
rencontre  l'une  et  l'autre  à  angle  droit;  2®  cette  perpendicu- 
laire commune  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 
(Jig.  3oo). 

Fig.  3oo.  Fig.  3oi. 


En  effet  : 

i""  Par  un  point  quelconque  A  de  AB,  menons  la  parallèle  A£ 
à  CD;  le  plan  BAE,  que  nous  désignerons  par  P,  sera  parallèle 
à  CD;  par  suite,  nous  aurons  la  projection  de  CD  sur  ce  plan  P 
en  menant  une  parallèle  de  à  la  droite  DC  par  la  projection  d 
d'un  point  quelconque  D  de  celte  droite.  Cela  posé,  pour 
qu'une  droite  rencontre  à  la  fois  AB  et  CD  à  angle  droit,  il  faut 
et  il  suffit  qu'elle  soit  perpendiculaire  au  plan  P  en  un  point 
de  AB,  et  qu'elle  ait  son  pied  sur  cd,  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires au  plan  P  menées  par  les  divers  points  de  CD. 
Or  la  perpendiculaire  au  plan  P  élevée  par  le  point  c  commun 
à  AB  et  à  cd  remplit  seule  ces  conditions.  Il  existe  donc  une 
droite  Ce,  et  une  seule,  qui  rencontre  à  angle  droit  les  deux 
droites  données  AB  et  CD. 

2<*  Cette  perpendiculaire  commune  Ce  est  moindre  que  toute 
autre  droite  BD  joignant  un  point  de  AB  à  un  point  de  CD. 
Car,  D^  étant  la  projetante  du  point  D,  on  a  évidemment 
Cc  —  Bd,  etDrf<DB. 

Sgolies. 

539.  La  démonstration  qui  précède  permet  d'obtenir  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites  AB  et  CD.  Voici  un  second 
procédé  très-usuel  (Jig.  3oi). 

On  projette  l'une  des  droites  CD  sur  un  plan  P  perpendicu- 
laire à  l'autre  droite  AB.  Du  pied  A  de  AB  sur  le  plan  P,  on 
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abaisse  la  perpendiculaire  Ae  sur  la  projection  C^  de  CD;  on 
mène  eE  parallèle  à  AB  jusqu'à  sa  rencontre  £  avec  CD,  et 
enOn  ËF  parallèle  à  Ae.  Le  lecteur  démontrera  sans  peine  que 
cette  droite  EF  est,  en  grandeur  et  en  position,  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites  données. 

5i0.  Souvent,  dans  la  pratique,  on  n'a  besoin  que  de  la  lon- 
gueur de  la  plus  courte  distance;  il  suffit  alors  de  mener  par 
Tune  AB  des  deux  droites  un  plan  P  parallèle  à  l'autre  CD,  et 
de  prendre  la  distance  Dd  d'un  point  quelconque  de  CD  au 
plan  P  (^g.  3oo). 

S  V.  -  ANGLES  DIÈDRES. 

DÉFINITIONS. 

541.  Lorsque  deux  plans  P  et  Q  se  rencontrent  {Jig.  802)  et 
sont  terminés  à  leur  intersection  commune  B£,  on  dit  qu'ils 
forment  un  angle  dièdre.  Les  deux  plans  P  et  Q  sont  les  faces^ 
et  la  droite  B£  est  Varéte  de  cet  angle. 

542.  Pour  désigner  un  angle  dièdre  isolé,  il  suffit  d'indiquer 
son  arête;  ainsi  l'on  dit  (^g^.  802)  l'angle  dièdre  B£.  Mais 
lorsque  plusieurs  angles  dièdres  ont  la  même  arête,  pour  dé- 
signer celui  d'entre  eux  que  l'on  considère,  il  faut  employer 
quatre  lettres,  savoir  :  une  lettre  pour  chaque  face  et  deux 


Fig.  3o9. 


Fig.  3o3. 
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pour  l'arête;  on  place  d'ailleurs  les  deux  lettres  relatives  à 
l'arête  entre  les  deux  autres.  Ainsi,  dans  hjig.  3o3,  on  dis- 
tingue les  trois  dièdres  CABD,  DAB£,  CAB£. 
Deux  angles,  tels  que  CABD,  DABE  {/ig.  3o8),  qui  ont  la 
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même  arête  AB,  une  face  commune  ABD,  et  les  deux  autres 
faces  situées  de  part  et  d'autre  de  la  face  commune,  sont  dits 
adjacents. 

54<3.  Deux  angles  dièdres  sont  égaux  lorsqu'on  peut  les  faire 
coïncider.  Pour  ajouter  deux  angles  dièdres,  on  transporte  le 
second  à  la  suite  du  premier  de  manière  à  former  deux  angles 
adjacents,  tels  que  CABD,  DABE  (Jig.  3o3);  l'angle  CABE  des 
deux  faces  non  communes  ABC,  ABE,  est  la  somme  des  deux 
angles  dièdres  proposés. 

544.  On  acquiert  une  idée  nette  de  la  grandeur  de  l'angle 
dièdre,  en  supposant  que  l'une  des  faces  P,  d'abord  appliquée 
sur  l'autre  face  Q  (Jig.  3o4),  tourne  autour  de  la  droite  AB; 
dans  cette  rotation,  le  plan  mobile  P  fait  avec  le  plan  fixe  Q 
un  angle  dièdre  qui  crott  d'une  manière  continue. 


Fig.  3o4. 


Fig.  3o6. 
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Un  plan  P,  est  dit  perpendiculaire  sur  un  plan  QQ'  (Jig,  3o4), 
lorsque  les  deux  angles  adjacents  P^ABQ,  P, ABQ',  qu'il  forme 
avec  celui-ci,  sont  égaux.  Un  plan  P,  qui  forme  avec  QQ'  des 
angles  adjacents  PABQ,  PABQ',  inégaux,  est  dit  oblique  sur  le 
plan  QQ'. 

On  nomme  angle  dièdre  droit  tout  dièdre  P,ABQ  dont  une 
face  est  perpendiculaire  sur  l'autre. 

545.  Deux  angles  dièdres  sont  dits  opposés  par  rareté  lors- 
que les  faces  de  l'un  sont  les  prolongements  des  faces  de 
l'autre.  Deux  plans  indéQnis  PP',  QQ'  {^g.  3o5)  forment  en  se 
coupant  quatre  angles  dièdres  qui  sont  deux  à  deux  opposés 
par  l'arête  AB. 
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On  nomme  pian  bissecteur  d*un  angle  dièdre  le  plan  qui, 
mené  par  Tarète,  divise  cet  angle  dièdre  en  deux  autres  dièdres 
égaux  entre  eux. 

5&6.  On  appelle  angle  pian  correspondant  à  un  angle  dièdre 
l'angle  rectiligne  que  Ton  forme  en  élevant^  par  un  même 
point  de  l'arête,  une  perpendiculaire  à  cette  arête  dans  cha- 
cane  des  faces.  Ainsi,  B  étant  un  point  de  l'arête  BE  de  l'angle 
dièdre  PEBQ  {Jig.  3o6),  si  Ton  élève  dans  le  plan  P  la  perpen- 
diculaire BA  sur  l'arête  BE,  et  dans  le  plan  Q  la  perpendicu- 
laire BC  sur  l'arête  BE,  l'angle  ABC  sera  V angle  plan  du  dièdre 
considéré. 

Pour  que  cette  définition  ne  soit  pas  contradictoire,  il  faut 
que  la  grandeur  de  l'angle  plan  correspondant  à  un  angle 
dièdre  soit  la  même,  en  quelque  point  de  l'arête  qu'on  forme 
cet  angle  plan.  Or,  soient  les  angles  plans  ABC,  DEF,  formés  en 
deux  points  A  et  E  de  l'arête  de  l'angle  dièdre  PBEQ  [Jig.  3o6)  : 
les  côtés  BC  et  EF  sont  parallèles  et  de  même  sens,  comme 
étant,  dans  un  même  pian  Q,  perpendiculaires  à  la  même 
droite  BE;  il  en  est  de  même  de  BA  et  de  ED  par  rapport  au 
plan  P;  les  angles  ABC,  DEF,  sont  donc  égaux. 

Il  est  à  remarquer  que  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à 
l'arête  BE;  réciproquement,  tout  plan  perpendiculaire  à  Tarête 
coupe  les  faces  suivant  des  perpendiculaires  à  cette  arête,  et, 
par  suite,  l'angle  dièdre  suivant  son  angle  plan. 

THÉOBÈME. 

547.  Par  une  droite  AB,  située  dans  un  plan  QQ',  on  peut 
toujours  élever  un  plan  P,  perpendiculaire  sur  ce  plan,  et  Von 
ne  peut  en  élever  qu'un  [fig.  3o4). 

Corollaires. 

548.  Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux, 

La  démonstration  de  ce  théorème  et  de  son  corollaire  est 
tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  aux  n"*'  14  et  15 
de  la  Géométrie  plane. 

Un  angle  dièdre  est  dit  aigu  ou  obtus  suivant  qu'il  est  infé- 
rieur ou  supérieur  à  l'angle  dièdre  droit.  Deux  angles  dièdres 
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sont  complémentaires  lorsque  leur  somme  est  égale  à  un  angle 
dièdre  droit. 

549.  Tout  plan  P  qui  en  rencontre  un. autre  QQ'  fait  avec 
celui-ci  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  PABQ',  ont  la 
somme  est  égale  à  deux  dièdres  droits  (fig>  3o4).  Réciproque* 
ment,  si  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  PABQ',  sont 
supplémentaires,  c^est'à-dire  ont  une  somme  égale  à  deux 
dièdres  droits,  leurs  faces  non  communes  Q  et  Q'  sont  dans  le 
prolongement  l'une  de  l'autre.  (  Foir  les  n*"  17,  18  et  19.) 

550.  Lorsque  deux  plans  PP',  QQ',  se  coupent,  les  angles 

dièdres  opposés  par  l'arête  AB  sont  égaux  (Jig,  3o5).  (  FoirXe 

n«  22.) 

THÉORÈME. 

551.  Le  rapport  de  deux  angles  dièdres  est  égal  au  rapport 
de  leurs  angles  plans. 

Il  suffit  (135)  de  prouver  : 

i**  Que  si  deux  angles  dièdres  AIOB,  A'I'O'B',  sont  égaux, 
leurs  angles  plans  AOB,  A'O'B',  sont  égaux  {fig»  807  )  ; 

2°  Que  si  un  angle  dièdre  AIOC  est  la  somme  de  deux  autres 
angles  dièdres  A'I'O'B',  BIOC,  son  angle  plan  AOC  est  la 
somme  des  angles  plans  A'O'B',  BOC,  qui  correspondent  aux 
deux  autres  angles  dièdres  (fig*  307). 

En  effet  : 

1°  Transportons  Tangle  dièdre  ATO'B',  de  manière  que 
l'angle  droit  l'O'A'  s'applique  sur  l'angle  droit  lOA;  puisque 


\y 


Fig.  Soy. 
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Fig.  3o8- 


les  dièdres  AIOB,  ATO'B',  sont  égaux,  le  plan  TO'B'  tombera 
sur  le  plan  lOB,  et  O'B'  coïncidera  avec  la  perpendiculaire  à  10 
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élevée  dans  le  plan  lOB  par  le  point  0,  c'est-à-dire  avec  OB; 
les  angles  plans  AOB,  A'O'B',  sont  donc  égaux. 

2*  Puisque  l'angle  plan  A'O'B'  est  égal  à  AOB,  pour  prouver 
que  l'angle  plan  AOC  est  égal  à  la  somme  de  A'O'B'  et  de  BOC» 
il  suffit  de  faire  voir  que  les  trois  droites  OC,  OB,  OA,  sont 
dans  un  même  plan;  or  cela  résulte  du  n^  521. 

Corollaire. 

552.  Par  suite,  tout  angle  dièdre  a  la  même  mesure  que 
rangleplan  correspondant,  pourvu  que  l'on  prenne  pour  unité 
d'angle  dièdre  l'angle  dièdre  auquel  correspond  l'angle  plan 
choisi  pour  unité  d'angle  plan;  ou,  d'une  manière  incorrecte, 
mais  plus  rapide,  tout  angle  dièdre  a  pour  mesure  son  angle 
plan.  (Foir,  pour  plus  de  détails,  le  n*»  136.) 

SCOLIES. 

553.  L'angle  dièdre  droit  a  pour  angle  plan  un  angle  droit, 
et,  inversement,  un  angle  dièdre  est  droit  si  son  angle  plan 
est  droit.  En  effet,  soient  PABQ,  PABQ'  (/Ig.  3o8),  deux  angles 
dièdres  adjacents  formés  par  la  rencontre  du  plan  P  et  du 
plan  QQ';  par  un  point  0  de  l'arête  AB,  menons  un  plan  per- 
pendiculaire à  cette  arête;  ce  plan  déterminera,  par  ses  inter- 
sections avec  les  plans  P  et  QQ',  deux  angles  reclilignes  adja- 
cents EOC,  EOD,  qui  seront  les  angles  plans  des  deux  angles 
dièdres  proposés.  Or,  quand  les  deux  dièdres  sont  égaux,  les 
deux  angles  plans  sont  égaux,  et  réciproquement. 

554.  La  proportionnalité  des  angles  dièdres  et  des  angles 
plans  correspondants  permet  de  conclure  un  grand  nombre  de 
propriétés  des  angles  dièdres  des  propriétés  analogues  des 
angles  rectilignes  démontrées  en  Géométrie  plane.  Nous  cite- 
rons, par  exemple,  les  propositions  suivantes,  qui  sont  sou- 
vent utiles  : 

Le  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  est  le  lieu  des  points 
qui,  situés  dans  l'intérieur  de  cet  angle»  sont  équidistants  de 
ses  faces;  etc.  (  Foir  les  n"*  51,  52,  53.) 

Deux  angles  dièdres  qui  ont  leurs  faces  parallèles  deux  à 
deux  sont  égaux  ou  supplémentaires,  (Voir  le  n"*  70.) 
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THÉORÈME. 

555.  Parmi  toutes  les  droites  que  Von  peut  mener  par  un 
point  A  dans  un  plan  P,  celle  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec 
un  autre  plan  donné  Q  est  la  perpendiculaire  AB  abaissée  du 
point  A  sur  V intersection  LT  des  deux  plans  V  et  (^  [fig-  Bog). 

Fig.  309. 


Soient  AC  une  droite  quelconque  menée  par  le  point  A  dans 
le  plan  P,  et  a  la  projection  du  point  A  sur  le  plan  Q;  aB  et 
aC  seront  les  projections  de  AB  el  de  AC,  et  il  s'agit  de  dé- 
montrer (536)  que  Tangle  ABa  est  plus  grand  que  l'angle  ACa. 
Or,  la  droite  aB  étant  perpendiculaire  sur  LT,  en  vertu  du 
théorème  des  trois  perpendiculaires,  la  droite  aC  est  une 
oblique,  et  l'on  a  aB  <[  aC  Si  Ton  prend  sur  la  droite  aB«  à 
partir  du  pointa,  une  longueur  aD  égale  à  aC,  le  point  D  sera 
donc  situé  au  delà  de  B,  et  Tangle  ABa  extérieur  au  triangle 
ABD  surpassera  l'angle  intérieur  ADa;  mais,  les  triangles  A aC 
et  AaD  étant  égaux  comme  ayant  un  angle  droit  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux,  l'angle  ADa  est  égal  à  l'angle  ACa; 
donc  enfln  l'angle  ABa  est  plus  grand  que  l'angle  ACa. 

SCOLIK. 

556.  Lorsque  le  plan  Q  est  horizontal,  la  droite  AB  prend 
le  nom  de  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  P.  L'angle  de 
celte  ligne  avec  le  plan  Q  est  l'angle  plan  du  dièdre  PLïQ. 
Par  chaque  point  d'un  plan  passe  une  ligne  de  plus  grande 
pente  de  ce  plan,  et  une  seule. 

§  VL  -  PLANS  PERPENDICULAIRES. 

THÉORÈME. 

557.  Lorsque  deux  plans  V  et  Q  sont  perpendiculaires  l'un 
à  Vautre,  toute  droite  AB,  menée  dans  le  premier  plan  P  per- 
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pendicuiairemeni  à  l* intersection  commune  CD,  est  perpendi- 
culaire à  r autre  pian  Q  {Jig.  3io). 

En  efTet,  les  deux  plans  P  et  Q  étant  perpendiculaires  Tun 
à  l'autre,  l'angle  plan  correspondant  à  Fangle  dièdre  PCDQ 
doit  être  droit;  or  on  forme  cet  angle  plan  ABE  en  élevant, 
dans  le  plan  Q  et  par  le  point  B^  la  perpendiculaire  BE  à  CD; 
donc  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  BE»  et  comme  elle  l'est 
aussi  par  hypothèse  à  CD,  elle  est  perpendiculaire  au  plan  Q. 


Fig.  3io. 


Fig.  3ii. 
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THÉORÈME. 

C 

558.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à  un  plan  Q,  tout 
plan  P  passant  par  cette  droite  ou  parallèle  à  cette  droite  est 
perpendiculaire  au  plan  Q. 

En  effet  : 

i*"  Si  le  plan  P  passe  par  AB  [fig.  3io;,  menons  dans  le 
plan  Q  et  par  le  point  B  la  perpendiculaire  BE  à  l'intersection 
CD  des  deux  plans  P  et  Q.  L'angle  ABE  sera  droit,  puisque  la 
droite  AB  est,  par  hypothèse,  perpendiculaire  au  plan  Q;  d'ail- 
leurs, cet  angle  ABE  est  l'angle  plan  du  dièdre  PCDQ;  donc  ce 
dièdre  est  droit,  et  le  plan  P  est  perpendiculaire  au  plan  Q.  - 

2**  Si  le  plan  P  est  parallèle  à  AB  (Jig  3i  i),  menons  par  un 
point  quelconque  E  de  ce  plan  la  parallèle  EF  à  AB  ;  cette  droite 
EF  sera  à  la  fois  perpendiculaire  au  plan  Q  et  située  dans  le 
plan  P.  Donc  le  plan  P,  passant  par  une  droite  EF  perpendi- 
culaire au  plan  Q,  sera  perpendiculaire  à  ce  plan  (i*"). 

559.  Réciproquement,  si  deux  plans  Q  e^  P  sont  perpendicu- 
laires entre  eux,  toute  droite  AB  perpendiculaire  au  premier 
plan  Q  est  située  dans  Vautre  plan  P  ou  lui  est  parallèle. 

En  effet,  si  la  droite  AB  n'avait  qu'un  seul  point  commun 
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avec  le  plan  P,  en  menant  de  ce  point  une  perpendiculaire  sut 
rinlerseclion  CD  des  plans  P  et  Q  (fig.  3u),  celle  perpendi- 
culaire serait  perpendiculaire  au  plan  Q,  et  Ton  pourrait  mener 
d'un  même  point  deux  perpendiculaires  au  plan  Q;  ce  qui  est 
impossible.  La  droite  AB,  ne  pouvant  couper  le  plan  P,  est 
donc  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan. 

Corollaire. 

560.  Par  une  droite  AB  oblique  à  un  plan  P  (fig.  3 12),  on 
peut  abaisser  un  plan  perpendiculaire  sur  ce  plan  P,  et  Von  ne 
peut  en  abaisser  qu'un. 

En  effet,  le  plan  BAa,  déterminé  par  la  droite  AB  et  par  la 
perpendiculaire  ka  au  plan  P  abaissée  d'un  point  quelconque 
de  AB,  est  perpendiculaire  au  plan  P.  C'est  le  seul^  car  tout 
plan  conduit  par  AB  perpendiculairement  au  plan  P  doit  con- 
tenir la  perpendiculaire  A^. 

Fig.  3i'i. 


THÉORÈME. 

561.  Si  deux  plans  V  et  Q  sont  perpendiculaires  à  un  troi^ 
sîème  R,  leur  intersection  AB  est  perpendiculaire  à  ce  troisième 
plan  {fig*  3i3). 

Car  si,  par  un  point  quelconque  de  l'intersection  AB,  on 
mène  la  perpendiculaire  au  plan  R,  cette  perpendiculaire  doit 
se  trouvera  la  fois  dans  le  plan  Pet  dans  le  plan  Q  (559);  elle 
ne  diffère  donc  pas  de  AB. 

Corollaires. 

562.  Un  plan  perpendiculaire  à  deux  plans  qui  se  coupent 
est  perpendiculaire  à  leur  intersection. 

563.  Si  les  plans  Pet  Q  de  la^g^.  3i3  forment  un  angle  dièdre 
droit,'  les  trois  plans  P,  Q,  R,  seront  perpendiculaires  entre 
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eux;  l'intersection  de  deux  quelconques  de  ces  plans  sera  per- 
pendiculaire au  troisième,  et  les  trois  intersections  seront 
perpendiculaires  entre  elles. 

§  VU.  —  ANGLES  POLYÈDRES. 


DÉFINITIONS. 

564.  Lorsque  plusieurs  plans  ASBy  BSC,  CSD,...  (fig.  3i4)se 
coupent  successivement  suivant  des  droites  SB,  SC,  SD,...  qui 
concourent  en  un  même  point  S,  on  dit  qu'ils  forment  un 
angle  polyèdre.  Le  point  S  est  le  sommet,  les  droites  SA,  SB, 
se,...  sont  les  arêtes,  et  les  angles  ASB,  BSC,  CSD,,..  sont  les 
faces  de  l'angle  polyèdre. 

On  désigne  un  angle  polyèdre  par  la  lettre  du  sommet  suivie 
des  lettres  relatives  aux  diverses  arêtes.  Ainsi,  pour  indiquer 
l'angle  polyèdre  de  \9i  fig.  3i4>  on  dira  l'angle  SABCDE,  ou 
plus  simplement  l'angle  S  ;  car,  quand  un  angle  polyèdre  est 
isolé,  la  lettre  du  sommet  suffit. 


Fig.  3i/,, 


Il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  polyèdre. 
L'angle  formé  par  trois  plans  prend  le  nom  d'angle  trièdre. 
Dans  un  angle  trièdre  BACS  (Jig.  3i4),  on  distingue  six  élé- 
ments, savoir  :  les  trois  faces  SBA,  SBC,  ABC,  et  les  trois 
dièdres  BA,  BC,  BS. 

565.  On  dit  qu'un  angle  polyèdre  est  convexe,  lorsqu'il  est 
situé  tout  entier  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  indéfini 
de  chacune  de  ses  faces  {Jig*  3i4);  il  est  concave  dans  le  cas 
contraire  (Jig.  3i5).  Tout  angle  trièdre  est  convexe. 
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Considérons  un  angle  polyèdre  convexe  SABGD£(^g'.  3i6); 
ses  arêtes  seront,  d'après  la  définition  de  la  convexité,  situées 
toutes  d'un  même  côté  du  plan  PQ  d'une  face  quelconque 
SAB;  dans  la  fig.  3i6  nous  les  avons  placées,  pour  fixer  les 

Fig.  3i6. 


idées,  au-dessus  de  ce  plan.  Par  le  point  S,  dans  le  plan  PQ, 
menons  une  droite  MN  située  en  dehors  de  l'angle  ASB,  et 
concevons  une  série  de  plans  menés  par  la  droite  MN  et 
contenant  successivement  chacune  des  arêtes  SC,  SD,  SE. 
Si  DSH  ou  RMN  est  celui  de  tous  ces  plans  qui  fait  le  plus 
petit  angle  avec  la  portion  PMN  du  plan  PQ,  l'angle  polyèdre 
proposé  SABCDE  sera  situé  tout  entier  dans  l'angle  dièdre 
RMNQ  formé  par  la  partie  antérieure  Q  et  la  partie  supé- 
rieure R  des  deux  plans  PQ,  RT.  Donc,  tout  plan  GH  mené 
par  MN  et  situé  dans  l'angle  dièdre  PMNR  et  dans  son  opposé 
par  l'arête  QMNT,  sera  un  plan  mené  par  le  sommet  S  et  lais* 
sant  toutes  les  arêtes  d'un  même  côté.  Par  suite,  tout  plan  pa- 
rallèle au  plan  GH  et  situé,  comme  l'angle  polyèdre  SABCDE,  à 
droite  de  GH,  coupera  toutes  les  arêtes  de  cet  angle  sans  pas- 
ser par  le  sommet.  La  section  sera  donc  un  polygone  ABCDE 
ayant  autant  de  côtés  que  l'angle  polyèdre  a  de  faces,  et  ce 
polygone  sera  convexe;  car  l'angle  polyèdre  étant  tout  entier 
d'un  même  côté,  par  rapport  au  plan  de  chacune  de  ses  faces, 
le  polygone  se  trouvera,  par  là  même,  situé  tout  entier  d'un 
même  côté  par  rapport  à  chacune  des  droites  indéfinies  qui 
unissent  deux  sommets  consécutifs  quelconques. 
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566.  Si  l'on  prolonge  au  delà  du  sooimet  S  toutes  les  arêtes 
d'un  angle  polyèdre  SàBCDE  (fig.  317),  on  obtient  un  autre 
angle  polyèdre  SA'B'C'IVE'  qui  est  dit  le  symétrique  du  pre- 
mier. 

Deux  angles  polyèdres  symétriques  SABCDE,  SA'B'C'D'E^ 
ont  tous  leurs  éléments  respectivement  égaux  :  les  faces  ASB 
et  A' SB',  BSC  et  B'SC',. . .,  sont  égales  deux  à  deux  comme 
angles  plans  opposés  par  le  sommet,  et  les  angles  dièdres  SA 
et  SA%  SB  et  SB%.  • .,  sont  égaux  comme  opposés  par  l'arâte. 
Mais  la  disposition  des  parties  égales  n'est  pas  la  même  dans 
les  deux  angles  polyèdres.  En  effet,  un  observateur  couché  sur 
l'aréte  SA,  ayant  la  tète  en  S,  les  pieds  en  A,  et  regardant  Tin- 
lérieur  de  l'angle  SABCDE,  verrait  les  arêtes  se  présenter  de 


Fig.  317. 


Fig.  3i8. 


droite  à  gauche  dans  l'ordre  ^,  SC,  SD,  SE;  undis  qu'un 
observateur  placé  de  la  même  manière  dans  l'autre  angle 
SA'B'C'D'E',  c'est-à-dire  couché  sur  SA',  ayant  la  tête  en  S, 
les  pieds  en  A'  et  regardant  l'intérieur  de  l'angle,  verrait  les 
arêtes  se  succéder  de  droite  à  gauche  dans  l'ordre  inverse  SE', 
SD',  SC',  SB'. 

A  cause  de  cette  différence  de  disposition,  deux  angles 
polyèdres  symétriques,  bien  qu'égaux  dans  toutes  leurs  par- 
ties, ne  sont  pas  superposahles. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  deux  trièdres  symétri- 
ques 8ABC  et  SA'B'C  (fig.  3i8),  et  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  l'arête  SC  soit  en  avant  du  plan  ASB,  et,  par  suite, 
que  son  prolongemeot  SC'  soit  en  arrière  du  même  plan.  Il  y  a 
II.  3 
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deux  manières  diflérenies  d'essayer  la  superposition  des  deux 
trièdres. 

1*  Concevons  {Jig.  3i8)  la  perpendiculaire  élevée  par  le 
point  S  sur  le  plan  ASB,  et  faisons  tourner  le  trièdre  Sk'VC 
de  i8o  degrés  autour  de  cette  droite  dans  le  sens  de  la  flèche  /; 
Tarète  SA'»  qui  dans  ce  mouvement  ne  sort  pas  du  plan  ASB, 
viendra  sur  SA;  de  même  SB'  s'appliquera  sur  SB;  mais  Tarête 
SC'  restera  toujours  en  arrière  du  plan  ASB;  par  suite,  dans 
sa  nouvelle  position»  le  trièdre  SA'B'C  ne  coïncidera  pas 
avec  SABC. 

7f*  Menons  {fig.  Sig)  la  bissectrice  ^S^  de  l'angle  BSA',  et, 
autour  de  celte  droite,  qui  est  située  dans  le  plan  ASB»  faisons 

Fig.  319. 


.B 


tourner  ie  trièdre  SA'B'C  de  180  degrés  dans  le  sens  de  la 
flèche  9.  L'arête  SA'  s'appliquera  sur  SB,  l'arête  SB' sur  SA,  et, 
par  suite»  la  face  A'SB'  coïncidera  avec  BAS;  de  plus,  l'aréteSC' 
viendra  cette  fois  en  avant  du  plan  ASB.  Mais  la  nouvelle  po- 
sition SCt  de  cette  arête  différera  en  général  de  SC;  car  les 
angles  dièdres  suivant  les  arêtes  SA  et  SB  étant  en  générai  in- 
égaux, il  en  sera  de  même  des  angles  dièdres  SB  et  SA',  et» 
par  suite»  les  plans  CSB  et  C.SB»  étant  inégalement  inclinés 
sur  le  plan  ASB,  ne  coïncideront  pas. 

On  voit  cependant  que  la  coïncidence  aurait  lieu  si  le  trièdre 
SABC  avait  les  deux  angles  dièdres  SA  et  SR  égaux  entre  eux. 
Car»  dans  cette  hypothèse,  les  plans  Ci  SB  et  CSB  seraient  éga- 
lement inclinés  sur  le  plan  ASB;  ils  tomberaient  donc  l'un 
sur  l'autre;  il  en  serait  de  même  des  plans  dSA  et  CSA,  et, 
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par  suite,  les  arêtes  SC  et  SCi  se  confondraient.  Observons  d'ail- 
leurs que  la  face  C'S  A%  qui  est  égale  à  ASC»  s'applique  alors  sur 
GSB,  de  sorte  que  l'égal ité  des  deux  angles  dièdres  SA  et  SB 
entraîne  celle  des  faces  CSB  et  CSA.  Donc,  en  résumé,  pour 
qu'un  trièdre  soit  superposable  à  son  symétrique,  il  faut  et  il 
suffit  que  ce  trièdre  ait  deux  angles  dièdres  égaux;  etldans  un 
tel  trièdre,  les  faces  opposées  aux  dièdres  égaux  sont  égales. 

THËORËME. 

567.  Dans  tout  angle  polyèdre^  une  face  quelconque  est 
moindre  que  la  somme  de  toutes  les  autres^ 

Il  n'y  a  lieu  à  démontrer  cette  proposition  que  lorsque  la 
face  considérée  est  plus  grande  que  chacune  des  autres. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  un  angle  trièdre  SABC 
{fig.  32o).  Dans  la  face  ASB,  que  nous  supposons  plus  grande 
que  chacune  des  deux  autres,  formons  un  angle  ASD  égal  à 
ASC,  et  prenons,  à  partir  de  S,  sur  les  droites  SD  et  SC,  des 
longueurs  SC  et  SD  égales  entre  elles.  Par  le  point  D,  menons 
une  droite  ABD  qui  rencontre  les  arêtes  SA  et  SB  en  A  et  en  B; 


eaQn,  joignons  le  point  C  aux  points  A  et  B.  L'égalité  des  deux 
triangles  ASD,  ASC,  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  égaux,  donne  AD  =  AC;  et  comme  on  a 

AB    ou    AD  +  DB  <  AC  -4-  CB, 

on  volt  que  le  segment  BD  est  moindre  que  CB.  Dès  lors, 
les  deux  triangles  CSB,  DSB,  ayant  SB  commun,  SC  =  SD,  ei 
DB<BC,  il  faut  (40)  que  l'angle  DSB  soit  moindre  que  CSB. 
Donc,  en  ajoutant  d'une  part  l'angle  ASD  et  de  l'aulre  son 
égal  ASC,  on  a 

ASD -f- DSB    ou    ASB  <  ASC -h  CSB. 

3. 
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Pour  étendre  le  théorème  au  cas  d'un  angle  polyèdre  quel- 
conque, il  suffit  de  décomposer  cet  angle  en  trièdres  en  me- 
nant par  Tune  des  arêtes  SA  et  par  les  arêtes  opposées  SC,  SD, 
des  plans  diagonaux  ASC,  ASD  (fig,  817  );  la  démonstration 
est  évidente. 

Corollaire. 

568.  Dcau  tout  angle  trièdre,  à  un  plus  grand  angle  dièdre 
est  opposée  une  plus  grande  face. 

Soit  (flg.  3ai)  le  trièdre  SABC  dans  lequel  Tangle  dièdre  SC 
est  plus  grand  que  l'angle  dièdre  SB.  On  pourra  mener  dans  le 
dièdre  SC  et  par  l'arête  SC  un  plan  CSD  qui  fasse,  avec  le  plan 
CSB,  un  angle  dièdre  égal  au  dièdre  SB.  Le  trièdre  SBCD  ayant 
deux  dièdres  égaux,  les  faces  BSD,  CSD,  opposées  à  ces  angles, 
seront  égales.  Or  le  trièdre  SACD  donne 

ASC  <  ASD -h  DSC; 

on  aura  donc,  en  remplaçant  la  face  DSC  par  son  égale  D8B, 

ASC  <  ASb  H- ©SB    ou    ASC<ASB. 

En  rapprochant  ce  théorème  de  celui  qui  a  été  démontré 
au  dernier  alinéa  du  n**  566,  et  en  raisonnant  comme  au  n*^  37, 
on  verra  que  :  RÉciPROQUEVEirr,  si  un  angle  trièdre  a  deux  faces 
égaleSy  les  dièdres  opposés  à  ces  faces  sont  égaux,  et  si  un 
angle  trièdre  a  deux  faces  inégales,  à  la  plus  grande  face  est 
opposé  le  plus  grand  dièdre. 

SCOLIB. 

569.  Si,  par  le  sommet  S  d*an  angle  trièdre  SABC,  on  mène  une  droite 
SO  à  volonté  dans  l'intérieur  de  ce  trièdre,  la  somme  eies  angles  OSB,  CSC, 
est  moimlre  que  la  somme  des  faces  ASB,  ASC. 

Si  les  deux  faces  d^un  angle  trièdre  sont  respectivement  égales  à  deux 
faces  d'un  autre  angle  dièdre,  et  si  V angle  dièdre  compris  entre  les  pre^ 
mières  est  plus  grand  que  l'angle  dièdre  compris  entre  les  deux  autres, 
la  troisième  face  du  premier  trièdre  est  plus  grande  que  la  troisième  face 
du  second. 

Ces  propositions  sont  les  analogues  de  celles  des  n°*  31  et  33  ;  elles  se 
démontrent  absolument  de  même.  Il  est  inutile  de  faire  de  nouvelles 
figures  ;  il  suffit  de  regarder  les  figures  24,  ^5, 26  et  27  comme  des  sections 
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planes  des  trièdres  que  l'on  conûdère,  les  sommets  de  ces  trièdres  étant 
supposés  en  avant,  par  exemple,  du  plan  des  sections. 

THÉORÈME. 

570.  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe ,  la  somme  des  faces 
est  moindre  que  quatre  angles  droits  [fig,  3aa  ). 

En  effely  soit  ABCDE  un  polygone  convexe  obtenu  en  cou- 
pant l'angle  polyèdre  par  un  plan  qui  rencontre  toutes  les 
«rêtes  (565).  En  ajoutant  les  inégalités 

EAB  <  EAS  -f  BAS, 
ABC  <  ABS  -4-  CBS, 
BCD  <  BCS  -f-  DSC, 


que  fournissent  les  trièdres  A,  B,  C, .  •  •  (567),  on  voit  que  la 
somme  des  angles  intérieurs  du  polygone  ABCIHS  est  moindre 
que  la  somme  des  angles  à  la  base  des  triangles  SAB,  SBC, 
SCD,. . .,  qui  ont  S  pour  sommet.  Or»  la  somme  des  angles 
tant  intérieurs  qu'extérieurs  du  polygone  convexe  ABCDE  est 
égale  à  la  somme  de  tous  les  angles  des  triangles  dont  S  est 
le  sommet  commun.  Donc,  la  somme  des  angles  en  S  de  ces 
triangles,  c'est-à-dire  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre, 
est  moindre  que  la  somme  des  angles  extérieurs  du  polygone, 
c'est-à-dire  moindre  que  quatre  angles  droits. 

Fig.  331. 


SCOUB. 

574.  n  résulte  des  deux  théorèmes  précédenU  (567,  570)  que,  pour 
qu'on  puisse  former  un  angle  trièdre  avec  trois  faces  données,  il  faut  que 
la  plus  grande  face  soit  inférieure  à  la  somme  des  deux  autres,  et  que  la 
somme  des  trois  faces  soit  moindre  que  quatre  angles  droits.  Nous  allons 
prouver  que  ces  deux  conditions  sont  suffisantes. 
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Soient  (fig.  3a3  )  ASB  la  ptas  grande  face,  et  ASC,  BSC',  les  deux  antres 
faces  rabattues  dans  le  plan  de  la  première,  de  part  et  d'autre  de  celle-ci  ; 

Fig.  333. 


se  et  SG'  sont  les  deux  droites  provenant  du  dédoublement  de  la  troisième 
arôte.    . 

Décrivons  du  point  S  comme  centre  un  arc  de  cercle  GC'  de  rayon  ar- 
bitraire ;  cet  arc  sera  moindre  qu'une  circonférence,  puisque  la  somme  des 
trois  faces  données  est  inférieure  à  quatre  angles  droits.  Ce  et  Ce'  étant 
les  cordes  menées  des  points  C  et  C  perpendiculairement  aux  arêtes  SA 
et  SB,  les  arcs  AC  et  Ac  sont  égaux  entre  eox,  ainsi  que  les  arcs  BC  et 
Be';  par  suite,  la  relation 

arc  AB  <  arc  AC  -h  arcBC', 

qui  exprime  que  la  plus  grande  fiaice  ASB  est  inférieure  à  la  somme  des 
deux  autres,  peut  s'écrire 

arcAB  <  arcAe  h-  arcBc'; 

«lie  montre  que  le  point  c  tombe  entre  B  et  c\  que  c'  tombe  entre  c  et  A 
•et,  par  conséquent,  que  les  deux  cordes  Ce  et  Ce'  se  croisent  en  un  point  0 
intérieur  au  cercle  CC. 

Élevons  au  point  0  la  perpendiculaire  OM  au  plan  ASB,  et  dans  le 
plan  DOM  décrivons  du  point  D  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  DC, 
un  arc  de  cercle  qui  coupera  nécessairement  la  perpendiculaire  OM, 
puisque  OD  est  moindre  que  DC.  M  étant  le  point  d'intersection,  menons 
SM:  le  trièdre  SABM  sera  formé  avec  les  trois  faces  données.  En  effet,  si 
l'on  tire  MD  et  ME,  ces  droites  seront  respectivement  perpendiculaires  sur 
SA  et  sur  SB,  en  vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires;  dès  fors 
les  deux  triangles  SDM,  SDC,  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  droit 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ;  on  en  conclut  d'abord 
que  la  face  ASM  est  égale  à  la  face  donnée  ASC,  et  que  l'arète  SM  est  égale 
à  se.  Les  deux  triangles  rectangles  SME,  SC'E,  ont  donc  l'hypoténuse 
égale  et  un  côté  commun,  et  leur  égalité  prouve  que  la  face  MSB  est  égale 
à  l'autre  face  donnée  BSC. 
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THÉORÈME. 

572.  Si  un  angle  trièdre  S  A'  B'  C  est  le  trièdre  supplémentaire 
d*un  angle  trièdre  donné  SABC,  réciproquement  SABG  sera  le 
trièdre  supplémentaire  de  SA'  B'  C\ 

Pour  bien  comprendre  ia  définition  du  trièdre  supplémen- 
taire et  l'objet  du  présent  théorème.  Il  convient  de  faire  une 
remarque.  Par  un  point  0  d'un  plan  P»  menons  une  perpendi- 
culaire OM  k  ce  plan  et  une  oblique  ON.  8i  les  deux  droites  OM 
et  ON  sont  d'un  même  côté  du  plan  P,  l'angle  MON  qu'elles 
forment  est  aigu  (fig.  3^4  )>  car  il  est  compris  dans  Tun  des 
angles  droits  MOT  ou  MOT  que  fait  la  perpendiculaire  OM 
avec  la  trace  TOT'  du  plan  MON  sur  le  plan  P.  Si  les  deux 
droites  OM  et  ON  sont  situées  de  part  et  d'autre  du  plan  P, 

Fig.  334.  Fig.  325.  Fig.  3a6. 


l'angle  MON  est  obtus  {Jig.  SsS),  car  il  contient  l'un  des  an- 
gles MOT  ou  MOT'.  Donc,  réciproquement,  suivant  que  l'an- 
gle MON  est  aigu  ou  obtus,  on  peut  affirmer  que  la  perpendi- 
culaire OM  et  l'oblique  ON  sont  d'un  même  côté  du  plan  P  ou 
de  part  et  d'autre  de  ce  plan. 

Cela  posé,  on  nomme  trièdre  supplémentaire  d'un  trièdre 
SABC  Cfig.  326)  un  nouveau  trièdre  SA'B'C  formé  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Par  le  sommet  S,  on  élève  une  perpendiculaire  SC'  à  la 
face  ASB,  du  même  côté  que  SC  par  rapport  au  plan  de  cette 
face  ;  on  mène  SB'  perpendiculaire  à  la  face  ASC,  du  même  côté 
que  SB  par  rapport  au  plan  ASC,  et  l'on  trace  enfin  SA'  perpen- 
diculaire à  la  face  BSC,  du  mime  côté  que  SA  par  rapport  au 
plan  BSC. 

Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  que  le  trièdre  SABC  ré- 
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suite  du  trièdre  SA'B'C%  comme  celui-ci  du  premier;  ou,  en 
d'aulres  termes,  que  l'arête  SC,  par  exemple,  est  perpendicu- 
laire à  la  face  A' SB'  et  du  même  côté  que  8C'  par  rapport  au 
plan  de  cette  face.  Or,  par  hypothèse,  SA'  est  perpendiculaire 
au  plan  CSB  et  par  suite  à  SC;  de  même,  SB'  est  perpendicu*- 
laire  à  SC;  donc  SC  est  perpendiculaire  au  plan  A'SB'.  De 
plus,  SC'  ayant  été  mené  perpendiculairement  au  plan  ASB  et 
du  côté  de  SC,  l'angle  CSC'  est  aigu  ;  par  suite,  la  perpendicu* 
laire  SC  au  plan  A'SB'  et  l'oblique  SC'  formant  un  angle  aigu, 
ces  deux  droites  sont  situées  d'un  même  côté  par  rapport  à  ce 
plan  A'SB'. 

THÉORÈME. 

573.  Si  SABC  et  SA'B'C  sont  deux  trièdres  supplémentaires, 
chaque  angle  dièdre  de  Vun  de  ces  trièdres  est  le  supplément 
de  la  face  opposée  dans  Vautre  {fig.  337  ). 

La  démonstration  est  fondée  sur  la  remarque  suivante  : 

Lonque,  par  unpoin  1 0  pris  sur  l 'arête  d 'un  angle  dièdre  01 , 
on  élève  sur  la  face  10  A  une  perpendiculaire  OK'du  même  côté 
du  plan  lOA  que  la  face  lOB,  et  sur  la  face  lOB  une  perpen-- 
diculaire  OB'  du  même  côté  du  plan  lOB  que  la  face  10 A, 
l'angle  A' OB'  est  le  supplément  de  l'angle  plan  AOB  qui  mesure 
le  dièdre  {fig*  SaS,  829  ). 


Fig.  337. 


Fig.  338. 


Fig.  339. 


'V 


Les  quatre  droites  OA,  OB,  OA',  OB',  sont  dans  le  pian  per* 
pendicuiaire  à  01  mené  par  0  ;  d'ailleurs,  OA'  perpendiculaire 
au  plan  lOA  doit  être  perpendiculaire  à  OA,  et  de  même  OB' 
doit  être  perpendiculaire  sur  OB;  les  angles  AOB,  A'OB',  sont 
donc  deux  angles  situés  dans  un  même  pian  et  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun;  pour  prouver  qu'ils 


soDl  supplémentaires,  il  sufOt  de  prouver  qu'ils  sont  toujours 
d'espèce  différente,  c'est-à*dire  l'un  aigu,  l'autre  obtus.  Or, 
cela  résulte  de  la  direction  que  l'énoncé  impose  aux  perpendi- 
culaires OA'  et  OB'.  En  effet,  si  l'angle  AOB  est  aigu  {Jig.  328  ), 
l'angle  A' OB'  renferme  l'angle  droit  AOA'  et,  par  suite,  est 
obtus;  si  l'angle  AOB  est  obtus  {/ig.  829),  l'angle  A' OB'  est 
contenu  dans  l'angle  droit  AOA'  et,  par  suite,  est  aigu. 

Gela  posé,  revenons  aux  trièdres  supplémentaires  SABC, 
Sk'WC  {fig.  327],  et  considérons,  par  exemple,  le  dièdre  SC. 
La  droite  SB'  est  une  perpendiculaire  à  la  face  CSA  de  ce 
dièdre  du  côté  de  SB,  et  par  suite  du  côté  de  l'autre  face  CSB  ; 
de  même,  SA'  est  une  perpendiculaire  à  la  face  CSB  du  dièdre, 
du  côté  de  la  face  CSA;  donc,  l'angle  A' SB'  est  le  supplément 
de  l'angle  qui  mesure  le  dièdre  SC  ou,  plus  brièvement,  le 
supplément  du  dièdre  SC.  On  procéderait  de  même  pour  les 
dièdres  SA  et  SB. 

Puisque  les  deux  trièdres  SABC,  SA'B'C,  se  déduisent  l'un 
de  l'autre  par  la  même  construction,  il  est  clair  que  la  pro- 
priété qui  vient  d'être  établie  pour  les  dièdres  du  premier 
s'étend  aux  dièdres  du  second.  D'ailleurs  la  démonstration 
serait  la  même. 

C'est  en  raison  de  cette  double  propriété  que  les  deux 
trièdres  ont  été  appelés  supplémentaires. 

SCOUE. 

SP74.  Désignons  par  a,  ùj  c,  les  nombres  qui  mesurent  les  faces,  et  par 
X,  B,  C,  les  nombres  qui  mesurent  les  angles  dièdres  d'un  angle  trièdre, 
l^ang^e  droit  étant  pris  pour  unité  d*ang1e.  Les  nombres  a',  b',  c\  qui 
mesureront  les  faces,  et  ceux  A',  B',  G',  qui  mesureront  les  angles  dièdres 
du  trièdre  supplémentaire,  seront  donnés  par  les  formules 

a'=a  — A,  A'=2  — <7, 
^'=:a-B,  B'=2-^, 
c'  =  a  — C,    C'  =  a  — c. 

Si  l'on  connaît  une  propriété  quelconque  d'un  angle  trièdre»  c'estrà- 
dire  une  relation  entre  les  éléments  a,  b,  c,  A,  B,  C,  de  cette  figure,  en 
appiiqnaatcette  relation  aux  éléments  a\  6',  c\  A',  B',  C,  du  trièdre  sup- 
plémentaire, puis  en  remplaçant  ces  éléments  par  leurs  valeurs  tirées  des 
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formuies  préeédenteB,  on  aura  oDe  relation  aonvdie  «otre  a,  6,  c,  Â,  B,  C, 
c'est-àNiire  une  nouvelle  propriété  du  trièdre  primitif. 

De  même,  toute  propriété  relative  à  plusieurs  trièdres  conduira^  par  la 
considération  des  trièdres  supplémentaires  des  proposés,  à  une  propriété 
nouvelle  de  ce  système  de  trièdres. 

On  conçoit  par  là  Timportance  du  théorème  précédent.  Voici  d'ail- 
leurs quelques  applications  de  la  méthode  générale  que  nous  venons 
d'indiquer. 

£r75.  Nous  avons  vu  (570)  que  la  somme  des  faces  d'un  trièdre  était 
toujours  comprise  entre  zéro  et  quatre  angles  droits.  Cherchons  le  théo- 
rème correspondant,  ou,  comme  on  dit,  le  théorème  corrélatif.  Considé- 
rons à  cet  effet  le  trièdre  supplémentaire  du  proposé;  a\  b\c\  étant  ses 

faces,  on  a 

o<fl'H-ô'-|-c'<4. 

Par  suite  A,  B,  C,  étant  les  dièdres  du  (rièdre  proposé,  on  a 

o<(a-.A)-4-(a-B)H-(a-C)<4, 

ou 

6>A-hB-i-C>2. 

Ainsi,  la  proposition  demandée  est  la  suivante  :  Dans  tout  trièdre,  la 
somme  des  angles  dièdres  est  comprise  entre  deux  droits  et  six  droits. 

Nous  avons  vu  encore  (S67)  que,  dans  tout  trièdre,  la  plus  grande  face 
est  moindre  que  la  somaie  des  deux  autres  :  quel  est  le  théorème  cor- 
rélatif? 

Soient  a\  b\  c\  les  faces  du  trièdre  supplémentaire  du  trièdre  considéré. 
a'  étant  la  plus  grande,  on  a 

par  suite,  si  A,  B,  C,  sont  les  dièdres  du  trièdre  proposé,  on  aura 

a  — A<(a  — B)-H(a  — C),    ou    A-*-a>B-HC. 

D'ailleurs,  le  supplément  d'un  angle  diminuant  quand  cet  angle  augmente, 
A  doit  être  le  plus  petit  des  dièdres  A,  B,  C^  puisque  a*  est  la  plus  grande 
des  faces  a\  b\  c'.  Donc  enfin  la  proposition  demandée  est  la  suivante  : 
Dans  tout  trièdre ^  le  plus  petit  angle  dièdre,  augmenté  de  deux  droits, 
est  plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres  dièdres, 

576.  En  résumé,  pour  qu'on  puisse  former  un  angle  trièdre  avec  trois 
dièdres  donnés  A,  B,  C,  il  faut  que  leur  somme  soit  comprise  entre  deux 
droits  et  six  droits,  et  que  le  plus  petit  augmenté  de  deux  droits  soit 
supérieur  à  la  somme  des  deux  autres. 


Ces  condUionB  wonlm^ffisantçt;  car,  quand  eltea  sont  remplies,  les  sup- 
pléments a',  ^,  c',  des  angles  donnés  A,  B,  C  satisfont  aux  deux  oondi* 
tiens  du  n*"  57i.  On  peut  donc,  avec  les  trois  faces  a\  b\  c\  construire 
un  trièdre^  par  suite,  en  construisant  le  trièdre  supplémentaire  de 
celui-là,  on  aura  un  trièdre  dont  les  dièdres  seront  les  angles  donnés 
A,  B,  C. 

THÉORÈME. 

577.  Deux  angles  trièdres  sont  égaux  : 

i^  Lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  angles 
dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblabUment  disposés; 

2®  Lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux 
faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées; 

y*  Lorsqu'ils  ont  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées; 

4**  Lorsqu'ils  ont  leurs  angles  dièdres  égaux  chacun  à  cliacun 
et  semblablement  disposés. 

i«  Soient  les  deux  irièdres  SABC  et  S'A'B'C  [fig.  33o).  Par 
hypothèse,  la  face  ASB  est  égale  à  la  ftice  A'S'B',  les  angles 

Fig.  33o. 


dièdres  SA  et  S'A'  sont  égaux  entre  eux»  ainsi  que  les  dièdres 
SB  et  S'B'.  On  suppose  en  outre  que  la  disposition  est  la 
même,  c'est*-à-dire  que  si  un  observateur  dont  la  tète  est  en  S, 
le  dos  appuyé  sur  la  face  ASB  et  le  regard  dirigé  vers  SC,  a 
l'arête  SA  à  sa  gauche  et  Taréte  SB  à  sa  droite»  un  autre  observa- 
teur, dont  la  tête  serait  en  S',  le  dos  appuyé  sur  la  face  A'S'B' 
et  le  regard  dirigé  vers  S'C,  aurait  Taréte  S'A'  à  sa  gauche  et 
l'arête  S'B' à  sa  droite. 

Dans  ces  conditions»  les  deux  trièdres  sont  égaux,  c'est-à- 
dire  superposables.  En  effet,  si  l'on  place  la  face  A'S'B'  sur  son 
égale  ASB,  de  façon  que  S' A'  coïncide  avec  SA  et  S'B'  avec  SB, 
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Tarèie  S'C  tombe,  par  rapport  au  plan  A8B,  du  même  côté 
que  se,  sans  quoi  la  disposition  des  éléments  serait  différente 
dans  les  deux  trièdres.  Alors,  les  dièdres  SA  et  S'A'  étant 
égaux,  le  plan  A'S'C  s'applique  sur  le  plan  ASC;  de  même,  les 
dièdres  SB  et  S'B'  étant  égaux,  le  plan  B'S'C  s'applique  sur  le 
plan  BSC;  donc  enfin  les  arêtes  S'C  et  SC  se  confondent  et  les 
deux  trièdres  coïncident. 

2<*  Le  second  cas  résulte  du  précédent,  dont  il  est  le  corré- 
latif (ilS).  En  effet,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des 
proposés  ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  dièdres  respecti- 
vement égaux  et  semblablement  disposés;  ils  sont  donc  super- 
posables,  et  par  suite  il  en  est  de  même  des  trièdres  primitifs. 

D'ailleurs,  la  démonstration  directe  n'offre  aucune  difficulté  ; 
on  voit,  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent  (i"*),  que 
la  superposition  est  possible,  si,  conformément  à  l'hypothèse, 
la  disposition  des  éléments  est  la  même. 

3^  Pour  le  troisième  cas,  on  pourrait  suivre  une  marche 
identique  à  celle  de  la  Géométrie  plane,  c'est-à*dire  démontrer 
ce  théorème  comme  celui  du  n*"  34  {3**),  en  passant  par  les  pro- 
positions qui  sont  les  analogues  de  celles  des  n*"  33  et  34(2*^). 

Voici  d'ailleurs  une  démonstration  directe  : 

Soient  SABCet  S'A'B'C  les  deux  trièdres;  il  suffit  évidem- 
ment de  démontrer  l'égalité  de  deux  dièdres  homologues,  des 
dièdres  SA  et  S'A',  par  exemple. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  faces  ASB,  ASC,  qui  com- 
prennent le  dièdre  SA,  soient  deux  angles  aigus..  En  un  point 
quelconque  0  de  l'arête  SA,  formons  (Jig.  33i)  l'angle  plan 

Ftg.  33i. 


correspondant  à  l'angle  dièdre  SA;  en  d'autres  termes,  élevons 
par  le  point  0  des  perpendiculaires  sur  SA  dans  les  plans  ASB 
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et  ASC;  les  angles  ASB  et  ASC  éunt  aigus,  ces  perpendiculaires 
rencontrent  les  arêtes  SB  et  SC  en  deux  points  M  et  N  que  nous 
joindrons  par  une  ligne  droite.  Prenons  S'O'  =  SO  et  construi- 
sons de  même  en  0'  l'angle  plan  M'  0'  N'  du  dièdre  S' A\  Il  s'agit 
de  démontrer  l'égalité  des  deux  angles  plans  MON  et  M'0'N\ 
Or  les  deux  triangles  rectangles  SOM,  S'  0'  M',  sont  égaux  comme 
ayant  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  :  il  en  est  de 
même  des  triangles  SON  et  S'O'N';  par  suite,  les  deux  trian- 
gles S1IN,S'M'N%  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux,  et  enfin  les  deux  triangles  OHN,  0'M'N%  ont  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun.  L'égalité  de  ces  derniers  triangles 
entraîne  celle  des  deux  angles  MON,  M'O'N'. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  deux  angles  ASB  et  ASC, 
qui  comprennent  le  dièdre  SA,  soient  quelconques,  et  prenons 
six  longueurs  égales  SA  =:SB=:SC=:S' A' =:S'B'=S'e,  à  partir 
des  sommets,  sur  les  arêtes  des  deux  trièdres  {Jlg.  332). 

Fig.  33a. 


Les  triangles  isocèles  ASB  et  A'S'B',  BSC  et  B'S'C,  CSA  et 
C'S'A',  sont  égaux  deux  à  deux  comme  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  deux  côtés  égaux  ;  par  suite,  les  triangles  ABC, 
K'B'C  sont  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun.  D'après  cela,  les  deux  trièdres  A  et  A'  ont  leurs  faces 
respectivement  égales;  d'ailleurs  les  angles  SAB,  SAC,  qui 
comprennent  le  dièdre  AS,  sont  aigus  comme  angles  à  la  base 
de  triangles  isocèles;  donc,  en  vertu  du  raisonnement  fait  dans 
l'alinéa  précédent,  le  dièdre  AS  est  égal  au  dièdre  A' S'. 

4"*  Le  dernier  cas  résulte  du  précédent  dont  il  est  le  corré^ 
latîf.  En  effet,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des  proposés 
ont  leurs  faces  respectivement  égales  et  semblablement  dispo* 
sée8;-ils  sont  donc  superposables,  et,  par  suite,  il  en  est  de 
même  des  trièdres  primitifs. 
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Sgolie. 

878.  Si,  dans  chacun  des  quatre  cas  examinés,  la  disposi- 
tion des  éléments  égaux  était  différente  dans  les  deux  trièdres, 
il  n'y  aurait  plus  égalité,  mais  seulement  symétrie.  En  effet, 
soient  T  et  T'  Tes  deux  trièdres  proposés,  et  T,  le  symétrique 
de  T,  c'est-à-dire  celui  que  Ton  déduit  de  T  en  prolongeant 
ses  arêtes  au  delà  du  sommet  {Jtg.  33o  ).  Les  trièdres  T  et  Ti  ont 
leurs  éléments  égaux  et  inversement  disposés;  par  suite, 
comme  T  et  T' remplissent  par  hypothèse  toutes  les  conditions 
de  l'un  des  cas  d'égalité,  sauf  celle  relative  à  la  disposition  des 
parties  égales,  les  trièdres  T'  et  Ti  satisferont  à  toutes  les  con- 
ditions de  ce  cas  d'égalité  :  ils  seront  donc  superposables;  d'où 
l'on  voit  que  T'  est  superposable  au  symétrique  de  T. 

579.  Nous  avons  suffisamment  sfgnalé  dans  le  coaniot  de  ce 
paragraphe  l'analogie  entre  certaines  propriétés  des  trièdres  et 
des  triangles  rectilignes.  Il  importe  toutefois  d'observer  en  ter- 
minant que  si,  à  toute  propriété  des  triangles  répond  une  pro- 
priété des  trièdres,  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  par  exemple, 
tandis  que  l'égalité  des  angles  dièdres  de  deux  trièdres  entraîne 
l'égalité  de  leurs  faces,  l'égalité  des  angles  de  deux  triangles 
n'entraîne  que  la  proportionnalité  des  côtés. 

§  VIII.  -  APPENDICE. 

QUADULATÈRB  GAOGHB. 

580.  On  dit  qu'un  quadrilatère  ABCD  (y^.  333)  est  gauc/te  lorsque  ses 
quatre  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  Pour  obtenir  une  pareille 
figure,  il  suffît  d'assembler  deux  triangles  ABC,  ADC,  ayant  un  côté  com- 
mun AC,  de  façon  que  leurs  plans  ne  coïncident  pas. 

THÉORÈME. 

581 .  Quanti  un  pian  P  rencontre  tes  quatre  calés  d'un  tjuadriiatêre 
gauche  ABCD  «/?  quatre  points  a,  b,  c,  d  (  fig.  333  ),  on  a  la  relation  seg- 
mentairc 

ûA    ^    £C    rfD_ 
'*^  ^'^C'cD'rfA^  ^^' 


En  effet,  en  appliquant  le  théorème  de  Ménélaiis  (308)  aux  deux 
triangles  ABC  et  ÀDC  coupés  respectivement  par  les  deux  transversales  ab 


Fig.  333. 


Fig.  334. 


et  c//,  et  remarquant  que  les  deux  droites  ab  et  cd  se  rencontrent  au 
point  s  où  la  diagonale  AG  perce  le  plan  P,  on  a  les  égalités 


aX   bB   iC  _ 
aB'ÏC'sA"' 


cD'^A'sC 


=  1, 


dont  le  produit  est  précisément  la  relation  (i). 

582.  RÉGIPROQCEMBNT,  sî  sur  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche 
ÂBCD  on  prend  quatre  points  a,  b,  r,  d,  tels  quon  ait  la  relation  (i),  ces 
quatre  points  sont  dans  un  même  plan  (Jîg^  334  )• 

Car  le  plan  P,  déterminé  par  les  trois  points  bjC,d,  rencontre  le  côté  AB 
en  un  point  a,  tel  qu'on  ait  (58i ] 


a'X    bB    cC    dD 


«TB    ^C    rD    dA 


=  I. 


La  comparaison  de  cette  relation  avec  la  relation  (i),  qui  a  Heu  par 

hypothèse,  donne 

a  A  __  a*  A 

ÏB  ""a'B' 

et  cette  proportion  entraîne  (306)  la  coïncidence  des  points  a'  et  a. 

COBOLLAIRBS. 

r>83.  La  relation  (i)  est  satisfaite  lorsqu'on  a 

rtA^cD  bh_dA 

aB^cC  bC~  dD' 

De  la  ce  théorème  :  Si  une  première  droite  ac  divise  proportionnelle- 
ment deux  côtés  opposés  AB  et  DC  d'un  quadrilatère  gauche  ABCD,  et  si 
une  seconde  droite  bd  divise  proportionnellement  les  deux  autres  côtés  BC 
et  AD,  ces  deux  droites  sont  dans  un  même  plan  (fig,  334  )• 

Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  transversal  P  est  parallèle  aux  deux 
côtés  opposés  BC  et  AD,  les  deux  points  b  ^i  d  passent  à  Tinfini,  les 
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deux  rapports  Z7  ^^  3T  ^  réduisent  à  l'unité,  et  la  relation  (i)  devient 

ak    rC  aK      rD 

ao    eu  ao       rC 

Donc  :  Toui  plan  P,  parallèle  à  deux  cdijés  opposés  BC  et  ÂD  ^'a/< 
quadrilatère  gauche  ABCD,  dipise  proportionnellement  les  deux  autres 
côtés. 

La  démonstration  directe  de  ce  théorème  est  d'ailleurs  très-simple  : 
si  par  chacune  des  droites  BC  et  AD  on  imagine  un  plan  parallèle  au 
plan  P,  on  a  deux  droites  AB  et  CD  coupées  par  trois  plans  parallèles; 
donc  (540),  etc. 

Réciproquement  :  TotUe  droite  ac^  qui  divise  proportionnellement  deux 
c&tés  opposés  AB  et  CD  d*un  quadrilatère  gauche  ABCD,  est  située  dans  un 
plan  parallèle  aux  deux  autres  côtés  AD  e/  BC.  Car  si  on  imagine  le  plan 
mené  par  c  parallèlement  aux  droites  AD  et  BC,  ce  plan  doit,  en  verto  du 
théorème  direct,  diviser  le  côté  AB  en  parties  proportionnelles  à  cC  et  rD; 
ce  plan  contient  donc  le  point  a  et,  par  suite,  la  droite  ac. 


KAPPOnT  ANHABMOiaOUB  DB  QUATBB  PLANS. 

SS84.  Il  est  aisé  de  voir  que,  lorsque  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent 
par  une  même  droite,  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  de  quatre 
droites  déterminé  par  un  plan  transversal  quelconque  est  indépendant  de 
la  position  de  ce  plan  transversal.  Car  les  quatre  droites  a,  ^,  c,  </,  dé- 
terminées par  un  premier  plan  P,  et  les  quatre  droites  a\  b\  c\  d' dé- 
terminées par  un  second  plan  P'  se  coupent  deux  à  deux  en  quatre  pointe 
«1  Pi  7i  ^9  situés  sur  l'intersection  des  deux  plans  P  et  P',  et  le  rapport 
anharmonique  des  points  a,  p,  7,  ^,  est  égal  (323)  à  celui  des  droites 
a,  b,  c,  d^  aussi  bien  qu'à  celui  des  droites  a\  b\  c\  d*. 

D'après  cela,  on  donne  le  nom  de  rapport  anharmonique  d^un  faisceau 
de  quatre  plans  passant  par  une  même  droite,  à  tout  rapport  anharmo- 
nique du  faisceau  de  quatre  droites  déterminé  par  un  plan  transversal 
quelconque. 

885.  Lorsque  quatre  plans  fHUsent  par  une  même  droite,  toute  trans- 
versale les  rencontre  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est 
égal  à  celui  des  quatre  plans.  Car  ces  deux  rapports  ne  sont  autres  que 
celui  du  faisceau  de  quatre  droites  déterminé  par  un  plan  quelconque 
contenant  la  transversale  (323,  384). 

Un  faisceau  de  quatre  plans  A,  B,  C,  D,  passant  par  une  même  droite, 
est  dit  anharmonique  lorsque  le  rapport  anharmonique  (A,  B,  C,  D) 
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de  ces  quatre  plans  est  égal  à  —  i.  Alors,  tout  plan  transversal  ou  toute 
sécante  détermine  un  système  harmonique  de  quatre  droites  ou  de  quatre 
points. 

PROJECTION  CENTRALE  OU  PERSPECTIVE. 

586.  Le  théorème  du  n°  527,  relatif  à  la  projection  d'une  droite  sur  uu 
plan,  subsiste  lorsque  les  projetantes  des  divers  joints  de  la  droite  sont 
obliques  au  plan,  pourvu  qu'elles  soient  parallèles  entre  elles  ou  qu'elles 
divei^ent  d*un  même  point  de  l'espace  ;  car  les  projetantes  sont  encore, 
dans  Fun  ou  l'autre  cas,  situées  toutes  dans  le  plan  de  Tune  d'elles  et  de 
la  droite  que  Ton  projette. 

On  est  ainsi  conduit  à  étendre  le  sens  du  mot  projection, 

La  projection  m  d'un  point  M  sur  un  plan  P  est  dite  orthogonale, 
oblique  ou  centrale,  suivant  que  la  projetante  Mm  est  perpendiculaire  au 
plan  P,  ou  qu'elle  est  parallèle  à  une  direction  fixe  oblique  à  ce  plan,  ou 
enfin  qu'elle  est  issue  du  point  fixe  S  de  l'espace. 

La  projection  orthogonale,  oblique  ou  centrale  d'une  figure  est  le  lieu 
des  projections  orthogonales,  obliques  ou  centrales  de  ses  divers  points, 
en  supposant,  bien  entendu,  dans  les  deux  derniers  cas,  que  la  direction 
oblique  des  projetantes,  ou  que  le  centre  S  de  projection,  ne  change  pas 
quand  on  passe  d'un  point  à  un  autre  de  la  figure  que  Ton  projette. 

La  perspective  d'une  figure  sur  un  tableau  P  n'est  autre  chose  que  la 
projection  centrale  de  cette  figure  sur  le  plan  P,  la  position  de  l'œil  étant 
prise  pour  centre  S  de  projection. 

D'après  cela,  le  théorème  du  n°  585  peut  encore  être  énoncé  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Lorsque  quatre  droites  concourantes  sont  situées  dans  un  même  plan, 
si  l'on  construit  leur  projection  orthogonale  y  oblique  ou  centrale,  sur  tut 
plan  quelconque,  on  obtient  quatre  droites  concourantes  dont  le  rapport 
nnharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  premières. 

Le  théorème  du  n**  530  relatif  aux  projections  de  deux  droites  parallèles 
subsiste,  ainsi  que  la  démonstration,  pour  la  projection  oblique ^  mais  il 
cesse  d'être  vrai  pour  la  projection  centrale.  Noys  allons,  à  cette  occa- 
sion, donner,  sur  la  projection  centrale  ou  perspective,  quelques  dé- 
finitions et  quelques  principes  fondamentaux  qu'il  est  indispensable  de 
connaître. 

587.  On  nomme  droite  de  front  toute  droite  parallèle  au  tableau,  et 
jHan  de  front  tout  plan  parallèle  au  tableau. 

On  appelle  trace  d'une  droite  D  le  point  t  où  elle  rencontre  le  ta- 
bleau P  (  fig.  335),  et  trace  d'un  plan  la  droite  suivant  laquelle  ce  plan 
coupe  le  tableau.  Une  droite  de  front  n'a  pas  de  trace,  ou  plutôt  sa  trace 
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est  à  l'infini  ;  il  en  est  de  même  d'un  plan  de  front.  Quand  une  droite  SF 
passe  par  le  centre  S  de  projection,  sa  perspective  se  réduit  à  un  point  /, 
qui  est  sa  trace.  Quand  un  plan  passe  par  le  centre  de  projection,  tous 
les  points  de  ce  plan  ont  donc  leurs  perspectives  sur  la  trace  du  plan. 

On  nomme  poini  de  fuite  d*une  droite  D  non  parallèle  au  tableau,  la 
trace /de  la  parallèle  S/ menée  à  cette  droite  par  le  contre  S  de  projec- 
tion. Quand  un  point  M,  s'éloigne  de  plus  en  plus  sur  la  droite  D,  la  pro- 
jetante SM  de  ce  point  tend  vers  la  position  S/,  et  la  perspective  m  du 
point  M  tend  vers/;  le  point  de  fuite/  d'une  droite  D  est  donc  la  per- 
spective du  point  à  l'infini  de  cette  droite. 

Lorsque  plusieurs  droites  D,  D',  D*, . . . ,  non  parallèles  au  tableau,  sont 
parallèles  entre  elles,  elles  ont  le  même  point  de  fuite;  leurs  perspectives 
dj  d\d\.,.  concourent  donc  en  ce  point/. 

Une  droite  de  front  A  n'a  pas  de  point  de  fuite,  ou  plutôt  son  point  de 
fuite  est  à  l'infini;  elle  a  pour  perspective  ufie  droite  $  t/ui  lui  est  paral- 
lèle, car  son  plan  projetant,  passant  par  une  droite  A  parallèle  au  tableau, 
coupe  le  tableau  suivant  une  parallèle  ^.à  celte  droite.  Il  résulte  de  là 
que,  si  plusieurs  droites  de  front  sont  parallèles,  leurs  persjiectives  sont 
parallèles. 

Fig.  335.  Fig.  336. 
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Les  droites  de  front  parallèles  entre  elles  ne  sont  pas  les  seules  droites 
qui  aient  leurs  perspectives  parallèles.  Pour  que  des  droites  D,  D',  D*,... 
[Jig,  336)  aient  leurs  perspectives  d^d\d%,,,  parallèles  entre  elles,  il 
faut  et  il  suffit  quelles  rencontrent  une  même  droite  de  front  SU  passant 
par  le  centre  S  de  projection.  En  effet,  la  condition  est  nécessaire;  car,  si 
les  traces  d^  d\  d%.,.  des  plans  projelantsSrr/,  S/'rf',  Sf"//',  sontparal- 
IMes,  ces  plans  se  coupent  suivant  une  droite  SU  parallèle  (300)  à  d,  d', 
d\.. .,  c'est-à-dire  suivant  une  droite  de  front  qui  rencontre  chacune  dos 

droites  D,  D',  D", La  condition  est  suffisante  ;  car,  si  elle  est  remplie, 

fies  plans  projetants  SrtD,  Sû'D',  S/î^D",...,  passant  tous  par  une  même 
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droite  de  front  SU,  auront  leurs  traces  d^  fl\  rf", . . .  parallèles  à  cette 
droite  (49j).  On  retombe  sur  le  même  résultat  que  celui  obtenu  dans 
le  cas  très-particulier  signalé  d'abord,  lorsque  les  droites  D,  D',  D", . . , 
rencontrent  à  rinfmi  la  droite  de  front  SU. 

588.  On  appelle  ligne  défaite  d'un  plan  Q,  non  parallèle  au  tableau  P, 
la  trace  FF,  du  plan  Q,,  mené  par  le  centre  S  de  projection  parallèlement 
au  plan  Q  (/ig.  337).  Plusieurs  plans  parallèles  ont  donc  la  même  ligne 
de  fuite. 

Fijr.  337. 


Qiiaml  une  droite  D  est  parallèle  à  un  plan  Q  ou  située  dans  €e  plan  y 
son  point  de  fuite  f  est  sur  la  ligne  défaite  FF,  du  plan;  car  la  parallèle 
S/ à  D,  menée  par  S,  est  contenue  dans  le  plan  Q,  (497  ). 

Les  points  à  Tinfîni  de  toutes  les  droites  du  plan  Q,  ont,  d'après  cela, 
leurs  perspectives  sur  la  ligne  de  fuite  FF,  de  ce  plan  et,  comme  la  per- 
spective d'une  ligne  plane,  dont  le  plan  ne  contient  pas  le  centre  S  de  pro- 
jection, n'est  une  droite  qu'autant  que  cette  ligne  est  droite  elle-même, 
on  voit  qu'ow  est  conduit  à  considérer  tous  les  points  à  l'infini  d'un 
plan  Q  comme  étant  en  ligne  droite.  On  nomme  celte  droite  la  droite  rlc 
l'infini  du  plan  Q. 


4 


5?  GÊ0X6TRIE  DA?(S   L* ESPACE. 


LIVRE  VL 

LES   POLYÈDRES. 


S  I.  —  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  AIRE  LATÉRALE 

DU  PRISME. 

DÉFINITIONS. 

» 

589.  On  appelle  polyèdre  tout  corps  terminé  de  toutes  parts 
par  des  plans. 

Ces  plans,  en  se  limitant  mutuellement ,  déterminent  les 
arêtes,  les  faces  et  les  sommets  du  polyèdre.  Les  angles  diè- 
dres et  polyèdres  formés  par  les  faces  sont  les  angles  dièdres 
et  polyèdres  de  la  figure.  Le  polyèdre  a  pour  diagonales  les 
droites  qui  unissent  deux  sommets  quelconques  non  situés 
sur  une  même  face. 

On  a  donné  des  noms  particuliers  à  certains  polyèdres 
d'après  le  nombre  de  leurs  faces.  Ainsi,  tout  polyèdre  ayant 
quatre  faces  est  un  tétraèdre.  Les  noms  hexaèdre,  octaèdre, 
dodécaèdre,  icosaèdre,  correspondent  aux  polyèdres  de  six, 
huit,  douze,  vingt  faces. 

590.  Un  polyèdre  est  convexe,  lorsqu'il  reste  tout  entier 
d'un  même  côté  de  chacune  de  ses  faces  prolongées  indéfi- 
niment. 

Une  droite  quelconque  ne  peut  rencontrer  la  surface  d'un 
polyèdre  convexe  en  plus  de  deux  points.  Car  tout  plan  mené 
suivant  cette  droite  rencontre  nécessairement  la  surface  du 
polyèdre  suivant  un  polygone  convexe  (73),  dont  le  contour 
a,  avec  la  droite  donnée,  les  mêmes  points  d'intersection  que 
la  surface  du  polyèdre. 

Dans  ce  qui  suit,  il  ne  s'agira  que  de  polyèdres  convexes. 
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591.  Parmi  les  polyèdres,  on  distingue  \e prisme  et  la  pyra- 
mide. 

Le  prisme  est  un  polyèdre  compris  sous  plusieurs  plans 
parallélogrammes  réunis  entre  eux  par  deux  faces  opposées 
égales  et  parallèles. 

On  construit  un  prisme  de  la  manière  suivanle  : 

Soit  {fig.  338)  ABCDE  un  polygone  plan  quelconque.  Par  le 
sommet  A,  menons  extérieurement  au  plan  de  ce  polygone 


la  droite  AF  et,  par  le  point  F,  un  plan  parallèle  au  plan 
ABCDE;  puis,  par  les  sommets  B,  C,  D,  E,  traçons  jusqu'à  la 
rencontrg  du  plan  mené  par  le  point  F,  les  droites  BG,  CH,  1)1 , 
EK,  parallèles  à  AF.  Ces  droites  sont  toutes  égales  à  AF  (510); 
toutes  les  faces  ABGF,  BCHG,  CDIH,  etc.,  sont  donc  des  pa- 
rallélogrammes. De  plus,  les  deux  polygones  parallèles  ABCDE, 
FGHIK,  sofat  égaux  comme  ayant  leurs  côtés  égaux  et  paral- 
lèles. Le  polyèdre  obtenu  est  donc  un  prisme. 

592.  Si  la  droite  AF  est  perpendiculaire  au  plan  ABCDE,  lo 
prisme  est  droit;  sinon,  il  est  oblique. 

Les  droites  AF,  BG,  CH,  etc.,  sont  les  arêtes  latérales  du 
prisme,  et  la  somme  des  faces  parallélogrammes  ABGE, 
BCHG,  etc.,  forme  son  aire  latérale. 

Le  prisme  a  pour  ba^es  les  deux  polygones  égaux  et  paral- 
lèles ABCDE,  FGHIK,  et  sa  hauteur  est  la  distance  des  plans 
de  ses  deux  bases. 

593.  Dans  un  prisme  droit,  chaque  arête  latérale  est  égale 
à  la  hauteur.  Les  faces  latérales  d'un  prisme  droit  sont  des 
rectangles. 
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Dans  un  prisme  oblique,  la  hauteur  est  moindre  que  l'arête 
latérale. 

Un  prisme  régulier  est  un  prisme  droit  qui  a  pour  bases  des 
polygones  réguliers. 

594.  Suivant  que  les  bases  d'un  prisme  sont  des  triangles, 
des  quadrilatères,  des  pentagones,  des  hexagones,  etc.,  le 
prisme  est  dit  triangulaire,  quadrangulaire ,  pentagonal, 
hexagonal^  etc. 

595.  Parmi  les  prismes ^quadrangulaires,  on  distingue  celui 
qui  a  pour  bases  des  parallélogrammes,  et  on  lui  donne  le 
nom  de  parallélipipède.  Toutes  les  faces  d'un  parallélipipède 
sont  des  parallélogrammes  {/ig.  33g}. 

Un  parallélipipède  peut  être  droit  ou  oblique  (592). 

Parmi  les  parallélipipèdes  droits,  on  dislingue  le  paralléli- 
pipède rectangle,  dont  les  bases  sont  des  rectangles.  Toutes 
les  faces  d'un  parallélipipède  rectangle  sont  des  rectangles 
(Jig.  34o). 

On  nomme  cube  le  parallélipipède  rectangle  dont  les  bases 
et  les  faces  latérales  sont  des  carrés,  nécessairement  égaux 
[Jig.  340. 

On  remarquera  que,  la  perspective  déformant  les  angles,  la 
Jig.  340  représente  aussi  bien  un  parallélipipède  droit  qu'un 
parallélipipède  rectangle. 


Fig.  339. 


Fig.  3^0. 


Fiç.  341. 


596.  De  même  qu'on  appelle  dimensions  d'un  rectangle  les 
longueurs  de  deux  côtés  adjacents,  on  appelle  dimensions 
d'un  parallélipipède  rectangle  les  longueurs  de  trois  arêtes 
coniiguês,  c'est-à-dire  partant  d'un  même  sommet.  Le  parai- 
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lélipipède  rectangle  AG  {Jig.  34o)  a  pour  dimensions  les  Ion 
gueurs  des  arêtes  AB,  AD,  A£. 

THÉORÈME. 

597.  Les  faces  opposées  d'un  parallélipipède  sont  égales  et 
parallèles. 

Soit  [Jig.  ^1)  le  parallélipipède  AG.  Ses  bases  ABCD,  EFGH^ 
sont,  par  détinition,  des  parallélogrammes  égaux  et  parallèler 


Fig.  342. 
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11  faut  *donc  prouver  seulement  que  deux  faces  latérales  op- 
posées» ADHE  et  BCGF  par  exemple ,  remplissent  la  même 
condition.  Or,  AD  et  BC  sont  égaux  et  parallèles  comme  côtés 
opposés  du  parallélogramme  ABCD;  AE  et  BFsont  aussi  égaux 
ei  parallèles  comme  côtés  opposés  du  parallélogramme  ABFE. 
Par  suite,  les  deux  angles  DAE  et  CBF  sont  égaux,  et  leurs 
plans  sont  parallèles.  Les  deux  parallélogrammes  ADHE,  BCGF, 
sont  dune  égaux  et  parallèles. 

Corollaires. 

598.  Le  parallélipipède  étant  un  prisme  compris  sous  six 
faces  parallélogrammes  dont  les  opposées  sont  égales  et  pa- 
rallèles, on  peut  prendre  pour  bases  d'un  parallélipipède  deux 
faces  opposées  quelconques  (591). 

599.  Tout  plan  qui  rencontre  deux  faces  opposées  d'un  pa- 
rallélipipède, le  coupe  suivant  un  parallélogramme.  Soit  le 
plan  IKLM  (fig»  34^)  qui  rencontre  les  deux  faces  opposées 
ADHE  et  BCGF  du  parallélipipède  AG.  Les  côtés  opposés  de  la 
section  IKLM  étant  parallèles  comme  intersections  de  deux 
plans  parallèles  coupés  par  un  troisième,  cette  section  est  un 
parallélogramme. 
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SCOLIE. 

600.  Pour  construire  un  parallélipipède  sur  trois  droites 
données  A6,  AD,  AE,  partant  d'un  même  point  A  et  non  si- 
tuées dans  un  même  plan  [fig*  342),  il  suffit  de  mener  par 
l'extrémité  non  commune  de  chacune  de  ces  droites  un  plan 
parallèle  au  plan  des  deux  autres.  Ainsi,  par  le  point  E,  on 
conduira  un  plan  parallèle  au  plan  BAD,  par  le  point  D  un  plan 
parallèle  au  plan  BAE,  par  le  point  B  un  plan  parallèle  au 
plan  DAE.  Le  polyèdre  compris  sous  les  six  plans  considérés 
sera  un  parallélipipède. 

THÉORÈME. 

601.  Dans  un  parallélipipède  y  les  quatre  diagonales  se  cou- 
pent mutuellement  en  parties  égales, 

Fig.  343. 
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Soit  (Jig.  343)  le  parallélipipède  AG  et  ses  quatre  diago- 
nales AG,  CE,  BH,  DF.  Les  deux  côtés  AE  et  CG  étant  égaux 
et  parallèles,  la  figure  ACGE  )est  un  parallélogramme  dont  les 
diagonales  AG  et  CE  se  coupent  mutuellement  au  point  0  en 
parties  égales.  La  figure  ABGH  étant  aussi  un  parallélogramme, 
les  diagonales  AG  et  BH  se  coupent  mutuellement  en  parties 
égales,  c'est-à-dire  au  point  0  milieu  de  AG.  On  prouverait 
de  même  que  la  quatrième  diagonale  DF  passe  au  point  0  et 
y  est  divisée  en  parties  égales. 

SCOLIBS. 

602.  On  appelle  centre  d'un  parallélipipède  le  point  de  ren- 
contre de  ses  quatre  diagonales. 

Toute  droite  KL  passant  par  le  point  0  et  limitée  à  la  sur- 
face du  parallélipipède  AG  (Jig.  343)  est  divisée  au  point  0 
en  deux  parties  égales.  En  effet,  le  plan  déterminé  par  cette 
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droite  et  la  diagonale  ÂG  coupe  les  deux  faces  opposées  ADHE 
et  BCGF  suivant  les  parallèles  AK  et  GL;  les  deux  triangles 
AOK,  GOL  sont  donc  égaux. 

G03.  Si  le  parallélipipède  proposé  est  reciangle,  tous  les 
parallélogrammes*  de  la  fîgure  deviennent  des  rectangles.  Le 
parallélogramme  A6GH,  par  exemple,  est  alors  un  rectangle, 
parce  que  Taréte  AB  est  perpendiculaire  à  la  face  ADHE.  Les 
diagonales  d'un  rectangle  étant  égales,  les  quatre  diagonales 
d'un  parallélipipède  rectangle  sont  égales. 

60&.  Dans  l'hypothèse  précédente,  les  triangles  HAB,  HDA, 
étant  rectangles,  on  a 


BH  =AB   H-AH  ,     AH   =AD    +  DH  =AD    H-AE  . 

Par  suite, 

bh'  =  âb'-+-adVâê\ 

Donc,  le  carré  de  la  diagonale  d'un  parallélipipède  rectan- 
gle est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ses  trois  dimensions. 

Un  cube  étant  un  parallélipipède  rectangle  dont  les  dimen- 
sions sont  égales,  le  carré  de  la  diagonale  d'un  cube  est  égal 
à  trois  fois  le  carré  de  son  arête. 

THÉORÈME. 

G05.  Les  sections  faites  dans  un  prisme  par  deux  plans  pa- 
rallèles sont  deux  polygones  égaux. 


Soient  (Jig.  344)  ^e  prisme  AH  et  les  sections  LMNOP, 
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QRSTU,  faites  par  deux  plans  parallèles.  Les  côiés  de  ces 
sections  sont  deux  à  deux  parallèles  comme  intersections  de 
deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troisième,  et  égaux 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles.  Les  deux  poly- 
gones obtenus  ont  donc  à  la  fois  leurs  angles  égaux  et  leurs 
côtés  égaux. 

Corollaires. 

606.  Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à  la  base  du  prisme, 
la  section  obtenue  est  égale  à  cette  base. 

En  supposant  les  arêtes  latérales  du  prisme  prolongées  au 
delà  des  bases,  la  démonstration  précédente  s'applique»  que 
les  sections  soient  intérieures  ou  extérieures  au  prisme,  et 
même  lorsqu'elles  sont  en  partie  intérieures  et  en  partie  ex- 
térieures. Il  sufût  que  les  plans  sécants  rencontrent  toutes  les 
arêtes  latérales. 

SCOLIE. 

607.  On  appelle  section  droite  d'un  prisme  la  section  déter- 
minée dans  ce  prisme  par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  arêtes 
latérales. 

THÉORÈME. 

608.  Laire  latérale  d'un  prisme  a  pour  mesure  le  produit 
du  périmètre  de  sa  section  droite  par  son  arête  latérale. 


Soient  (Jig.  345)  le  prisme  AH  et  sa  section  droite  LMNOP. 
Les  côtés  de  cette  section  droite  sont  Jes  hauteurs  des  pa- 
rallélogrammes qui  forment  l'aire  latérale  du  prisme,  et  ces 
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parallélogrammes  ont  pour  bases  égales  les  arêtes  latérales  du 
polyèdre.  La  somme  de  leurs  mesures  sera  doue 

AF.LM-4- BG.MN  4-. .  .4- KE.PL 
=  AF.  (LM  -h  MN  -r . . .  -f-  PL ). 

Corollaire. 

609.  Si  le  prisme  est  droit,  sa  section  droite  est  égale  à  sa 
base  et  son  arête  latérale  à  sa  hauteur  (606,  593).  L'aire  laté- 
rale d'un  prisme  droit  a  donc  pour  mesure  le  produit  du  péri- 
mètre de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Sgolie. 

610.  En  ajoutant  à  Taire  latérale  d'un  prisme  deux  fois  Taire 
de  sa  base,  on  obtient  son  aire  totale. 

§  H.  -  VOLUME  DU  PRISME. 

DÉFINITIONS. 

611.  On  appelle  volume  d'un  polyèdre  Tétendue  du  lieu 
qu'il  occupe  dans  l'espace  indéfini. 

Quand  deux  polyèdres  peuvent  coïncider,  ils  sont  égaux. 
Qaand  deux  polyèdres,  ont  des  volumes  égaux  sans  pouvoir 
coïncider,  on  dit  qu'ils  sont  équivalents. 

Pour  démontrer  que  deux  polyèdres  convexes  coïncident,  il 
sufGt  de  prouver  qu'ils  ont  les  mêmes  sommets. 

613.  SI  Ton  détache  une  portion  d'un  prisme  par  un  plan 
incliné  à  sa  base,  le  polyèdre  restant  est  un  prisme  tronqué. 
La  section  obtenue  est  la  base  supérieure  du  tronc  de  prisme.. 

THÉORÈME. 

613.  Deux  prismes  droits  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur sont  égaux. 

Car,  si  Ton  fait  coïncider  les  bases  inférieures  de  ces  prismes, 
leurs  arêtes  latérales  prendront  deux  à  deux  la  même  direc- 
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lion  (518),  ei  comme  elles  sont  égales  à  la  hauteur  donnée,  les 
bases  supérieures  des  deux  prismes  coïncideront  aussi. 

SCOLIB. 

614.  La  démonstration  précédente  s'applique  au  cas  de  deux 
prismes  droits  tronqués  de  même  base,  lorsque  leurs  arêtes 
latérales  sont  égales  deux  à  deux. 

THÉORÈME. 

615.  Tout  prisme  oblique  est  équivalent  au  prisme  droit 
ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  et  pour 
hauteur  son  arête  latérale. 

Soit  [fig.  346)  le  prisme  oblique  ABCDEFGHIK  ou  AH.  Par 
un  point  G'  de  l'arête  BG,  menons  la  section  droite  F'G'  HTK'. 


Prolongeons  Taréte  BG  au-dessous  de  la  base  ABCDE  d'une 
longueur  BB'  =  GG',  et  par  le  point  B'  menons  un  plan  paral- 
lèle au  plan  de  la  section  droite.  Les  intersections  de  ce  plan 
avec  les  arêtes  latérales  du  prisme  prolongées  détermineront 
un  polygone  A'B'C  D'F  égal  (606)  au  polygone  F' G' HTK'. 
JLa  figure  A'B'C'D'E'F'G'H'rK'  ou  A'H'  sera  donc  un  prisme 
droit  ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  AH 
et  pour  hauteur  son  arête  latérale  BG;  car  on  a  B'G'  =  BG, 
puisque,  par  construction,  BB'  =  GG'. 

Cela  posé,  le  volume  compris  entre  la  base  inférieure  du 
prisme  oblique  AH  et  la  base  supérieure  du  prisme  droit 
A' H'  est  commun  aux  deux  prismes.  Pour  démontrer  l'équi- 
valence de  ces  deux  prismes,  il  suffit  donc  de  démontrer  l'é- 
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galité  des  deux  polyèdres  ou  prismes  droits  tronqués  (612) 
A'B'CD'E'ABCDE  ou  A'C  et  F'G'H  rK'FGHIK  ou  FH. 
Cette  égalité  résuite  immédiatement  de  la  remarque  faite  au 
n°6U;  caries  deux  bases  A' B'C'D'E',F'G'H'rK',  sont  égales, 
ainsi  que  les  arêtes  correspondantes  A' A  et  F'F,  B'B  et 
G' G,  etc.  A' A,  par  exemple,  est  Tarêie  latérale  ou  la  hauteur 
du  prisme  droit  A' H',  diminuée  de  AF',  et  F'F  est  l'arête  laté- 
rale du  prisme  oblique  AH,  diminuée  de  la  même  quantité. 

THÉORÈME. 

616.  Le  plan  mené  par  deux  arêtes  latérales  opposées  d'un 
parallélipipède  le  partage  en  deux  prismes  triangulaires  équi- 
mlents. 

Soit  (^gr.  347)  le  parallélipipède  quelconque  AG,  Le  plan 
AEGC,  mené  par  les  arêtes  opposées  A£  et  CG,  partage  ce  pa- 
rallélipipède en  deux  prismes  triangulaires  ABCEFGyACDEGlI, 
dont  il  s'agit  de  démontrer  Téquivalencc. 

Fig.  347. 


Menons  la  section  droite  du  parallélipipède  AG.  Cette  sec- 
lion  OKLM  est  un  parallélogramme  (599);  et  les  deux  triangles 
égaux  KLM,  KMO,  suivant  lesquels  la  diagonale  KM  la  divise, 
sont  respectivement  les  sections  droites  des  prismes  ABCEFG, 
ACDEGH. 

Or  le  prisme  triangulaire  ABCEFG  est  équivalent  au  prisme 
droit  ayant  pour  base  KLM  et  pour  hauteur  AE  (615);  de 
même,  le  prisme  triangulaire  ACDEGH  est  équivalent  au 
prisme  droit  ayant  pour  base  KMO  et  pour  hauteur  AE.  Les 
deux  prismes  droits  énoncés  étant  égaux  (613),  les  deux 
prismes  triangulaires  ABCEFG,  ACDEGH,  sont  équivalents;  et 
chacun  d'eux  est  la  moitié  du  parallélipipède  AG. 


62  • 


GÉOMfrTBlE   DkHS   l'£SPACE. 


THÉORÈMES. 

617.  1°  Si  deux  parallélipipèdes  rectangles  de  même  base 
ont  des  hauteurs  égales,  ils  sont  égaux; 

2°  Si  trois  parallélipipèdes  rectangles  de  même  base  sont 
tels,  que  la  hauteur  du  premier  soit  égale  à  la  somme  des 
hauteurs  des  deux  autres,  le  premier  parallélipipède  est  égal 
à  la  somme  des  deux  autres. 

En  effet  : 

1°  Soient  (Jig.  348)  les  deux  parallélipipèdes  rectanglesAG 
et  A'GS  dont  les  bases  ABCD,  A'B'C'D',  sont  égales  ainsi  que 
les  hauteurs  AE  et  A'E';  ces  deux  parallélipipèdes  rectangles 
seront  égaux  comme  prismes  droits  ayant  même  base  et  même 
hauteur  (613). 

Fig.  3/,8. 


H' 


E' 


G' 


n;i 


c 


B' 


2®  Soient  (^g^.  348)  les  trois  parallélipipèdes  rectangles  AN, 

A'G',  E"N',  dont  les  bases  ABCD,  A'B'C'D',  E"r'G"H^  sont 

égales,  et  dont  les  hauteurs  AL,  A'E',  E'^L',  satisfont  à  la 

condition 

AL^AF+E^L'; 

le  parallélipipède  rectangle  AN  est  égal  à  la  somme  des  deux 
autres.  Car,  si  Ton  prend  sur  AL  une  longueur  AE  égale  à 
A'E',  et  qu'on  mène  par  le  point  E  une  section  EFGH  paral- 
lèle à  la  base  ABCD,  EL  sera  égale  à  E"L',  en  vertu  de  Thy- 
pothèse  énoncée.  Par  suite,  des  deux  parallélipipèdes  rectan- 
gles AG,  EN,  qui  composent  le  parallélipipède  rectangle  AN, 
le  premier  sera  égal  au  parallélipipède  rectangle  A' G',  et  le 
second  au  parallélipipède  rectangle  E"N'  (i"). 
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Corollaires. 

618.  Le  rapport  de  deux  parallélipipèdes  rectangles  4e 
même  base  est  égal  au  rapport  de  leurs  hauteurs;  en  d'autres 
termes,  le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  de  base  con- 
stante  est  proportionnel  à  sa  hauteur. 

Car  le  théorème  précédent  prouve  qu'un  parallélipipède 
rectangle  de  base  constante  et  sa  hauteur  satisfont  aux  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  (135)  pour  qu'il  y  ait  propor- 
tionnalité entre  ces  grandeurs. 

Dire  que  deux  parallélipipèdes  rectangles  ont  même  base, 
c'est  dire  qu'ils  ont  deux  dimensions  communes  (596),  La 
conclusion  précédente  peut  donc  être  énoncée  de  cette  ma- 
nière : 

Deux  parallélipipèdes  rectangles  qui  ont  deux  dimensions 
communes,  sont  entre  eux  comme  leurs  troisièmes  dimensions, 

II  résulte  de  là  et  du  théorème  général  du  n°  414.  que  deux 
parallélipipèdes  rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme 
les  produits  de  leurs  trois  dimensions. 

619.  L'une  des  dimensions  d'un  parallélipipède  rectangle 
étant  prise  pour  sa  hauteur,  le  produit  des  deux  autres  di- 
mensions mesure  sa  base  (419).  Donc,  deux  parallélipipèdes 
rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme  les  produits 
respectifs  de  leur  base  par  leur  hauteur. 

THÉORÈME. 

620.  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  a  pour  me- 
sure le  produit  du  nombre  qui  mesure  sa  base  par  le  nombre 
qui  mesure  sa  hauteur,  lorsqu'on  prend  pour  unités  d'aire  et 
(le  volume  le  carré  et  le  cube  construits  sur  l'unité  de  Ion- 

fl'ueur. 

En  effet,  soient  {Jig.  348)  AN  le  parallélipipède  rectangle  à 
mesurer  et  A' G'  le  cube  dont  le  côté  A'B'=  A'D'=  A' F  re- 
présente l'unité  de  longueur  :  on  a  (619) 

AN  _     ABCD       AL 
A' G'    ~  A'B'C'D'A'E  * 


64  GflOMÉTRlE   DAKS   l' ESPACE* 

Or,  dans  le  système  d'unités  adopté,  le  premier  membre  de 
cette  relation  est  égal  au  nombre  qui  mesure  le  volume  AN, 
et  les  rapports  qui  composent  le  second  membre  sont  respec- 
tivement égaux  aux  nombres  qui  mesurent  la  base  et  la  hauteur 
du  parallélipipède  rectangle  proposé  (128).  Donc  le  nombre 
qui  mesure  le  volume  du  parallélipipède  rectangle  est  égal  au 
produit  des  nombres  qui  mesurent  sa  base  et  sa  hauteur.  Ainsi, 
en  désignant  ces  trois  nombres  par  V,  B,  H,  on  a  la  formule 

V=B.H. 

On  préfère  énoncer  ce  théorème  usuel  d'une  manière  plus 
rapide,  quoique  incorrecte,  en  disant  :  Le  volume  d'un  pa- 
rallélipipède rectangle  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur, 

SCOUES. 

021.  En  se  reportant  au  n""  618,  le  rapport  du  parallélipipède 
rectangle  AN  au  cube  A'G'  peut  s'écrire 

_M.  — -^  _AL  _^ 

A'G'  "■  A'B'*A'D''A'E'* 

Les  rapports  qui  composent  le  second  membre  étant  respec- 
tivement égaux  aux  nombres  qui  mesurent  les  arêtes  conti- 
guës  du  parallélipipède  rectangle,  on  voit  que  le  nombre  qui 
mesure  le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est  égal  au 
produit  des  nombres  qui  mesurent  ses  trois  dimensions.  En 
d'autres  termes,  le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est 
égal  au  produit  de  ses  trois  dimensions. 

Ce  second  énoncé  n'est  applicable  qu'au  parallélipipède 
rectangle;  nous  allons  prouver,  en  terminant  ce  paragraphe, 
que  le  premier  (620),  où  entrent  explicitement  la  base  et 
la  hauteur  du  parallélipipède,  est  applicable  à  tous  les 
prismes. 

622.  Le  volume  d'un  cube  est  égal  à  la  troisième  puissance 
de  son  arête.  De  là,  le  nom  de  cube  donné  à  la  troisième  puis- 
sance d'un  nombre. 

623.  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est  encore 
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égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  lorsqu'on  prend 
pour  unité  de  volume  le  paralléiipipède  rectangle  ayant  pour 
base  l'unité  d'aire  quelle  qu'elle  soit  et  pour  hauteur  la  lon- 
gueur prise  pour  unité  de  hauteur. 

THÉORÈME. 

62^.  Le  volume  d'un  paralléiipipède  quelconque  a  pour 
mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  (fig.  349)  le  paralléiipipède  quelconque  AG  ayant  pour 
base  A6CD  ou  EFGH  et,  pour  hauteur,  la  perpendiculaire  £P 
abaissée  du  sommet  E  sur  le  plan  ABCD.  Menons  par  le 
point  E,  dans  le  plan  EFGH,  la  perpendiculaire  EM  à  HG.  Si 

Fig.  349. 


H   M 


G    K 


l'on  prend  la  face  AEHD  pour  base  du  paralléiipipède  pro- 
posé ( 598 ),  son  arête  latérale  sera  EF,  et  sa  section  droite  (  607  ) 
sera  le  parallélogramme  EMQR  déterminé  par  le  plan  MEP. 
Le  paralléiipipède  AG  sera  donc  équivalent  au  paralléiipipède 
droit  RK  ayant  pour  base  la  section  droite  EMQR  et  pour  hau- 
teur l'arête  EF  (  615). 

Cela  posé,  reproduisons  à  part,  pourplus  de  clarté  (^g*.  349), 
ce  paralléiipipède  droit  RK^,  et  construisons  un  paralléiipi- 
pède rectangle  PK  ayant  pour  dimensions  EF,  EM,  EP.  Le  pa- 
fallélipipède  droit  RK  et  le  paralléiipipède  rectangle  PK  ainsi 
déterminé,  présentent  seulement  comme  parties  non  com- 
munes les  deux  prismes  droits  qui  ont  pour  hauteur  EF  et 
pour  bases  les  deux  triangles  égaux  EPR,  MVQ.  Ces  deux 
prismes 'étant  égaux  (613),  les  deux  parallélipipèdes  seront 
équivalents  et,  par  suite,  il  en  sera  de  même  du  paralléiipi- 
pède quelconque  AG  et  du  paralléiipipède  rectangle  PK.  Donc, 
II.  5 
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le  produit  EF.EM.EP,  qui  exprime  la  mesure  (631)  du  pa- 
raiiélipipède  rectangle  PK,  mesure  aussi  le  volume  du  parai- 
lélipipède  quelconque  AG.  Or,  EF.EM  mesure  ta  base  EFGH 
de  ce  parallélipipède,  et  EP  est  sa  hauteur. 

Donc  enfin,  le  volume  du  parallélipipède  quelconque  AG 
est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

TUÉORÈME. 

625.  Le  volume  d'un  prisme  quelconque  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Fîg.  35o. 


i»Soit(yîgr.  35o)  le  prisme  triangulaire  ABCEFG.  Par  Fex- 
trémité  A  de  Taréte  AB,  menons  le  plan  ADHE  parallèle  à  la 
face  BCGF,  et  par  l'extrémité  C  de  Tarète  BC  le  plan  CDHG 
parallèle  à  la  face  ABFË;  prolongeons  en  même  temps  les 
deux  bases  du  prisme  jusqu'à  la  rencontre  de  ces  plans.  On 
obtiendra  ainsi  (600)  le  parallélipipède  AG  construit  sur  les 
trois  droites  AB,  BC,  BF.  La  face  ACGE  du  prisme  triangu- 
laire considéré  étant  un  plan  diagonal  du  parallélipipède  AG, 
ce  prisme  en  sera  la  moitié  (616).  Donc,  le  volume  du  paral- 
lélipipède AG  ayant  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD 
par  sa  hauteur  £P  (62&),  le  volume  du  prisme  triangulaire 
ABCEFG  aura  pour  mesure  la  moitié  de  ce  produit,  c'est-à- 
dire  le  produit  de  sa  base  ABC,  moitié  du  parallélogramme 
ABCD,  par  sa  hauteur  EP. 

20  Soit  (Jig.  35i)  un  prisme  quelconque  ABCDEFGHIK.  On 
le  décompose  en  prismes  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  diagonaux  par  l'arête  AF  et  chacune  des  arêtes* CH,  DL 
Ces  prismes  triangulaires  ont  pour  bases  les  triangles  ABC, 
ACD,  ADE,  qui  composent  la  base  du  prisme  donné,  et  leur 
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hauteur  commune  est  celle  H  du  prisme.  La  somme  de  leurs 
mesures  (i**) 

ABC. H  -h  ACD.H  -f-  ADE.H, 

ou  la  mesure  du  prisme  AI,  sera  donc  égale  au  produit  de  sa 
base  ABGDE  par  sa  hauteur  H. 


COBOLLAIRBS. 

626.  En  désignant  par  V,  B,  H,  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'un  prisme,  sa  base  et  sa 
hauteur,  on  a  la  formule  générale 

V^B.H. 

Donc,  deux  prismes  de  hases  équivalentes  et  de  même  haw- 
teur  sont  équivalents;  deux  prismes  sont  entre  eux  comme 
les  produits  respectifs  de  leur  base  par  leur  hauteur;  deux 
prismes  de  même  hase  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs  ; 
deux  prismes  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases. 

627.  Application.  Un  bassin  a  la  forme  d'un  prisme  hexa- 
gonal  régulier  de  o"*,  'jS  de  hauteur,  le  côté  de  la  base  hexago- 
nale est  égal  à  i  mètre;  calculer  la  capacité  du  bassin. 

L'aire  de  la  base  du  prisme  considéré  étant  six  fois  Taire 
du   triangle   équilatéral  de  i   mètre  de   côté  est   égale   à 

/'   (427)  ou  à — ^-  En  appliquant  la  formule  V  =  B.H, 

5. 
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on  aura  donc  pour  le  volunnie  cherché 

3\/3         ^      q\J'6      9X1,7321        ^^    ,^ 

à  I  décimètre  cube  près. 

§  III.  ~  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  AIRE  LATÉRALE 

DE  LA  PYRAMIDE. 

DËFINITIO.NS. 

628.  h^  pyramide  est  un  polyèdre  dont  Tune  des  faces  est 
un  polygone  quelconque,  et  dont  toutes  les  autres  faces  sont 
des  triangles  ayant  pour  bases  respectives  les  différents  côtés 
de  ta  face  polygonale,  et  pour  sommet  commun  un  point  ex- 
térieur à  cette  face. 

Fig.  35a. 
s 


Ainsi,  soient  [Jig.  352)  un  polygone  ABCDE  et  un  point  S 
pris  hors  du  plan  de  ce  polygone.  Le  corps  limité  par  la  face 
polygonale  ABÇDE  et  par  les  faces  triangulaires  SAB,  SBC, 
SCD,  SDE,  SEA,  est  une  pyramide. 

.  629.  La  pyramide  S  ABCDE  a  pour  base  le  polygone  ABCDE 
et  i^o\xv  sommet  le  point  S.  Sa  hauteur  est  la  distance  du  som- 
met S  à  la  base  ABCDE,  c'es^-à-dire  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  dq  ce  point  sur  ce  plan. 

Les  droites  SA,  SB,  SC,...,  sont  les  arêtes  latérales  de  la 
pyramide,  et  la  somme  des  faces  triangulaires  SAB,  SBC^ 
SCD, . . . ,  constitue  son  aire  latérale. 

630.  La  pyramide  est  régulière  lorsque  sa  base  est  un  poly- 
gone régulier  dont  le  centre  se  confond  ayec  le  pied  de  la  hau- 
teur de  la  pyramide. 
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Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  régulière  sont  nécessai- 
rement égales,  comme  obliques  s'écarlant  également  du  pied 
de  la  hauteur;  ses  faces  latérales  sont  donc  des  triangles  iso- 
cèles tous  égaux  entre  eux.  La  hauteur  d'un  de  ces  triangles 
est  l'apothème  de  la  pyramide  régulière. 

631.  Suivant  que  la  base  de  la  pyramide  est  un  triangle,  un 
quadrilatère,  un  pentagone,  un  hexagone,  etc.,  la  pyramide 
est  dite  triangulaire,  quadrangulaire,  pentagonale,  hexago- 
nale, etc. 

632.  Toute  pyramide  triangulaire  ayant  quatre  faces,  on  lui 
donne  souvent  aussi  le  nom  de  tétraèdre  {^9), 

D'après  la  définition  générale  de  la  pyramide,  on  voit  qu'on 
a  le  droit  de  prendre  pour  base  d'un  tétraèdre  telle  face  qu'on 
veut;  le  sommet  du  tétraèdre  est  alors  le  sommet  opposé  à  la 
base  choisie. 

Les  tétraèdres  sont  dans  la  Géométrie  de  l'espace  ce  que 
les  triangles  sont  dans  la  Géométrie  plane.  On  fixe  la  position 
d*un  point  sur  un  plan  en  le  rattachant  par  un  triangle  à  deux 
points  donnés.  On  fixe  la  position  d'un  point  dans  l'espace  en 
le  rattachant  par  un  tétraèdre  à  trois  points  donnés. 

633.  Si  l'on  coupe  une  pyramide  par  un  plan  qui  rencontre 
toutes  ses  faces  latérales,  le  polyèdre  compris  entre  la  section 
obtenue  et  la  base  de  la  pyramide  est  une  pyramide  tronquée 
ou  un  tronc  de  pyramide. 

Si  le  plan  sécant  est  parallèle  au  plan  de  la  base  de  la  py- 
ramide, le  tronc  de  pyramide  est  dit  à  bases  parallèles. 


Soit  (Jlg.  353)  la  pyramide  SABCDE.  Coupons  cette  pyra- 
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mide  par  le  [rian  abede  parallèle  à  la  base  ABGDE»  et  compris 
entre  cette  base  et  le  sommet  S.  La  section  abcde  et  la  base 
ABGDË  sont  les  bases  du  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles 
ABCDE  abêtie.  La  hauteur  Au  tronc  est  la  distance  consiante 
des  plans  de  ses  deux  bases.  Les  segments  Aa,  Bb,  Ce,. .., 
sont  ses  arêtes  latérales,  et  son  aire  latérale  est  la  somme  des 
trapèzes  ARab,  BC bc^  CDcd,. . . . 

634.  Si  la  pyramide  considérée  est  régulière,  le  tronc  de 
pyramide  à  bases  parallèles  qui  lui  correspond  est  un  tronc 
de  pyramide  régulier. 

THÉORÈME. 

635.  Si  une  pyramide  est  coupée  par  un  plan  parallèle  à 
sa  base  : 

I®  Ses  arêtes  latérales  et  sa  hauteur  sont  divisées  en  parties 
proportionnelles; 

2^  La  section  est  un  polygone  semblable  à  la  base  de  la  py* 
ramide. 

Fig.  354* 


i""  Soit  {fig.  354)  Id  pyramide  SABCDE  coudée  par  le  plan 
abcde  parallèle  à  sa  base.  Ce  plan  rencontre  les  arêtes  laté- 
rales SA,  SB,  se,...,  et  la  hauteur  SH  de  la  pyramide  aux 
points  a,  b,  c,..  .fh.  Deux  plans  parallèles  coupant  en  parties 
proportionnelles  une  série  de  sécantes  issues  d'un  même 
point  (511),  on  peut  écrire  immédiatement 


Sa 

SA 


S6 
SB 


Se 

se 


SA 
SH 


2®  Les  polygones  ÂBCDE  el  abcde  ont  leurs  côtés  deux  à 
deux  parallèles  (&95)  et  dirigés  dans  le  même  sens.  Les  angles 
homologues  de  ces  polygones  sont  donc  égaux  (  506 )•  De  plus, 
le  parallélisme  de  leurs  côtés  entraîne  la  similitude  des  trian- 
gles SAB  et  &ab,  SBC  et  S  6c, Par  suite. 


ab       U 
AB  ~  SB' 

Sfr       bc 
SB      BC' 

ab  _ 

bc 

d'où 

AB~  BC 

On  prouverait  de  la  même  manière  qu'on  a 

bc  cd de  ea 

BC~CD~"DE  ""ÊÂ* 

Les  polygones  ÂBCDE  et  af>cde,  ayant  leurs  angles  égaux  et 
leurs  côtés  proportionnels,  sont  semblables. 

Corollaire. 
636.  La  similitude  des  triangles  SAB  et  Sab  donne 

ab       Sa 
AB  "~  SA 

ou,  d'après  ce  qui  précède, 

ab_Sk 
AB~"  SH* 

La  similitude  des  polygones  ABCDE  et  abcde  donne  à  son 
tour 

abcde         ab 


On  a  donc 


ABCDE 

AB 

abcde 

sh 

ABCDE 

—       ..  > 
SH 

c'est-à-dire  que,  dans  une  pyramide,  les  sections  parallèles  à 
la  base  et  la  base  elle-même  sont  proportionnelles  aux  carrés 
de  leurs  distances  au  sommet  de  la  pyramide. 
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SCOLIB. 

637.  Si  Ton  coupe  une  pyramide  régulière  par  un  plan  pa- 
rallèle à  Ja  base,  la  section  abcde  étant  semblable  à  la  base 
ABCDE,  est  aussi  un  polygone  régulier.  Comme  les  arêtes  la- 
térales d'une  pyramide  régulière  sont  égales,  il  en  est  de 
même  des  arêtes  du  tronc  de  pyramide  régulier  obtenu.  Les 
faces  latérales  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  sont  donc  des 
trapèzes  isocèles  tous  égaux  entre  eux.  La  hauteur  d'un  de 
ces  trapèzes  est  Vapothème  du  tronc  de  pyramide. 

THÉORÈME. 

638.  Lorsque  deux  pyramides  ont  des  hauteurs  égales^  les 
sections  faites  dans  ces  pyramides  parallèlement  à  leurs  bases 
et  à  la  même  distance  de  leurs  sommets,  sont  proportionnelles 
aux  bases  des  deux  pyramides. 

Fig.  355. 


C  A' 


Soient  {Jig.  355)  les  deux  pyramides  SABCD,  S'A'B'C,  dont 
les  hauteurs  SH  et  S' H'  sont  égales.  Prenons  SA  =  S'A'  et, 
par  les  points  A  et  A',  menons  la  section  abcd  parallèle  à  la 
base  ABCD  et  la  section  a'b'c'  parallèle  à  la  base  A'B'C.  Nous 
aurons (636) 

abcd 


ABCD 


sîï 


a'  b'  c' 
A'B'C'D' 


s;a'_ 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  Thypothèse  et  de  la.  construction, 

abcd  a'Vd 

râCD  ~  A^B^  ' 
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SCOLIB. 

639.  Si  les  bases  des  deux  pyramides  sont  équivalentes ^  les 
sections  obtenues  sont  équivalentes. 

THÉOHÈME. 

640.  L'aire  latérale  d'une  pyramide  régulière  a  pour  me- 
sure  la  moitié  du  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  son  apo- 
thème. 

Fig.  356. 
s 


Soit  (fig.  356)  la  pyramide  régulière  SABCDE.  Les  triangles 
isocèles  et  égaux  qui  composent  sa  surface  latérale  ayant  res* 
pectivement  pour  bases  les  côtés  AB,  BC, . . . ,  £A,  de  la  base 
de  la  pyramide,  et,  pour  hauteur,  son  apothème  SH  (630),  la 
somme  des  aires  de  ces  triangles,  c'est-à-dire  Taire  deman- 
dée» a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  la  somme  des 
côtés  AB,  BC,. . .,  £A,  par  l'apothème  SH,  c'est-à-dire  la  moi- 
tié du  produit  du  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide  par  son 
apothème. 

ScOLIB. 

641.  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  demi-somme  des  périmètres  de  ses 
deux  bases  par  son  apothème. 

Soit  {Jig.  356)  le  tronc  de  pyramide  régulier  ABCDEabcde. 
Les  trapèzes  isocèles  et  égaux  qui  composent  son  aire  latérale 
ayant  respectivement  pour  bases  les  côtés  AB  et  ab,  BC  et 
ic, ...,£A  et  eay  des  bases  du  tronc  de  pyramide,  et,  pour 
hauteur,  son  apothème  HA  (637),  la  somme  des  aires  de  ces 
trapèzes,  c'est-à-dire  l'aire  demandée,  aura  pour  mesure  le 
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produit  d6  la  demi-somme  des  côtés  AB  ei  ab,  BC  et  bc,. . ., 
EA  et  ea,  par  l'apolhème  HA,  c'est-à-dire  le  produit  de  la 
demi-somme  des  périmètres  des  deux  bases  du  tronc  de  py- 
ramide par  son  apottième. 

§  IV.  -  VOLUUB  DE  LA  PTHAHIDE. 


&a.  Deux  pyramides  triangulaires  de  bases  équivalentes  et 
de  hauteurs  égales  sont  équivalentes. 


Soient  {Jig.  357)  SABC  et  S'A'B'C  les  deui  pyramides  pro- 
posées. Si  leurs  bases  ABC,  A'B'C,  sont  placées  sur  un  même 
plan,  leurs  sommets  S  et  S'  seront  à  la  même  distance  du  plan 
commun  des  deux  bases,  puisque  ces  pyramides  ont  même 
hauteur. 

Divisons  l'arête  SA  en  un  certain  nombre  de  parties  égales 
aux  points  D,  G,  K,  et  par  ces  points  menons  des  plans  paral- 
lèles au  plan  commun  des  bases.  Nous  déterminerons  ainsi 
dans  la  première  pyramide  les  sections  DEF,  GHI,  KLM,  et 
dans  la  seconde  pyramide  les  sections  correspondantes  DT'F', 
G'HT,  K'L'M'. 

Comme  les  bases  des  deux  pyramides  sont  équivalentes,  les 
sections  Taites  dans  ces  pyramides  par  un  même  plan  paral- 
lèle au  plan  commun  des  bases,  sont  équivalentes  (639).  La 
section  DEF  est  équivalente  à  la  secUoa  D'E'F',  la  section  GHI 
à  la  section  G'  HT, 
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Construisons  maintenant  un  prisme  sur  la  section  DEF 
comme  base  et  sur  la  division  DA  comme  arête.  Il  sufBt  pour 
cela  (591)  de  meneri  par  les  points  E  et  F  Jusqu'à  la  rencontre 
des  arêtes  AB  et  AC,  des  parallèles  EN  et  FO  à  DA  ou  SA,  et 
de  tracer  la  droite  NO.  En  agissant  de  même  pour  les  autres 
sections  GHI,  KLM,  et  les  autres  divisions  GD,  KG,  on  inscrira 
dans  la  pyramide  SABC  un  nombre  de  prismes  égal  à  celui  des 
sections  primitivement  obtenues,  et  tous  ces  prismes  inscrits 
auront  pour  hauteur  la  distance  constante,  de  deux  plans  sé- 
cants consécutifs. 

En  opérant  d'une  manière  identique,  on  inscrit  dans 
la  seconde  pyramide  S'A'B'C  les  prismes  IVE'F'A'N'O', 
G^Tiy P'Q% . .  • ,  qui  sont  en  même  nombre  que  ceux  in- 
scrits dans  la  pyramide  SABC. 

Les  prismes  de  même  rang  dans  les  deux  pyramides  sont 
équivalents  comme  ayant  des  bases  équivalentes  et  des  hau- 
teurs égales  (626).  Le  prisme  GHIDPQ,  par  exemple,  est  équi- 
valent au  prisme  G'H'FD'P'Q',  parce  que  les  deux  sections 
correspondantes  GHI,  G' H' F,  sont  équivalentes,  et  parce 
que  les  hauteurs  de  ces  prismes  représentent  toutes  deux  la 
^ihmt  partie  de  la  hauteur  commune  des  pyramides  données,  si 
Ton  a  divisé  Tarête  SA  en  n  parties  égales. 

Donc,  la  somme  des  prismes  inscrits  dans  la  pyramide 
SABC  est  équivalente  à  la  somme  des  prismes  inscrits  dans  la 
pyramide  S'A'B'C  Or,  si  Ton  fait  croître  indéûniment  le 
nombre  des  divisions  égales  de  l'arête  SA,  la  somme*  des 
prismes  inscrits  dans  la  pyramide  SABC  a  pour  limite  le  vo- 
lume de  cette  pyramide.  En  effet»  les  points  K,  R,  F,  N,  sont 
en  ligne  droite,  puisque  les  droites  SK,  LR,  HP,  EN,  sont 
égales  et  parallèles,  et  la  droite  KN  est  parallèle  à  SB.  De 
même,  les  points  K,  T,  Q,  0,  sont  sur  une  droite  KO  paral- 
lèle à  se.  Le  plan  KNO  est  donc  parallèle  à  la  face  SBC,  et  le 
polyèdre  KNOSBC  est  un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles 
dont  la  hauteur,  distance  des  deux  plans  KNO,  SBC,  est  au 
plus  égale  à  SK  =  AD.  Or  la  limite  de  AD,  quand  on  fait  croître 
indéfiniment  le  nombre  des  divisions  égales  de  l'arête  SA,  est 
zéro.  Donc  la  hauteur  du  tronc  de  pyramide  KNOSBC  tend 
vers  zéro,  et  il  en  est  de  môme  par  conséquent  du  volume  de 
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ce  tronc.  Mais  ce  volume  est  évidemment  supérieur  à  la  dif- 
férence qui  existe  entre  la  pyramide  SÂBC  et  la  somme  des 
prismes  qui  y  sont  inscrits.  Cette  différence  s'annule  donc  à 
la  limite. 

On  prouverait  de  même  que  la  différence  entre  la  pyramide 
S'A'B'C  et  la  somme  des  prismes  qui  y  sont  inscrits  a  zéro 
pour  limite. 

Les  deux  sommes  de  prismes  étant  constamment  équiva- 
lentes, leurs  limites,  ou  les  volumes  des  deux  pyramides  SABC, 
S'A'B'C,  sont  égaux. 

THÉORÈME. 

64-3.  Le  volume  d'une  pyramide  a  pour  mesure  le  tiers  du 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 


Fig.  358. 


Fîg.  359. 


i''  Soit  (Jig.  358)  la  pyramide  triangulaire  EABC.  Par  les 
sommets  A  et  C,  menons  les  droites  AD  et  CF,  parallèles  à 
Tarêie  BË,  jusqu'à  leurs  rencontres  1)  et  F  avec  un  plan  mené 
par  le  sommet  £  parallèlement  à  la  base  ABC  de  la  pyramide. 
Le  polyèdre  ABCD£F  sera  un  prisme  triangulaire  ayant  même 
base  et  même  hauteur  que  la  pyramide  proposée. 

Si  l'on  fait  passer  un  plan  par  les  trois  sommets  D,  £,  C,  le 
prisme, triangulaire  ABCD£F  se  trouve  décomposé  en  trois  py- 
ramides triangulaires  £ABC,  EDCA,  £DCF.  La  première  est  la 
pyramide  donnée.  Les  deux  autres  sont  équivalentes  (642), 
car  elles  ont  même  hauteur  et  leurs  bases  sont  équivalentes 
comme  moitiés  du  parallélogramme  ACFD.  Or,  si  Ton  prend 
la  face  D£F  pour  base  de  la  pyramide  £DCF,  son  sommet  est 
le  point  C.  Cette  pyramide  a  donc  même  base  et  même  hau- 
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teur  que  le  prisme  ABCDEF;  elle  est  donc  équÎYalente  à 
la  pyramide  EÂBC. 

Les  trois  pyramides  dont  se  compose  le  prisme  ABCDEF 
étant  équivalentes,  chacune  d'elles  est  le  tiers  de  ce  prisme* 
Or,  le  volume  du  prisme  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur;  le  volume  de  la  pyramide  EABC  a  donc  pour 
mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

2°  Soit  (Jig.  359)  la  pyramide  polygonale  SABCDE.  On  la 
décompose  en  pyramides  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  par  Tarêie  SA,  et  chacune  des  arêtes  SC,  SD.  Ces  pyra- 
mides triangulaires  oni  pour  bases  les  triangles  ABC,  ACD, 
ADE,  qui  composent  la  base  de  la  pyramide  donnée,  et  leur 
hauteur  commune  est  celle  de  celte  pyramide.  La  somme  de 
leurs  mesures  ou  la  mesure  de  la  pyramide  SABCDE  sera  donc 
égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  ABCDE  par  sa  hauteur  SO. 

Corollaires. 

6&4<.  En  désignant  par  V,  B,  H,  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'une  pyramide,  sa  base  et 
sa  hauteur,  on  a  la  formule  générale 

V  =  lB.H. 

Donc,  toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme  de  même  base 
et  de  même  hauteur.  Deux  pyramides  quelconques  de  bases 
équivalentes  et  de  même  hauteur  sont  équivalentes.  Deux  py- 
ramides  sont  entre  elles  comme  les  produits  respectifs  de  leur 
base  par  leur  hauteur.  Deux  pyramides  de  même  base  sont 
entre  elles  comme  leurs  hauteurs.  Deux  pyramides  de  même 
hauteur  sont  entre  elles  comme  leurs  bases, 

6*5.  Quand  un  tétraèdre  est  régulier,  son  volume  s'exprime 
en  fonction  de  son  aréle  a. 

Un  tétraèdre  régulier  est  compris  sous  quatre  triangles 
équilatéraux  égaux.  Sa  base  a  donc  pour  expression  (427) 

aV3 

4 

Sa  hauteur  est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
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ayant  pour  second  côté  de  l'angle  droit  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit  au  triangle  de  base,  c'est-à-dire  -p>  et  pour  hypoté- 

nuse  l'arête  a  du  tétraèdre.  Cette  hauteur  est,  par  suite, 


/  ,      a-      «i/â 


>/3 

On  a  donc,  pour  le  volume  du  tétraèdre  régulier  en  fonction 
de  son  arête, 

Exemple. 

Quel  est  le  volume  du  tétraèdre  régulier  dont  l'arête  est 
I  mètre? 


On  a 


V=^ X— r= -H— 3 —  0"%  II785I 

12  12  ' 


à  j  centimètre  cube  près. 

SCOLIB. 

646.  Pour  évaluer  le  volume  d'un  polyèdre,  il  suffit  de  dé- 
composer ce  polyèdre  en  pyramides,  de  calculer  les  volumes 
de  ces  pyramides  et  de  faire  la  somme  des  nombres  obtenus. 
Plus  généralement,  il  suffit  de  décomposer  le  polyèdre  pro- 
posé en  parties  telles,  que  l'expression  de  leur  volume  soit 
connue. 

Pour  opérer  la  décomposition  en  pyramides,  on  peut  choisir 
un  point  quelconque  dans  l'espace  et  le  joindre  à  tous  les 
sommets  du  polyèdre.  Les  bases  des  différentes  pyramides 
formées  sont  les  faces  du  polyèdre,  et  leurs  hauteurs  sont 
les  perpendiculaires  abaissées  du  point  choisi  sur  ces  faces. 
Le  volume  du  polyèdre  est  la  somme  arithmétique  ou  algé- 
brique des  volumes  des  pyramides  obtenues,  suivant  que  leur 
sommet  commun  est  lui->même  intérieur  ou  extérieur  au 
polyèdre. 
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Souvent,  on  effectue  la  décomposition  en  prenant  pour 
centre  l'un  des  sommets  du  polyèdre,  c'est-à-dire  en  menant 
toutes  les  diagonales  qui  partent  d'un  même  sommet. 

Si  l'on  peut  trouver  dans  l'intérieur  du  pojyèdçe  un  point  à 
égale  distance  de  toutes  ses  faces,  les  pyramides  qui  le  com*- 
poseront  auront  pour  hauteur  commune  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  l'une  des  faces,  et  le  volume  du 
polyèdre  aura  pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  son  aire  par 
cette  perpendiculaire . 

THÉORÈME. 

6W.  Un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles  est  équiva- 
lent à  la  somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  com- 
mune  la  hauteur  du  tronc,  et  pour  bases  respectives  les  deux 
bases  du  tronc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
bases, 

1^  Soit(y7g-.  36o)  le  trône  de  pyramide  triangulaire  à  bases 
parallèles  ABCDEF. 

Fiff.  36o. 


Les  plans  AEC,  DEC,  le  partagent  en  trois  pyramides  trian- 
gulaires EABC,  EDCF,  EDCA,  dont  nous  désignerons  les  vo- 
lumes respectifs  par  P,  P',  P'. 

La  première  EABC  a  pour  base  la  base  inférieure  ABC  du 
tronc  de  pyramide,  et  elle  a  même  hauteur  que  ce  tronc, 
puisque  son  sommet  E  est  un  sommet  de  la  base  supérieure. 

Si  l'on  prend  le  point  C  pour  sommet,  la  seconde  pyramide 
EDCF  a  pour  base  DEF  la  base  supérieure  du  tronc,  et  elle  a 
même  hapteur  que  ce  tronc,  puisque  son  sommet  C  se  con- 
fond avec  un  sommet  de  la  base  inférieure. 

Pour  évaluer  la  troisième  pyramide  EDCA,  comparons-la 
successivement  aux  deux  autres* 


8o 
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Si  Ton  prend  le  point  C  comme  sommet  commun  des  deux 
pyramides  £ABC>  EDCA,  elles  ont  même  hauteur  et  sont  entre 
elles  comme  leurs  bases  EAB,  AD£;  mais  ces  triangles,  dont 
la  hauteur  Qst  aussi  la  même»  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  AB«et  DE»  et  Ton  peut  écrire 

—  —  —  —  —  f635  2M 

De  même,  si  Ton  prend  le  point  E  comme  sommet  commun 

des  deux  pyramides  EDCA,  EDCF,  elles  ont  même  hauteur  et 

sont  entre  elles  comme  leurs  bases  DAC,  CDF,  ou  comme  les 

bases  AC  et  DF  de  ces  triangles,  qui  ont  aussi  même  hauteur. 

On  a,  par  suite, 

jp       p/ 


Il  en  résulte 


K/a 


P.P'. 


Le  volume  de  la  troisième  pyramide  est  donc  la  moyenne 
proportionnelle  des  volumes  des  deux  premières,  c'est-à-dire 
que  la  pyramide  EDCA  équivaut  à  une  pyramide  ayant  pour 
hauteur  la  hauteur  du  tronc  et,  pour  base,  la  moyenne  pro- 
portionnelle entre  ses  deux  bases. 

2°  Soit  i^g.  36i  ) le  tronc  de  pyramide  polygonale  GHIKLMNP. 

Fig.  36 I. 


Ce  tronc  a  été  obtenu  en  coupant  la  pyramide  TGHIK  par 
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un  plan  parallèle  à  sa  base.  Prenons  un  point  S  à  la  même  hau- 
teur que  le  point  T  au-dessus  de  la  base  GHIK,  et  construisons 
dans  le  plan  de  cette  base  un  triangle  ABC  qui  lui  soit  équi- 
valent. La  pyramide  triangulaire  SABC  sera  équivalente  à  la 
pyramide  polygonale  TGHIK  (64^4).  Si  l'on  prolonge  le  plan 
LMNP  jusqu'à  la  pyramide  SABC,  il  déterminera  dans  cette 
pyramide  une  section  DEF  équivalente  à  la  section  LMNP(639); 
les  deux  pyramides  SDEF,  TLMNP,  seront  donc  aussi  équi- 
valentes. Par  suite,  le  tronc  polygonal  GHIKLMNP,  différence 
des  pyramides  TGHIK,  TLMNP,  sera  équivalent  au  tronc  trian- 
gulaire ABCDEF,  différence  des  pyramides  SABC,  SDEF.  El 
comme  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  est  équivalent  à  la 
somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  commune  la 
hauteur  du  tronc  et  pour  bases  respectives  les  deux  bases  du 
tronc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases,  il 
en  sera  de  même  du  tronc  de  pyramide  polygonale  qui  a 
même  hauteur  et  des  bases  équivalentes. 

Corollaires. 

648.  En  désignant  par  V,  B,  6,  A,  les  nombres  qui  mesurent 
respectivement  le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles,  ses  deux  bases  et  sa  hauteur,  on  a  la  formule 


(i)  V=:|(B-h6-f-v^B6). 


Souvent,  au  lieu  de  donner  les  deux  bases  B  et  b,  on  donne 

Tune  d'elles  B  et  le  rapport  j  de  deux  côtés  homologues  de 
ces  deux  bases;  on  a  alors 

g  =  -,    dou    b  =  -B. 
Il  en  résulte 

II.  6 


Sa  GÉOHÉTKIB  DANS  l'bSPàGB. 

Cette  formule,  très-commode  dans  les  applications,  se 
trouve  dans  un  Traité  de  Léonard  de  Plse,  Sur  les  centres  de 
gravité. 

Exemple. 

Les  bases  parallèles  d*un  tronc  de  pyramide  sont  deux 
hexagones  réguliers  ayant  respectivement  i  mètre  et  2  mètres 
de  côté,  sa  hauteur  est  égale  à  3  mètres;  calculer  son  volume. 


On  a  dans  ce  cas 


B^^-^^.6~..V3 


et,  en  appliquante  formule  (2), 

6.V/3.3 


V:= 


(-l-ï) 


c'est-à-dire 


V-^3v/3.3.5-    i8'»%  186534 
à  I  centimètre  cube  près. 

SCOLIES. 

6M.  On  aurait  pu  employer,  pour  trouver  le  volume  d'un 
ironc  de  pyramide  polygonale,  la  méthode  de  décomposition 
déjà  suivie  dans  d'autres  cas  (625,  643);  mais  cette  marche 
exigeant  ici  la  vériQcation  d'une  formule  algébrique,  il  était 
préférable  d'avoir  recours  à  la  méthode  de  transformation  en 
figures  équivalentes. 

650.  On  peut  donner  au  mot  ironc  une  extension  utile. 

De  même  que  les  théorèmes  relatifs  aux  sections  d'un  prisme  s*étendent 
au  cas  où  elles  sont  extérieures  (606),  les  théorèmes  relatifs  aux  sections 
d'une  pyramide  (635,  636)  s'étendent  au  cas  où  ces  sections  deviennent 
extérieures,  qu'elles  soient  faites  au  delà  du  sommet  ou  au-dessous  de  la 
base  de  la  pyramide  proposée.  Les  plans  sécants  doivent  seulement  rester 
parallèles  à  la  base  de  cette  pyramide. 

On  peut  distinguer  les  deux  cas  possibles  en  disant  que  les  sections 
faites  au-dessous  du  sommet  donnent  des  troncs  de  première  espèce,  et 
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qae  les  sections  faites  au-dessus  du  sommet  donnent  des  troncs  de  seconde 
espèce. 
Pour  évaluer  le  volume  d'un  tronc  de  seconde  espèce  ABCDEF  (fig.  362), 

Fig.  363. 


il  suffît  d'effectuer  la  somme  des  pyramides  SABC,  SDEF.  La  hauteur  h  du 
tronc  est  d'ailleurs  égale  à  la  somme  des  hauteurs  H  et  H'  des  deux  py- 
ramides. Oq  a  ainsi,  en  conservant  les  notations  du  n®  648, 


V=iBH.i*H'^?(H.f) 


De  la  relation  (648,  636) 

B      A*      ff 


il  résulte 


b  ~ 

a'       H'' 

j 

H 
A 

= 

a 

H -h  H' 

■  A  H-  û  ~ 

Â 

-»-  a 

d'où 


Par  suite, 


et  aussi 


„  kh  „,         ah 

"  — j      H  = 

A  -H  tf  \-T-  a 


B^      A'-hfl^     _B/i/  _«    .  ^\ 
3    A'(A-+-rt)~   3   V      A'^AV' 


Pour  un  tronc  de  seconde  espèce,  la  formule  du  volume  est  donc  la 
même  que  pour  un  tronc  de  première  espèce,  sauf  le  signe  de  la  moyenne 
proportionnelle.  On  passe  donc  de  l'une  à  Tautre  formule  en  changeant  la 
signe  de  celte  moyenne  ou  en  changeant  ^  en  ->  a. 

6. 
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On  aurait  pu  suivre  une  marche  analogue  pour  calculer  Texpression 
du  volume  d*un  tronc  de  pyramide  de  première  espèce;  seulement,  au 
lieu  d'ajouter  les  pyramides  SÀBG,  SDEF,  il  aurait  fallu  les  retrancher 
1^.361). 

651.  Problème.  —  On  donne  le  volwne  V,  la  hauteur  h  et  le  côté  A  de 
la  base  inférieure  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles;  on  sup- 
pose que  cette  base  est  un  hexagone  régulier,  et  Von  demande  le  côté  x 
de  l'hexagone  régulier,  base  supérieure  du  tronc. 

L'équation  du  problème  sera  l'équation  (2)  du  u®648,  dans  laquelle  on 
remplacera  a  par  Tinconnue  x,  c'est-à-dire 


d'où 

.r»       .r  3V 

H  h 

Les  racines  de  cette  équation  restent  imaginaires  tant  qu'on  a  V  <  -r-; 

4 

elles  deviennent  réelles  et  elles  restent  toutes  deux  négatives  tant  que  V 

•n  JL  T»  l'- 

est compris  entre  -7-  et  -r-  ;  enfin,  elles  sont  Tune  positive  et  l'autre  né- 

gative,  lorsqu'on  a  V  >  -^» 

Dans  le  premier  cas,  le  problème  est  impossible;  dans  le  deuxième  cas, 
deux  troncs  de  seconde  espèce  répondent  à  la  question  ;  dans  le  troisième 
cas,  un  tronc  de  première  espèce  et  un  tronc  de  seconde  espèce  y  ré- 
pondent à  la  fois. 

Supposons ,  par  exemple  ,  A  =  1",  d'où  B  =  — ^-^)  h  =  i^.y/z,  et 
V  =  2"*.  L'équation  à  résoudre  sera 

1  4  »! 

x'-hor-M  — -  =  o    ou     x'-h  or  — -  =  o. 

Elle  donne 

—  3db\/5T      —  3  dr  4, 5825757 


X  = 


6  6 


La  racine  positive  est  x  =  0,26376  à  ?^  de  millimètre  près;  la  racine 
négative  est  x  =  ^  i  ,26376  avec  la  même  approximation.  La  première 
répond  à  un  tronc  de  première  espèce  ;  la  seconde,  prise  positivement. 
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à  un  Irooc  de  seconde  espèce.  La  hauteur  de  la  pyramide  qui  correspond 
au  tronc  de  première  espèce  est  (650) 

A  —  j:      0,73624  * 

à  I  millimètre  près.  Celle  de  la  pyramide  qui  correspond  au  tronc  de 
seconde  espèce  est  (6tS0) 

H=:-*^.-.-i:i*^  =  o-,765 
A-t-x      2,26376 

à  I  millimètre  près. 

THÉORÈME. 

652.  Un  tronc  de  prisme  triangulaire  est  équivalent  à  la 
somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  base  commune  la  base 
inférieure  du  tronc  ety  pour  sommets,  ceux  de  la  base  supé- 
rieure. 

Soit  (^^.363)  le  tronc  de  prisme  triangulaire  ABCDEF  (612); 
soient  EH,  DK,  FL,  les  hauteurs  des  sommets  de  sa  base  su- 
périeure par  rapport  au  plan  de  sa  base  inférieure  ABC. 


Les  plans  AEC,  DEC,  partagent  le  tronc  en  trois  pyramides 
triangulaires  EABC,  EDCF,  EDCA. 

La  première  EABC  a  pour  base  ABC  la  base  inférieure  du 
tronc,  et  pour  hauteur  EH. 

Pour  évaluer  la  seconde  pyramide  ^DCF,  cherchons  son 
rapport  à  la  pyramide  EABC.  Si  Ton  prend  pour  sommets  des 
pyramides  EDCF,  EABC,  les  points  D  et  A,  leurs  bases  sont 
les  triangles  ECF,  ECB,  et  leur  hauteur  est  la  même,  puisque 
Tarête  BA  est  parallèle  à  la  face  EBCF.  Ces  pyramides  sont 


86  oÉOMÉTaiE  BAifs  l'bspàcb. 

donc  entre  elles  comme  les  triangles  EGF^  ECB.  D'ailleurs 
ces  triangles,  compris  entre  tes  parallèles  EB,  FC,  ont  même 
hauteur  et  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  FC,  EB.  Donc, 
les  pyramides  EDCF,  EABC,  sont  entre  elles  comme  les  arêtes 
FC  et  EB  ou  comme  les  hauteurs  FL  et  EH,  évidemment  pro- 
portionnelles à  ces  arêtes  en  vertu  de  la  similitude  des 
triangles  rectangles  EBH,  FCL. 

Pour  évaluer  la  troisième  pyramide  EDCÂ,  cherchons  son 
rapport  à  la  pyramide  EDCF.  Ces  deux  pyramides  ayant  même 
hauteur  sont  entre  elles  comme  leurs  bases  DCA,  DCF,  ou 
comme  les  arêtes  DA  et  FC,  puisque  les  triangles  DCA,  DCF, 
compris  entre  les  parallèles  DA,  FC,  ont  même  hauteur.Donc, 
les  pyramides  EDCA,  EDCF,  sont  entre  elles  comme  les  hau- 
teurs DK  et  FL,  proportionnelles  aux  arêtes  DA  et  FC. 

Les  trois  pyramides  EABC,  EDCF,  EDCA,  étant  proportion- 
nelles aux  hauteurs  EH,  FL,  DK,  et  le  volume  de  la  première 

éunt 

ABC.  EH 


les  volumes  des  deux  autres  sont  respectivement 

ABC.FL  ABC.DK 

—3—    ^'    —z 

SCOLIB. 

653.  Si  le  tronc  considéré  est  un  tronc  de  prisme  droit,  les 
hauteurs  EH,  FL,  DK,  se  confondent  avec  les  arêtes  latérales 


EB,  FC,  DA,  et  la  base  ABC  avec  la  section  droite  du  tronc. 
Le  volume  du  corps  tronqué  a  donc  alors  pour  mesuVe  le  pnh 
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duit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne  arithmétique  de  ses 
arêtes  latérales. 

On  étend  facilement  cet  énoncé  au  cas  du  tronc  de  prisme 
oblique.  Soit  {/ig.  364)  '^  tronc  de  prisme  oblique  ABCDEF. 
Menons  sa  section  droite  MNP.  Elle  le  partage  en  deux  trônes 
de  prisme  MNPABC,  MNPDEF,  qui  sont  droits  relativement 
à  cette  section  considérée  comme  base.  Le  premier  a  pour 

mesure 

MA  -+-  NB  -f-  PC\ 

3 j^ 

le  second. 


MNP 


MNP  (MD  ^  NE  -.  PF^ 


Le  tronc  de  prisme  oblique  ABCDEF,  somme  des  deux  troncs 
de  prismes  droits  MNPABC,  MNPDEF,  a  donc  pour  mesure  la 
somme  de  leurs  mesures,  c'est-à-dire 


MNP  (AD  -^  BE  -.  CF^ 


CoaOLLAIRB. 


654.  En  désignant  par  V,  B,  (3,  A,  A',  A",  a,  a\  a",  les  nom- 
bres qui  mesurent  respectivement  le  volume  d'un  tronc  de 
prisme  triangulaire,  sa  base  et  sa  section  droite,  les  hauteurs 
des  sommets  de  sa  base  supérieure  au-dessus  du  plan  de  sa 
base  inférieure  et  ses  arêtes  latérales,  on  a  les  formules 

■I)  V-.B^ 3 ), 

l^)  y  =  ^[ 3 j- 

Application. 

655.  La  base  B  d'un  parallélipipède  droit  tronqué  est 
égale  à  36  mètres  carrés;  ses  arêtes  latérales  sont  égales  à 
5  mètres,  3  mètresj  7  mètres  et  9  mètres;  on  demande  de  cal- 
culer son  volume. 
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Soit  (fig.  365)  ÂBCDEFGH  le  parallélipipède  tronqué  pro- 
posé. Menons  le  plan  diagonal  ACGE  qui  le  partage  en  deux 
troncs  de  prismes  triangulaires  droits,  dont  les  bases  sont 
égales  entre  elles  et  à  la  moitié  du  parallélogramme  ABGO. 

Fig.  365. 


Les  volumes  de  ces  deux  troncs  de  prismes  étani  respective- 
ment, d'après  les  formules  du  numéro  précédent. 


i8 


i:-^^) 


et     i8 


f-±f±i). 


le  volume  cherché  sera 


36 


V=I8.y=2I6•"^ 

D^une  manière  générale,  si  l*on  désigne  par  À  el  a,  B  et  b^  les  arêtes 
latérales,  opposées  deux  à  deux,  d'un  parallélipipède  tronqué  quelconque 
et  par  S  sa  section  droite,  les  volumes  v  et  v'  des  deux  prismes  trian- 
gulaires tronqués  qui  le  composent  sont 


S   A  -t-  rtr  -4-  ^ 

p=: 

2  i 


,      S  A  -h  /ï  -+-  B 

1       f  =  r 


■2  3 

par  suite,  son  volume  V  =  c  +  (/  a  pour  expression 

a(AH-«)-h(B-^^) 


> 


V  =  S 


6 


Mais,  si  Ton  représente  par  9  la  longueur  de  la  droite  qui  unit  les  centres 
des  deux  bases  du  tronc,  on  a 


d'où 


A-f-fl=  B-+-^  =  2^, 
V  =  S.(Î. 


Le  volume  d'un  parallélipipède  tronqué  quelconque  a  donc  pour  me- 
sure le  produit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne  arithmétique  de  deujt 
arêtes  latérales  opposées. 
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THÉORÈME. 

636.  Le  tDolume  de  tout  polyèdre  ayant  pour  bases  deux  polygones 
quelconques  situés  dans  des  plans  parallèles  et  pour  faces  latérales  des 
trapèzes  ou  des  triangles,  est  exprimé  par  la  formule 

"(B^B'+4B'), 

dans  laquelle  H  désigne  la  distance  des  deux  plans  parallèles,  B  la  base 
inférieure  du  polyèdre,  B'  la  base  supérieure,  et  B"  la  section  équidistante 
des  deux  bases. 

En  effet,  soient  L,M|N,P,Q,  la  section  équidistante  des  bases  (  fig,  366) 


et  S  un  point  pris  à  volonté  dans  l'intérieur  de  cette  section.  Le  polyèdre 
^ut  être  décomposé  en  pyramides  ayant  pour  bases  ses  diverses  faces  et 
pour  sommet  commun  le  poinf  S.  Les  volumes  des  deux  pyramides  qui 

reposent  sur  les  bases  B  et  B'  ont  évidemment  pour  mesures  -^  >  —^  9 

et  il  reste  à  évaluer  les  volumes  des  pyramides  qui  reposent  sur  les  faces 
latérales.  Soit  donc  LMM'L'  une  quelconque  de  ces  faces,  par  exemple 
celle  qui  répond  au  côté  L^M,  du  polygone  L,M|N,P,Q,  ;  pour  raisonner 
d'une  manière  générale,  nous  supposerons  que  cette  face  soit  un  trapèze 
(si  c'était  un  triangle,  Tun  des  côtés  parallèles  LM  ou  L'M'  serait  nul). 
Abaissions  du  point  S  la  perpendiculaire  SO  sur  le  plan  de  la  face  LMM'L'; 
dans  ce  plan,  menons  par  le  point  0  la  perpendiculaire  l'OI,  à  L^M,  ;  la 
droite  SI,  sera  perpendiculaire  à  L,M,  ;  enfin,  menons  TE,  perpendiculaire 
au  plan  de  la  section  L|M,N,  P,  Q,  :  rK.  sera  la  moitié  de  la  distance  H  des 
bases  du  polyèdre.  Cela  posé,  la  pyramide  SLMM'L'  a  pour  mesure 

L,M,.2l'I,.iS0. 

Or,  le  produit  ri,.SO  peut  être  remplacé  par  le  produit  SI,.rK,,  qui, 
comme  lui,  exprime  le  double  de  l'aire  du  triangle  ri,S;  on  a  donc,  pour 
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le  volume  de  la  pyramide, 

H  H 

g  2L^M,.SI,  =  ^«48^]^,. 

Par  suite,  pour  avoir  la  somme  des  volumes  des  pyramides  qui  reposent 

H 

sur  les  faces  latérales  du  polyèdre,  il  faut  multiplier  par  ^  quatre  fois  la 

somme  des  triangles  qui  ont  S  pour  sommet  commun  et  pour  bases  les 

II 

côtés  de  la  section  L,MiN,P,Qi ,  c'est-à-dire  multiplier  par  ^  quatre  fois 
Faire  B'  de  cette  section. 

Application. 

657.  Les  amas  de  pierres,  les  fossés  ou  cuvettes  établis  de  distance  en 
distance  le  long  des  routes,  les  tombereaux,  etc.,  sont  terminés  haut  et 
bas  par  deux  rectangles  parallèles  LMNP,  L'M'N'P',  et  latéralement  par 
quatre  trapèzes  LMM'L',  MNN'M',  NPFN',  PLL'P'.  Exprimons  le  volume 
d'un  pareil  corps  en  fonction  de  la  distance  h  des  plans  des  deux  rectangles 
et  des  dimensions  a  et  6,  a!  et  b\  de  ces  rectangles  [fig,  367). 

Fig.  367. 
p-  N' 
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La  section  LiM,P,Q,,  équidistante  des  bases,  est  un  rectangle  dont  les 

dimensions,  L,M,,  L,P,,  sont  évidemment  égales  à -{a -+- a')  et  -{ô-f-ô'). 

Le  volume  du  corps  est  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  donné  par 
la  formule 

^'  \ah  -r-  a'b' -e-  (fl  ^  û')  (^  -+-  b')], 

que  Ton  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

bh  ,.      b'h,     ,        . 

Pour  ^'=  o,  le  volume  se  réduit  à 

bh ,  ,. 

et  le  corps  a  la  forme  qu'on  donne  dans  les  parcs  d'artillerie  aux  piles  de 
boulets  sphériques  rectangulaires. 
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§  V.  -  FIGURES  SYMÉTRIQUES. 


DÉFINITIONS. 

658«  Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  centre  0,  lorsque  ce  centre  0  est  le  milieu  de  la  droite  AA' 
[fig.  368). 

Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à  un  axe 
xy  {Jig.  369)  ou  à  un  plan  P  (fig.  370),  lorsque  cet  axe  ou  ce 
plan  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  AA'. 


Fig.  368. 


Fig.  369. 

X 


Fig.  370. 
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Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  centre,  à  un 
axe  ou  à  un  plan,  lorsque  leurs  points  sont  deux  à  deux  symé- 
triques par  rapport  à  ce  centre,  à  cet  axe  ou  à  ce  plan.  Les 
points  symétriques  des  deux  figures  sont  dits  homologues. 

Deux  figures  symétriques,  par  rapport  à  un  axe,  sont 
égales.  Car  une  rotation  de  180  degrés  autour  de  Taxe,  impri- 
mée à  l'une  des  deux  figures,  amène  évidemment  cette  figure 
sur  l'autre. 

La  symétrie,  par  rapport  à  un  axe,  n'offre  donc  rien  de  par- 
ticulier. Aussi,  dans  la  suite  de  ce  paragraphe,  ne  sera-t-il 
question  que  de  la  symétrie  relative  à  un  point  ou  à  un  plan. 

THËORÈMB. 

659.  Deux  figures  F'  et  ¥",  symétriques  d'une  même  figure  F 
par  rapport  à  deux  centres  différents  0'  et  0",  sont  égales 

Soient  A  un  point  quelconque  de  la  figure  F,  A'  son  homo- 


(*)  Bravais,  Journed  de  Mathématiques^  t.  XIV. 
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logue  dans  la  figure  F'  et  k"  son  homologue  dans  la  figure  F'^. 
0'  étant  le  milieu  de  AA'  et  O''  le  milieu  de  AA'',  la  drojte  A'A" 

Fîg.  371. 


A' 

r, 
> 

-il 


.0' 


,.. 


est  parallèle  à  O'O'  et  égale  à  aO'O".  La  figure  F*'  n'est  donc 
que  la  figure  F'  transportée  parallèlement  à  la  direction  O'O'', 
d'une  quantité  égale  à  aO'O". 

CoROLLiUUB. 

660.  La  position  du  centre  de  symétrie  n'influe  ni  sur  la 
forme  ni  même  sur  Vorientation  de  la  figure  symétrique  d'une 
figure  donnée. 

THÉORÈME. 

661.  Si  deux  figures  F  et  ¥^  sont  symétriques  par  rapport 
à  un  plan  P,  on  peut  toujours  les  placer  de  telle  sorte  qu'elles 
soient  symétriques  par  rapport  à  un  centre  0'  pris  à  volonté 
dans  ce  plan;  et  réciproquement,  si  deux  figures  F  et  F'  sont 
symétriques  par  rapport  à  un  centre  0',  on  peut  toujours  les 
placer  de  telle  sorte  qu'elles  soient  symétriques  par  rapport  à 
un  plan  quelconque  P  passant  par  ce  centre  (fig*  871  )  (*). 

Il  suffit  de  faire  tourner  la  figure  F^  dans  le  premier  cas,  la 
figure  F'  dans  le  second,  de  180  degrés  autour  de  la  perpen- 
diculaire O'CB  élevée  en  0'  au  plan  P. 

En  effet,  considérons  une  figure  F,  un  plan  P  et  un  point 
quelconque  0'  de  ce  plan;  soient  F' la  figure  symétrique  de  F 
par  rapport  au  point  0\  et  F^  la  figure  symétrique  de  F  par 
rapport  au  plan  P.  Le  théorème  direct  et  sa  réciproque  seront 
démontrés  à  la  fois,  si  l'on  fait  voir  que  les  figures  F'  et  F'^ 
sont  symétriques  par  rapport  à  la  perpendiculaire  O'B  élevée 
en  Qf  au  plan  P  (658).  Or,  soient  A,  A',  A^  trois  points  homo- 

(  *  )  BaAVAis,  Journal  de  Mathématiques,  t.  XIV.  ^ 
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logues  des  figures  F,  F,  F",  et  0'  le  point  où  la  droite  AA'' 
rencontre  le  plan  P,  0'  étant  le  milieu  de  AA'  et  C  le  milieu 
de  AA*',  la  droite  A' A'  est  parallèle  à  O'O",  et,  par  suite,  per- 
pendiculaire sur  O'B.  D'ailleurs  O'B,  étant  menée  parallèle- 
ment à  AA"  par  le  milieu  de  AA',  passe  par  le  milieu  C  de  A' A". 
Donc  enfin,  les  points  A'  et  A"  sont  symétriques  par  rapport 
à  la  droite  O'B. 

COUOLLAIRES. 

662.  Deux  figures  symétriques  d'une  même  figure  F,  par 
rapport  à  deux  plans  différents  P  et  Q,  ne  sont  autre  chose, 
quant  à  la /orme,  que  la  figure  symétrique  de  F  par  rapport  à 
un  centre  quelconque  (659);  elles  sont  donc  superposables. 
Hais  leur  orientation  dans  l'espace  n'est  pas  la  même,  à  moins 
que  les  plans  P  et  Q  ne  soient  parallèles. 

663.  £n  résumé,  si  Ton  fait  abstraction  de  l'orientation  pour 
n'avoir  égard  qu'à  la  forme,  on  voit  qu'une  Jigure  F  n'a  qu'une 
seule  figure  symétrique*  Toutes  les  figures  obtenues  en  pre- 
nant la  figure  symétrique  de  F,  par  rapport  à  tel  centre  ou  à 
tel  plan  qu'on  veut,  sont  superposables. 

SCOLIE. 

664.  Telle  propriété  de  deux  figures  symétriques  [^?ilè)  est 
plus  ou  moins  aisée  à  démontrer,  suivant  que  l'on  considère 
la  symétrie  relative  à  un  plan  ou  à  un  centre.  Le  théorème 
précédent  (  661  )  permet  de  choisir  le  mode  de  symétrie  qui 
facilite  le  plus  les  raisonnements.  C'est  généralement  la  symé- 
trie relative  â  un  centre  qui  rend  les  démonstrations  plus  sim- 
ples, parce  qu'en  déplaçant  le  centre  de  symétrie  on  n'altère 
pas  même  l'orientation  de  la  figure  symétrique  (660). 

THÉORÈME. 

665.  La  figure  symétrique  d'une  ligne  droite  est  une  ligne 
droite, 

m 

Car,  si  l'on  prend  un  point  quelconque  de  la  droite  pour 
centre  de  symétrie,  ce  qui  ne  peut  rien  changer  au  résultat 
(660],  on  retrouve  évidemment  la  droite  elle-même  pour  figure 
symétrique.     * 
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ColtOLLÀlEES. 

666.  La  distance  de  deux  points  est  égale  à  celle  de  leurs 
symétriques. 

Car,  si  Ton  prend  pour  centre  de  symétrie  le  milieu  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  points,  on  voit  que  ces  deux  points 
ne  font  que  s'échanger. 

667.  L'angle  de  deux  droites  est  égal  à  V angle  de  leurs  sjr~ 
métriques. 

Car,  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  le  sommet  de  cet 
angle,  on  voit  que  les  droites  symétriques  forment  Tangte  qui 
lui  est  opposé  par  le  sommet. 

Sgolie. 

668.  Il  importe  de  se  figurer  nettement  la  situation  de  deux 
droites  symétriques  par  rapport  à  un  centre  ou  par  rapport  à 
un  plan. 

Fig.  372.  Fîg.  373. 
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Soit  AB  [Jig,  372)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé- 
trique par  rapport  à  un  centre  donné  0^  Prenons  d'abord  la 
droite  symétrique  de  AB  par  rapporta  son  milieu  0  :  le  point  A 
aura  son  symétrique  en  B,  et  le  point  B  son  symétrique  en  A; 
de  sorte  que  la  droite  symétrique  de  AB,  par  rapport  à  son 
milieu  0  pris  pour  centre,  sera  BA.  Pour  passer  ensuite  du 
centre  0  au  centre  0',  il  suffira  (659)  de  faire  décrire  aux 
points  A  et  B  des  droites  BA'  et  AB'  parallèles  à  00'  et  dou- 
bles de  00'.  On  trouve  aussi  pour  symétrique  de  AB,  la 
droite  A'B'  parallèle  à  ABy  de  sens  contraire^  et  située  à  la 
même  distance  du  centre  0'  de  symétrie. 

8oïiO\{fig.  378)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé- 
trique par  rapport  à  un  planP  qu'elle  rencontre  en  0.  En  pre- 
nant d'abord  la  droite  syiiiétrique  de  OA  par  rap^^ort  au  point  0, 


LITRB   Tl.  —   LES   P0LTËDAB8.  g5 

on  trouve  son  prolongement  OA',  et  il  sufQt  (661)  de  faire 
tourner  OÂ'  de  i8o  degrés  autour  de  la  perpendiculaire  OB 
au  plan  P  pour  avoir  la  droite  OA^  demandée.  On  voit  que 
les  deux  droites  OA  et  OA'',  symétriques  par  rapport  au  plan  P, 
sont  également  inclinées  sur  ce  plan,  qu'elles  rencontrent 
d'ailleurs  au  même  point  0. 

THÉORÈME. 

669.  La  figure  symétrique  d'un  plan  est  un  plan. 

Car,  si  Ton  prend  un  point  du  plan  pour  centre  de  symétrie, 
on  retrouve  évidemment  le  plan  lui-même  pour  figure  symé- 
trique. 

Corollaires. 

670.  La  figure  symétrique  d'un  polygone  plan  est  un  poly* 
gone  égal  au  premier. 

D'abord,  c'est  un  polygone  plan  (669);  il  est  ensuite  égal 
au  premier,  parce  qu'il  a  ses  côtés  et  ses  angles  égaux  aux 
côtés  homologues  et  aux  angles  homologues  de  ce  polygone 
(666,  667). 

671.  L'angle  de  deux  plans  est  égal  à  l* angle  de  leurs  sy- 
métriques. 

Car,  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  un  point  de  l'arête 
de  l'angle  dièdre  donné,  on  voit  que  les  plans  symétriques 
de  ses  faces  forment  le  dièdre  qui  lui  est  opposé  par  Tarête. 

SCOLIE. 

672.  Deux  plans  symétriques  par  rapport  à  un  centre  sont 
parallèles  et  équidistants  de  ce  centre. 

Deux  plans  symétriques  par  rapport  à  un  plan  sont  égale- 
ment inclinés  sur  ce  plan,  qu'ils  coupent  d'ailleurs  suivant  la 

même  droite. 

THÉORÈME. 

673.  Beux  polyèdres  symétriques  ont  :  i®  leurs  faces  égales 
chacune  à  chacune;  7.** leurs  angles  dièdres  homologues  égaux; 
3"  leurs  angles  polyèdres  homologues  symétriques  (566). 

i""  L'égalité  des  faces  homologues  résulte  du  n^  670. 
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« 

2®  L'égalité  des  angles  dièdres  homologues  résulte  du 
n«671. 

30  Pour  montrer  clairement  la  relation  qui  existe  entre  un 
angle  polyèdre  A  de  la  première  figure  P  et  l'angle  polyèdre 
homologue  A'  de  la  seconde  figure  P',  Il  suffit  de  construire  la 
figure  symétrique  de  P  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  le 
sommet  A  du  premier  angle  polyèdre.  On  voit  ainsi  que  l'angle 
polyèdre  A'  est  l'angle  polyèdre  opposé  par  le  sommet  à  l'angle 
polyèdre  A. 

THÉORÈME. 

674.  Deux  polyèdres  symétriques  P  et  P'  sont  équivalents. 

Si  l'on  décompose  le  polyèdre  P  en  tétraèdres,  à  chacun  de 
ces  tétraèdres  répond  un  tétraèdre  symétrique,  et  l'ensemble 
de  ces  tétraèdres  symétriques  forme  le  polyèdre  P'.  Deux 
polyèdres  symétriques  P  et  P',  étant  d'après  cela  composés 
d'un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques  deux  à  deux,  il 
suffit  de  démontrer  que  deux  tétraèdres  symétriques  sont 
équivalents. 

Or,  soit  (fig.  374)  SABC  un  tétraèdre  quelconque.  Formons 
son  symétrique  SA'B'C  par  rapport  au  point  S.  Les  triangles 
ABC,  A'B'C,  sont  égaux  (670),  et  leurs  plans  sont  équidis- 
tants  du  point  S  (672).  Par  suite,  les  deux  tétraèdres  SABC, 
SA'B'CS  ayant  des  bases  et  des  hauteurs  égales,  sont  équiva- 
lents. 

Fig.  374.  Fig.  375. 


La  symétrie  relative  à  un  plan  fournirait  dans  ce  cas  une 
démonstration  tout  aussi  simple  ;  car,  comme  la  propriété  dont 
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il  s'agit  concerne  la  grandeur  et  non  la  situation,  on  peut 
prendre  k  volonté  le  plan  de  symétrie  (662).  Or,  en  construir 
sant  [Jig.  S'jS)  la  figure  S'ABC  symétrique  de  SABC  par  rap- 
port au  plan  ABC,  on  voit  que  les  deux  tétraèdres  SABC, 
S'ABC,  ont  même  base  ABC  et  des  hauteurs  égales  SO  et  S'O; 
d'où  résulte  leur  équivalence. 

SCOLIB. 

675.  Les  deux  prismes  dans  lesquels  un  parallélipîpède  est 
décomposé  par  un  plan  diagonal  (616)sont  évidemment  symé- 
triques par  rapport  au  centre  0  du  parallélipîpède  (Jig.  343 j. 
C*est  pourquoi  ils  ont  même  volume  (674),  bien  qu'ils  ne 
soient  pas  en  général  superposables.  On  ne  peut  les  super- 
poser que  quand  ils  sont  droits. 

§  VI.  -  POLYÈDRES  SEMBLABLES. 

DÉFINITIONS. 

676.  On  donne  le  nom  de  polyèdres  semblables  aux  po- 
lyèdres qui  ont  leurs  angles  polyèdres  égaux  et  qui  sont  com- 
pris sous  un  même  nombre  de  faces  semblables  chacune  à 
chacune. 

L'égalité  des  angles  polyèdres  eniratne  évidemment  l'éga- 
lité des  angles  dièdres  homologues. 

On  appelle  homologues  les  éléments  (faces,  arêtes,  diè- 
dres, etc.)  qui  se  correspondent  dans  deux  polyèdres  sem- 
blables. 

677.  Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblables 
sont  proportionnelles.  Car  les  faces  semblables  de  ces  po- 
lyèdres ayant  le  même  rapport  de  similitude  (203),  puisqu'une 
même  arête  appartient  sur  chaque  polyèdre  à  deux  faces  adja- 
centes, le  rapport  de  deux  arêtes  homologues  quelconques 

est  constant. 

THÉORÈME. 

678.  En  coupant  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  la 
base,  on  détermine  une  seconde  pyramide  semblable  à  la  pre-- 
mière. 

II.  7 
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Soit  (Jig.  376)  la  pyramide  SABCDE  dans  laquelle  un  plan 
parallèle  à  la  base  a  délerminé  la  section  FGHIK.  Les  deux 


pyramides  SABCDE,  SFGHIK,  ont  leurs  faces  semblables,  car 
les  polygones  ABCDE,  FGHIK,  sont  semblables  (635),  et  les 
faces  latérales  SAB  et  SF6,  SBC  et  S6H, . . . ,  le  sont  aussi  (20<i.), 
par  suite  du  parallélisme  des  côtés  de  ces  deux  polygones. 

Quant  aux  angles  polyèdres,  Tangle  polyèdre  S  est  commun, 
et  deux  angles  trièdres  homologues  tels  que  A  et  F  sont 
égaux  comme  ayant  un  angle  dièdre  commun  compris  entre 
deux  faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  dispo- 
sées, savoir  :  Tangle  dièdre  SA  commun,  la  face  SAB  égale  à 
la  face  SFG  et  la  face  SAE  égale  à  la  face  SFK. 

THÉORÈME. 

679.  Deux  pyramides  triangulaires  sont  semblables^  lors- 
quelles  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces 
semblables  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

Soient  [Jig.  877)  les  pyramides  SABC,S'A'B'C',  dans  les- 
quelles Tangle  dièdre  SA  est  égal  à  l'angle  dièdre  S'A',  et  les 
faces  SAB,  SAC,  semblables  aux  faces  S'A'B',  S'A'C,  et  sem- 
blablement placées. 

Portons  la  seconde  pyramide  sur  la  première,  de  manière 
qu'elles  aient  même  sommet  et  que  les  faces  homologues  de 
leurs  angles  dièdres  égaux  coïncident.  Le  triangle  S' A'  B'  étant 
semblable  au  triangle  SAB  et  le  point  A'  tombant  en  D  sur  SA, 
S' B'  se  confondra  avec  SB,  et  le  point  B'  viendra  en  un  point  E 
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tel,  que  DE  soit  parallèle  à  AB.  De  même,  le  triangle  S'A'C 
éunt  semblable  au  triangle  SAC>  S'C  se  confondra  avec  SC, 

Fig.  377. 


C       A' 


et  le  point  C  viendra  en  un  point  F  tel,  que  DF  soit  parallèle 
4  AC.  La  base  A'fi'C  occupera  donc  alors  la  position  DEF,  et 
son  plan  sera  parallèle  au  plan  de  la  base  ABC  (506).  La  pyra- 
mide SDEF  étant  semblable  à  la  pyramide  SABC  (678),  il  en 
est  de  même  de  la  pyramide  S'A'B'C  qu'elle  représente. 

THÉORÈME. 

680*  Deux  polyèdres,  composés  d'un  même  nombre  de  té- 
traèdres semblables  chacun  à  chacun  et  semblablement  dis- 
posés, sont  semblables. 

Fig.  378. 


O' 


Soient  {Jig.  378)  OABD,  OBCD,  OCDE,...,  O'A'B'D', 
0  B  CD',  O'C'D'E',. . .,  deux  séries  de  tétraèdres  respecti- 
vement semblables  et  semblablement  disposés;  le  polyèdre 
formé  par  les  premiers  tétraèdres  est  semblable  au  polyèdre 
formé  par  les  seconds. 
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En  effet, 

i""  Les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  sont  semblables 
comme  composées  d'un  même  nombre  de  triangles  semblables 

» 

et  semblablement  disposés.  Considérons,  par  exemple,  la  face 
ABCD  du  premier  polyèdre.  Les  triangles  ABD,  BCD,  qui  la 
constituent,  sont  semblables  aux  triangles  A'B'D',  B'CD', 
comme  faces  homologues  de  tétraèdres  semblables.  De  plus, 
les  triangles  ABD,  BCD,  étant  dans  un  même  plan,  les  angles 
dièdres  OBDA,  OBDC,  des  deux  tétraèdres  OABD,  OBCD,  sont 
supplémentaires;  il  en  est  donc  de  même  des  angles  dièdres 
homologues  O'B'D'A',  O'B'D'C,  des  tétraèdres  semblables 
O'A'B'D',  O'B'C'D'.  Par  suite,  les  deux  triangles  A'B'D', 
B'C'D',  sont  aussi  dans  un  même  plan,  et  constituent  sur  le 
second  polyèdre  une  face  A'B'C'D'  semblable  à  la  face  ABCD. 
2»  Les  angles  polyèdres  des  deux  polyèdres  sont  égaux 
comme  ayant  tous- leurs  éléments  égaux  et  semblablement 
disposés;  car  les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  étant 
semblables   et  semblablement  disposées,  leurs  angles  po- 
lyèdres ont  d'abord  toutes  leurs  faces  égales  chacune  à  cha- 
cune et  semblablement  disposées.  De  plus,  les  angles  dièdres 
homologues  de  ces  angles  polyèdres  sont  égaux,  soit  comme 
dièdres  homologues  de   deux  tétraèdres  semblables,    soit 
comme  sommes  d'angles  dièdres  égaux.  L'angle  dièdre  BCDE, 
par  exemple,  formé  par  les  deux  faces  ABCD,  CDE,  du  pre- 
mier polyèdre,  est  la  somme  des  deux  angles  dièdres  BCDO, 
ECDO,  qui  appartiennent  aux  deux  tétraèdres  OBCD,  OCDE; 
et  l'angle  dièdre  B'C'D'E',  formé  par  les  deux  faces  A'B'C'D', 
C'D'E',  du  second  polyèdre,  est  la  sçmme  des  deux  angles 
dièdres  homologues  B'C'D'O',  E'C'D'O',  qui  appartiennent 
aux  deux  tétraèdres  semblables  O'B' CD',  O'C'D'E'. 

681.  RficiPROQUEMENT,  deux  polyèdres  semblables  peuvent 
être  décomposés  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables 
et  semblablement  disposés. 

Soit  (fig.  379)  un  point  0  pris  dans  l'intérieur  du  premier 
polyèdre;  décomposons-le  en  tétraèdres  en  prenant  le  point O 
pour  centre  de  décomposition  (646),  et  soit  OABC  l'un  des 
tétraèdres  obtenus.  Les  points  A,  B,  C,  ayant  pour  homo- 
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logues  sur  le  second  polyèdre  les  points  A',  B',  C,  menons 
un  plan  0' A' B' faisant  au-dessus  de  A'B'C  un  angle  dièdre 

Fig.  379. 


égal  à  celui  que  forme  le  plan  AOB  au-dessus  de  ABC,  et  dans 
ce  plan  O'A'F  construisons  le  triangle  O'A'B'  semblable  au 
triangle  OAB.  En  prenant  le  point  0'  pour  centre  de  décom- 
position, on  décompose  donc  le  second  polyèdre  en  tétraèdres 
qui  correspondent  à  ceux  du  premier  polyèdre,  et  il  reste 
seulement  à  prouver  que  ces  tétraèdres  sont  semblables  deux 
à  deux. 

Sôit  D  un  quatrième  sommet  du  premier  polyèdre,  tel  que 
les  deux  triangles  ABC,  ABD,  aient  un  côté  commun,  et  soient 
situés  sur  la  même  face  ou  sur  deux  faces  adjacentes.  Com- 
parons les  deux  tétraèdres  OABD,  O'A'B'D'.  Les  faces  OAB^ 
O'A'B',  sont  semblables  comme  faces  homologues  des  deux 
tétraèdres  semblables  OABC,  0' A'B'C;  les  faces  ABD,  A'B'D', 
le  sont  aussi  comme  triangles  homologues  de  deux  faces  sem- 
blables des  polyèdres  donnés.  De  plus,  si  les  deux  triangles 
ABC,  ABD,  sont  dans  un  même  plan,  les  deux  dièdres  OABD, 
(VA'B'D',  sont  égaux  comme  suppléments  des  angles  dièdres 
égaux  OABC,  O'A'B'C;  si  les  deux  triangles  ABC,  ABD,  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan,  les  deux  angles  dièdres  OABD, 
O'A'B'D',  sont  encore  égaux  comme  différences  des  angles 
dièdres  égaux,  DABC  et  OABC  d'une  part,D'A'B'C'  etO'A'B'C 
d'autre  part.  Dans  les  deux  cas,  les  tétraèdres  OABD,  0' A'B'D', 
sont  semblables  (679). 

La  même  démonstration  s'appliquera  de  proche  en  proche. 
La  similitude  des  deux  tétraèdres  considérés  en  dernier  lieu 
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permeitra  toujours  de  vérifier  la  similitude  des  deux  tétraèdres 
suivants. 

Sgolib. 

682.  Deux  points  0  et  0'  rapportés  à  deux  polyèdres  sembla- 
bles sont  dits  homologues^  lorsqu'en  joignant  l'un  d'eux  0  aux 
sommets  consécutifs  A,  B>C,  de  l'un  des  polyèdres,  et  Tautre  O' 
aux  sommets  homologues  A%  B%  CJ,  de  l'autre  polyèdre,  on 
obtient  deux  tétraèdres  OABC»  0'  k'VG,  semblables  et  sem- 
blablement  disposés  par  rapport  aux  deux  polyèdres* 

Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  deux  points 
homologues  quelconques  peuvent  être  pris  pour  centres  de 
décomposition  de  deux  polyèdres  semblables»  en  tétraèdres 
semblables  et  semblablement  disposés. 

Si  le  point  0  est  extérieur  au  premier  polyèdre,  son  homo- 
logue 0'  est  aussi  extérieur  au  second  polyèdre;  il  faut  alors 
considérer  les  deux  polyèdres  comme  composés  de  tétraèdres 
additifs  et  de  tétraèdres  soustraclifs. 

Si  le  point  0  coïncide  avec  l'un  des  sommets  A  du  premier 
polyèdre,  son  homologue  0'  coïncide  avec  le  sommet  A'  du 
second  polyèdre,  et  les  diagonales  homologues  des  deux  po- 
lyèdres, relatives  aux  sommets  A  et  A',  sç  confondent  avec  les 
arêtes  latérales  de  leurs  tétraèdres  homologues. 

683.  Deux  droites  rapportées  à  deux  polyèdres  semblables 
sont  dites  homologues^  lorsque  leurs  extrémités  sont  deux  à 
deux  des  points  homologues.  Telles  sont,  par  exemple,  les 
diagonales  relatives  à  des  sommets  homologues. 

Le  rapport  de  deux  droites  homologues  quelconques  est 
égal  au  rapport  de  similitude  des  faces  homologues  des  deux 
polyèdres. 

Soient  (fig.  38o)  ABCDE,  A'B'C'D'E',  deux  faces  homo- 
logues quelconques  des  polyèdres  donnés,  etFH,F'H%  deux 
droites  homologues  quelconques.  Formons  les  tétraèdres  ho- 
mologues FABC,  F'A'B'CS  HABC,  H'A'B'CLa  similitude  de 
ces  tétraèdres  entraîne  celle  des  tétraèdres  FHAC,  F'H'A'C 
En  effet,  les  faces  FAC,  HAC,  sont  respectivement  semblables 
aux  faces  FA'C,  H'A'C,  et  l'angle  dièdre  FACH,  différence 
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des  angles  dièdres  FACB,  HACB,  est  égal  à  l'angle  dièdre 
FA'CH',   différence    des  angles   dièdres    égaux   F'A'C;B% 

Fig.  38o. 


H' A' CE'.  Les  deux  tétraèdres  FHAC,  F'H'A'C,  étant  sem- 
blables, on  a  (677)  « 

FH  _  AB 

PH^'AB* 

THÉORÈME. 

684.  Le  rapport  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables 
est  égai  au  cube  du  rapport  de  similitude  de  leurs  faces  ho- 
mologues,  ou  deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  des  arêtes  homologues. 

Fig.  38i. 


Soient  d'abord  i^g,  38 1  )  deux  tétraèdres  semblables  SABC» 
SDEF,  qu'on  peut  toujours  supposer  placés  l'un  dans  l'autre 
comme  l'indique  la  figure  (678),  de  manière  que  leurs  bases 
ABC,  DEF,  soient  parallèles. 

Le  premier  tétraèdre  SABC  ayant  pour  base  ABC  et  pour 
hauteur  SH,  son  volume  a  pour  expression 

ABC.SH 
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Le  second  tétraèdre  ayant  pour  base  DEF  et  pour  hauteur  SK, 
son  volume  est  égal  à 

DEF.SK 


Le  rapport  cherché  est  par  suite  égal  à 

ABC. SH      ABC  SH 
DEF.SK  ~  DEF  SK' 

Hais  le  plan  DEF  étant  parallèle  au  plan  ABC,  on  a  (636,  635) 

ABC      SÏ  SH      SA      AB 

DEF  ~  ^'  *  ®^     SK  "~  SD  "~  de" 

Le  rapport  des  volumes  des  deux  tétraèdres  est  donc  repré- 
senté par 

sii'        âb' 

ou      r- 


SK  DE 

Soient  maintenant  deux  polyèdres  semblables  P  et  P'.  Le 
rapport  de  similitude  de  leurs  faces  homologues  sera  (677) 
celui  de  deux  arêtes  homologues  quelconques  AB  et  A' B'.  Ces 
deux  polyèdres  sont  décomposables  en  un  même  nombre  de 
tétraèdres  semblables  et  semblablement  disposés  (681),  et  le 
rapport  de  similitude  des  faces  homologues  de  deux  tétraèdres 

AB 

homologues  est  égal  (683)  au  rapport  -rrDr  Si  le  polyèdre  P 

est  composé  des  tétraèdres  T,  T„  T»,  et  le  polyèdre  F  des 
tétraèdres  homologues  T',  T^,T^,  on  aura  donc,  d'après  ce  qui 
précède, 

Z— _?L_     T,  _  âb'      t,_  âb' 

^        A'B'         ^'       A'B'         ^'      A'B' 
et,  par  suite,  en  appliquant  un  théorème  connu, 

T-4-T,-hT,        ÂB*      ^       P       Âb' 

ou       n7  = 


r-f-T, -hT,     ^/g/*  p     ^,g/ 
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SCOLIES. 

685.  Les  aires  de  deux  polyèdres  semblables  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  leurs  arêtes  homologues. 

686.  De  la  relation  démontrée,  on  déduit  réciproquement 

AB  _    a/P 

A'B'  —  y  p'- 

Donc,  lorsqu'on  veut  amplifier  ou  réduire  un  polyèdre  dans 
un  rapport  donné,  Véchelle  à  adopter  pour  amplifier  ou  réduire 
les  arêtes  de  ce  polyèdre  est  égale  à  la  racine  cubique  du  rap- 
port donné.  Par  exemple,  si  le  volume  du  nouveau  polyèdre 
doit  être  la  millième  partie  du  polyèdre  donné,  il  faudra  faire 
ses  arêtes  dix  fois  plus  petites  que  les  arêtes  homologues  du 
polyèdre  donné. 

ApPLIGATlOIf. 

687.  Étant  donnée  une  pyramide  dont  l'une  des  arêtes  SA 
tit  égale  à  i  mètre,  par  quels  points  a  et  a'  de  cette  arête 
faut-il  mener  des  plans  parallèles  à  la  base  de  la  pyramide, 
pour  partager  son  volume  en  trois  parties  équivalentes? 

Les  pyramides  partielles  dont  les  arêtes  sont  Sa  et  Sa'  re- 
présentent respectivement  le  tiers  et  les  deux  tiers  de  la  pyra- 
mide donnée.  On  aura  donc 


\a 3/1      Sa' 3^.' 2 


Sa 

SA 


d'où,  en  opérant  par  logarithmes  et  en  faisant  SA  =  i*", 

Sa  =  o",693    et    Sa'  =  o™,874 

à  {millimètre  près. 

§  VII.  -  APPENDICE. 

PBOPRIBTÉS  GÉNÉRALES  DBS  POLYÈDRES. 

THÉORÈME. 

688.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  des  arêtes  augmenté  de  a 
t^  égal  au  nombre  des  faces  augmenté  de  celui  des  sommets. 
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THÉORÈME. 

692.  Dans  tout  polyèdre  convexe^  le  nombre  des  faces  triangulaires , 
augmenté  de  celui  des  angles  triêdres,  est  au  moins  égal  à  huit. 

Ed  effet,  si  dans  la  relation  (i),  qu'on  peut  écrire 

4FH-4S  =  4A-h8, 

on  remplace  F  par  la  valeur  (a),  S  par  la  valeur  (4),  et  4 A  par  la  somme 
des  valeurs  (3)  et  (5),  on  trouve 

/ -+- T  =  8 -t- (/?  H- P)  H- a(A  H- H) -h  3(A' -h  H') -+- 4(0 -^  0) -H . . . . 

D'après  cela,  il  n^existe  aucun  polyèdre  conpexe  qui  ne  renferme  ni  face 
triangulaire,  ni  angle  triêdre, 

THÉORÈME. 

693.  I*  //  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  aient 
plus  de  cinq  côtés;  2**  il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  tous  les 
angles  polyèdres  aient  plus  de  cinq  arêtes. 

En  effet  : 

1^  Si,  dans  Tinégalité  aÂ  >  3S,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  re- 
lations (4)  et  (5],onrempIaceAetSparIesvaleur8(3]  et(7),ontrouve 

la  formule 

3f-*-ay-4-/?>iaH-  {h' -h  ao-h. ..), 

ui  prouve  que  /,  q  et  />,  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 
a°  Si,  dans  Tinégalité  aA  >  3F,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  re- 
lations  (a)et(3],  on  remplace  A  et  F  par  les  valeurs  (5)  et  (6],  on  trouve 
la  formule 

3T  H-  aQ  -h  P  >  la  -f-  (H'-H  aO  -h. . .), 

qui  prouve  que  T,  Q  et  P,  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 

Sgolib. 

694.  La  symétrie  de  la  formule  d'Euler  par  rapport  aux  nombres  F  et  & 
et  la  similitude  des  équations  (a)  et  (4),  (3)  et  (5),  entraînent  dans  les 
relations  qu'on  peut  en  déduire  une  corrélation  que  le  lecteur  a  sans  doute 
déjà  remarquée. 

THÉORÈME. 

695.  //  ne  peut  exister  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont 
toutes  les  faces  aient  le  même  nombre  n  de  côtés  et  dont  tous  les  angles 
polyèdres  aient  le  même  nombre  m  d'arêtes. 
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En  effet,  chaque  arête  appartenant  à  deux  fooes  et  joignant  deux  som- 
mets, on  a 

aA  =  /iF=OTS. 

L^élimination  de  Â  et  de  S  entre  ces  équations  et  la  formule  d'Enter 
donne 

1?  4w 

a(OT  -H  /i)  -—  mn 

Pour  /t  =  3,  cette  relation  devient 

4/71 


F  = 


6  —  m 


et  Ton  ne  peut  donner  alors  à  m  que  les  valeurs  3,  4  et  5,  auxquelles 
répondent  respectivement  les  valeurs  F=4)F=B,F=ao. 
Pour  /i  =  4  ou  «  =  5,  on  a 

F=,2^    ou    F=       -"" 


4  —  /w  lo  —  3/71 

On  ne  peut  donner  dans  les  deux  cas  à  /it  que  la  valeur  3,  et  il  en  résulte 
F=:6ouF  =  ia. 
Pour  /t  =  6,  on  a 

ï?  —      ^ 

r  —  = j 

3  —  m 

et  l'on  ne  peut  donner  à  m  aucune  valeur.  Il  en  est  de  même  a  fortiori 
pour  /i  >  6;  ce  résultat  était  d'avance  indiqué  par  le  théorème  du  n*"  693. 
Il  n'y  a  donc  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont  toutes  les 
&oes  aient  le  même  nombre  de  côtés  et  tous  les  angles  polyèdres  le  même 
nombre  d'arêtes  :  ce  sont  le  tétraèdre,  l'octaèdre  et  Ticosaèdre  à  faces 
triangles;  l'hexaèdre  à  faces  quadrilatères;  le  dodécaèdre  à  faces  penta- 
gones. 

THÉORÈME. 

696.  L'angle  droit  étant  pris  pour  unité.  Ut  somme  des  angles  de  toutes 
les  faces  d*un  polyèdre  convexe  est  égale  à  quatre  fois  le  nombre  des 
sommets  diminué  de  a. 

L'angle  droit  étant  l'unité  d'angle,  on  sait  que,  pour  une  face  quelconque 
de  n  côtés,  la  somme  des  angles  est  2/1  —  4.  En  désignant  par  a,  n', 
il', ... ,  les  nombres  de  côtés  des  différentes  faces,  on  aura  donc  pour 
toutes  les  faces 

[in  —  4)  -H  (a/i'—  4)  -h  (a/i"—  4)  4- 

Cette  suite  contiendra  d'ailleurs  F  termes.  La  somme  cherchée  a  donc 
pour  expression 

2{/l-r-/l'-t-/l''-+-...)-  4F. 
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Chaque  côté  appartenant  à  deux  faces,  la  parenthèse  est  égale  à  a  A,  et 
l'on  obtient  la  formule 

4(A-F)    ou    4(S-2), 
d'après  le  théorème  d'Euler. 

CONDITIONS  d'Égalité  et  de  similitude  de  deux  poltèdbes  convexes. 

LEMMë. 

697.  Si,  dans  un  angle  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  moins 
une  seule  demeurent  constantes,  un  ou  plusieurs  angles  dièdres  non  ai^'a- 
cents  à  la  face  qui  peut  varier  augmentent  ou  diminuent  tous  à  la  fois, 
cette  face  elle-même  augmente  ou  fliminue, 

Fig.  383. 


Soient  [fig.  382)  Tangle  polyèdre  SABCDEFet,  dans  cet  angle,  la  seule 
face  qui  puisse  varier  SAB.  Supposons  d'abord  qu'un  seul  angle  dièdre  SD 
augmente  ou  diminue.  Menons  les  plans  ASD,  BSD.  Les  deux  angles  po- 
lyèdres SBCD,  SADEF,  ne  changent  ni  de  forme  ni  de  grandeur,  d'après 
les  conditions  de  constance  imposées  à  leurs  faces  et  à  leurs  angles  dièdres. 
Par  suite,  si  Tangle  dièdre  SD  augmente  ou  diminue,  ce  ne  peut  être  que 
par  sa  partie  ASDB;  et,  comme  ce  dernier  angle  dièdre  est  compris  dans 
l'angle  trièdre  SABD  entre  deux  faces  invariables  de  grandeur,  la  face 
opposée  ASB  augmente  ou  diminue  (569). 

Si  plusieurs  angles  dièdres  non  adjacents  à  la  face  ASB  augmentent  ou 
diminuent  à  la  fois,  il  en  sera  de  même  de  cette  face;  car  on  peut  faire 
varier  isolément,  et  Tun  après  l'autre,  les  angles  dièdres  considérés  et, 
d'après  ce  qui  précède,  chaque  changement  partiel  en  produira  toujours 
un  de  même  nature  sur  la  face  ASB. 

Corollaire. 

698.  Si,  toutes  les  faces  demeurant  constantes,  certains  dièdres  d'un 
angle  polyèdre  viennent  à  changer,  il  est  impossible  que  tous  varient  dans 
le  même  sens,  c'est-à-dire  il  est  impossible  que  tous  augmentent  ou  que 
tous  diminuent.- 
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LEMME» 


699.  Dans  un,  angle  polyèdre  com^xe  ayant  plus  de  trois  faces ^  toutes 
les  faces  demeurant  constantes  et  l'angle  polyèdre  restant  convexe,  on 
suppose  que  plusieurs  angles  dièdres  ont,  les  uns  augmenté,  les  autres  di* 
minué;  si  alors,  en  faisant  le  tour  de  l^ angle  polyèdre,  on  affecte  du 
signe  -f-  rareté  de  chaque  angle  dièdre  augmenté,  du  signe  —  V  arête  de 
chaque  angle  dièdre  diminué,  on  troupera  toujours  dans  le  tour  entier  au 
moins  quatre  variations  de  signes. 

Il  est  impossible  qu'il  n'y  ait  que  deux  variations  de  signes,  c'est-à- 
dire  i]  est  impossible  qu'à  une  série  de  signes  -r-  succède  une  série  de  si- 
gnes —  qui  ramène  au  premier  signe  -4- .  En  effet,  si  (ySjf .  382  ),  les  arêtes 
Sa,  SF,  se,  étant  affectées  du  signe  -i->  les  arêtes  suivantes  SD,  SC,  SB, 
étaient  affectées  du  signe  —,  la  face  ASE  qui  sépare  les  deux  angles 
polyèdres  SAFE,  SEDCBA,  augmenterait  dans  l'un  et  diminuerait  dans 
l'autre  (697). 

Puisqu'il  y  a  plus  de  deux  variations  de  signes  et  qu'on  doit  fermer  le 
drcoit  en  rejoignant  le  signe  qui  a  servi  de  point  de  départ,  il  est  impos- 
sible que  le  nombre  des  variations  soit  impair.  Puisque  ce  nombre  est 
pair  et  plus  grand  que  2,  il  est  au  moins  égal  à  4. 

THÉORÈME. 

700.  Dans  un  polyèdre  conpexe  dont  toutes  les  faces  sont  constantes, 
les  angles  dièdres  sont  aussi  constaim. 

c  En  effet,  supposons,  contre  l'énoncé  ci-dessus,  que  l'on  puisse  faire 
2>  varier  les  inclinaisoos  des  faces  adjacentes,  sans  détruire  le  polyèdre  ; 
»  et  pour  simplifier  encore  la  question,  supposons  d'abord  que  l'on  puisse 
»  faire  varier  toutes  les  inclinaisons  à  la  fois.  Les  inclinaisons  sur  certaines 
*  arêtes  varieront  en  plus,  les  inclinaisons  sur  d'autres  arêtes  varieront 
s  en  moins;  et  en  comparant  deux  à  deux,  relativement  aux  signes  de 
>  leurs  variations,  les  inclinaisons  des  arêtes  qui,  dans  chaque  face,  abou- 
9  tissent  aux  mêmes  sommets,  on  trouvera,  en  passant  successivement 
A  d'une  arête  à  l'autre,  plusieurs  changements  de  signes.  C'est  le  nombre 
A  de  ces  changements  que  nous  allons  chercher  à  déterminer  (*).  » 

n  suit  du  lemme  précédent  que  chaque  angle  polyèdre  présente  sur  ses 
arêtes  au  moins  quatre  changements  de  signes.  Le  nombre  des  change- 
ments de  signes  obtenus  en  considérant  tous  les  angles  polyèdres  du  po- 
lyèdre serait  donc  au  moins  égal  à  4 S.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  cela  est 
impossible. 


C*)  Cabcht,  Journal  de  V École  Polytechnique,  XVI«  Cahier,  p.  96. 
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Remarquons  qu'en  faisant  le  tour  de  chaque  sommet  ou  en  faisant  celui 
du  périmètre  de  chaque  face,  on  doit  trouver  le  même  nombre  total  de 
variations  de  signes.  £n  effet,  chaque  variation  de  signes  autour  d'un 
sommet  correspond  à  deux  arôtes  de  signes  différents  qui  se  suivent  sur 
le  périmètre  d*une  même  face,  et  réciproquement. 

Mais,  sur  un  périmètre,  le  nombre  des  variations  ne  peut  dépasser  le 
nombre  des  côtés  et  no  peut  être  impair;  car,  puisqu'on  doit  revenir  au 
point  de  départ,  chaque  variation  en  entraîne  nécessairement  une  se- 
conde. Chaque  face  triangulaire  ne  peut  donc  fournir  plus  de  deux  chan- 
gements de  signes  ;  les  quadrilatères  et  les  pentagones  ne  peuvent  en 
fournir  plus  de  quatre;  de  même,  les  hexagones  et  les  heptagones  plus  de 
six,  et  ainsi  de  suite.  Toutes  les  faces  ou  tous  les  sommets  du  polyèdre 
ne  pourront  donc  donner  plus  de  changements  de  signes  qu'il  n*y  a  d'u- 
nités dans  la  somme 

^t -^  4q  -^  ip  -h  6à  H~  6A'-i-  8oH-. . .. 

Or  cette  somme  est  inférieure  à  4S;  car  on  a  (690),  d'après  la  formule  (7}, 

4S  =  8  -H  ar  -+-  4^  H-  6/?  -r-  8/*  -hioh'-i-  iao-+-.. . . 

11  faut  en  conclure  qu'il  est  impossible  que  les  inclinaisons  sur  les  arêtes 
changent  toutes  à  la  fois. 

a  Si  Ton  suppose,  en  second  lieu,  que,  dans  le  polyèdre  donné,  non- 
»  seulement  les  faces,  mais  encore  les  inclinaisons  sur  plusieurs  arêtes 
»  restent  invariables,  et  que  cependant  on  puisse,  sans  détruire  le  po- 
»  lyèdre,  faire  varier  les  inclinaisoiB  sur  les  arêtes  restantes,  alors,  pour 
»  démontrer  l'absurdité  de  l'hypothèse,  il  suffira  de  concevoir  la  surface 
»  du  polyèdre  décomposée  en  autant  de  portions  que  les  arêtes  sur  les- 
»  quelles  les  inclinaisons  varient  forment  de  contours  différents,  et  d'ap- 
»  pliquer  aux  portions,  aux  arêtes  qui  les  terminent,  et  aux  sommets 
»  compris  entre  ces  arêtes,  les  mêmes  raisonnements  que  nous  avons  ap- 
j>  pliqués,  dans  l'hypothèse  précédente,  aux  faces,  aux  arêtes  et  aux  som- 
»  mets  du  polyèdre  (*).  »  On  y  parviendra  en  s'appuyant  encore  sur  le 
lemme  précédent  et  sur  le  scolie  du  n"*  691. 

Corollaires. 

701.  11  suit  du  théorème  précédent  que  deux  polyèdres  convexes,  com- 
pris soiis  un  même  nombre  de  faces  égaies,  sont  égaux  ou  symétriques , 
suivant  que  les  faces  égales  sont  ou  non  semblablement  placées. 

702.  D  suit  encore  du  théorème  précédent  que,  lorsque  deux  polyèdres 
convexes  sont  compris  sous  un  même  nombre  de  faces  semblaùies,  le 


(  '  )  Caccht,  loc.  cit. 
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second  est  semblable  au  premier  ou  à  un  troisième  polyèdre  symétrique 
du  premier,  suivant  que  les  faces  semblables  sont  ou  non  semblablement 
placées. 

PROBLÈME. 

703.  Chercher  le  nombre  de  conditions  nécessaires  pour  déterminer  un 
polyèdre  convexe, 

1**  Le  polyèdre  est  d'une  nature  déterminée,  c'est-à-dire  qu'on  connaît 
pour  ce  polyèdre  les  nombres  A,  F,  S,  /,  y,  /?,  /i,  A', 

Prenons  pour  base  une  des  faces  du  polyèdre.  Si  elle  a  n  côtés,  il  faut 
a/7  —  3  conditions  pour  la  déterminer.  Il  y  a  hors  de  cette  base  S  —  /z 
sommets.  Pour  déterminer  un  point  dans  Tespace,  il  faut  3  conditions. 
On  aurait  donc  en  tout  a/?  —  3  -+-  3  (S  —  /i)  ou  3S  —  «  —  3  cooditiona. 
Mais  les  sommets  qui  répondent  à  une  même  face  sont  dans  un  même 
plan,  et  trois  points  suffisent  pour  déterminer  un  plan.  Par  conséquent, 
pour  tous  les  sommets  d'une  même  face,  en  sus  des  trois  premiers,  il  ne 
faut  réellement  que  deux  conditions.  On  doit  donc  diminuer  3(S  —  tz)  de 
la  somme  (n'—  3)  h-  [n"—  3)  h-  (/ï"'—  3)  -k.  . . ,  en  désignant  par  n' , 
71%  n",. .,  les  nombres  de  côtés  des  F  —  i  faces  qui  restent  en  dehors 
de  la  base  choisie.  Le  nombre  de  conditions  demandé  est  donc  finalement 

3(F  -f-  S  -  a)  -  (7î  -h  /z'-h  /2'-h  /r  + . . .)  ; 

mais  (688,  689] 

/i-T-/i'-h/i'H-/i'*-h...=  aA    et    S-hF--a  =  A. 

Le  nombre  cherché  se  réduit  donc  à  A.  Ainsi,  le  nombre  de  données  né- 
cessaires pour  déterminer  un  polyèdre,  dans  les  conditions  indiquées,  est 
égal  au  nombre  de  ses  arêtes. 

«  Remarquez  cependant  que  les  données  dont  il  s'agit  ne  doivent  pas 
B  être  prises  au  hasard  parmi  les  lignes  et  les  angles  qui  constituent  les 
a  éléments  du  polyèdre;  car,  quoiqu'on  eût  autant  d'équations  qued'in- 
s  connues,  il  pourrait  se  faire  que  certaines  relations  entre  les  quantités 
D  connues  rendissent  le  problème  indéterminé.  Ainsi  il  semblerait,  d'après 
A  le  théorème  qu'on  vient  de  trouver,  que  la  connaissance  des  arêtes 

>  seules  suffit  en  général  pour  déterminer  un  polyèdre  ;  mais  il  y  a  des 
I»  cas  où  cette  connaissance  n'est  pas  suffisante.  Par  exemple,  étant  donné 
B  an  prisme  non  triangulaire  quelconque,  on  pourra  former  une  infinité 
I»  d'autres  prismes  qui  auront  des  arêtes  égales  et  placées  de  la  même  ma- 
»  nière.  Car,  dès  que  la  base  a  plus  de  trois  côtés,  on  peut,  en  conser- 
9  Tant  les  côtés,  changer  les  angles  et  donner  ainsi  à  cette  base  une  infi- 
n  nité  de  formes  différentes;  on  peut  aussi  changer  la  position  de  l'arête 
B  longitudinale  du  prisme  par  rapport  au  plan  de  la  base;  enfin,  on  peut 

>  combiner  ces  deux  changements  l'un  avec  Vautre,  et  il  en  résultera 

IJ.  8 
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))  toujours  un  prisme  dont  les  arêtes  ou  côtés  n'auront  pas  changé.  D'où 
»  Ton  voit  que  les  arôtes  seules  ne  suffisent  pas  dans  ce  cas  pour  déter- 
»  miner  le  polyèdre.  Les  données  qu'il  convient  de  prendre  sont  celles 
»  qui  ne  laissent  aucune  indétermination  (*].  » 

a°  La  nature  du  polyèdre  n'est  pas  déterminée  »  et  Ton  connaît  seule- 
ment le  nombre  de  ses  sommets. 

Prenons  trois  de  ces  sommets  à  volonté  en  construisant  un  triangle  où 
il  entre  trois  des  éléments  donnés.  Si  l'on  considère  ce  triangle  comme 
base,  il  y  a  S  —  3  sommets  hors  de  cette  base,  et  la  détermination  de 
chacun  d'eux  exige  trois  conditions.  Le  nombre  cherché  est  donc  ici 
3-h3(S-3)ou3S  — 6. 

SCOLIB. 

704.  Si  un  côté  et  Â  —  i  angles  déterminent  un  polyèdre  de  nature 
donnée,  un  autre  côté  pris  à  volonté  et  les  mômes  angles  déterminent  un 
polyèdre  semblable  au  premier.  Donc,  pour  que  deux  polyèdres  de  même 
nature  soient  semblables ,  il  faut  A  —  i  conditions.- 

Si  les  deux  polyèdres  ne  sont  pas  de  nature  déterminée,  et  s'ils  ont 
seulement  le  même  nombre  S  d'angles  polyèdres,  il  faut  3S  —  7  condi- 
tions pour  qu'ils  soient  semblables.  > 


RELATION  ENTRE  l'ÉTENDUE  d'uNE    FIGURE  PLANE  ET  CELLE  DE  SA 

PROJECTION  ORTHOGONALE. 

TUÉORÈÎVfE; 

705.  La  projection  d'une  droite  AB  sur  un  axe  XY  est  égale  au  pro- 
duit de  la  longueur  AB  de  cette  droite  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  a 
qu'elle  fait  avec  l'axe. 


Fig.  383. 


b  Y 


Fig.  334. 


Si  la  droite  AB  et  Taxe  XY  sont  dans  un  même  plan  {^g.  383),  le 
théorème  résulte  immédiatement  de  la  définition  du  cosinus;  car,  en 


(*)  Lbgendbb,  Éléments  de  Géométrie,  i^^  édition,  Note  VIIL 
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meoant  par  le  point  A  la  parallèle  AD  à  Taxe  XY,  on  a,  dans  le  triangle 
rectangle  A6D, 

COSa  =  T5  =  T~ô  >    ^'où    a^  =  AB  cos  a. 
Ad      Ad 

Supposons  actuellement  que  la  droite  AB  et  Taxe  XY  ne  soient  pas 
dans  un  même  plan  {fig.  384)  ;  lai  projection  ab  est  alors  égale  à  la  por- 
tion de  Taxe  XY  comprise  entre  deux  plans  M  et  N  menés  par  A  et  B . 
perpendiculairement  à  cet  axe,  ou  bien  encore  à  la  portion  AD  de  la  pa- 
rallèle à  Taxe  menée  par  le  point  A  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  N.  Or 
le  triangle  rectangle  ABD  donne 

AD  =  AB  cosa    ou    a^  =  AB  cosa. 

THÉORÈME. 

706.  Vaire  de  la  projection  d^un  triangle  sur  un  plan  est  égale  à  l*airc 
de  ce  triangle  multipliée  par  le  cosinus  de  V  angle  aigu  que  forme  le  plan 
du  triangle  arec  le  plan  de  projection. 

Fig.  385.  Fig.  386. 


Supposons  d'abord  que  le  triangle  proposé  ABC  ait  un  de  ses  côtés  BC 
situé  dans  le  plan  P  de  projection  Ifig,  385).  Si  de  la  projection  a  du 
sommet  A  on  mène  la  perpendiculaire  aD  sur  BC,  la  droite  AD  sera,  en 
vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires,  la  hauteur  du  triangle  ABC. 
Or,  le  rapport  des  triangles  aBC,  ABC,  de  même  base  BC,  est  égal  au  rap- 
port des  hauteurs  aD  et  AD,  c'est-à-dire  au  cosinus  de  Tangie  aigu  ADa 
qui  mesure  l'inclinaison  des  deux  plans. 

Considérons  actuellement  un  triangle  ABC  placé  d'une  manière  quel- 
conque par  rapport  au  plan  de  projection  {^g,  386),  et  menons  par  le 
sommet  B  le  plus  voisin  de  ce  plan  un  plan  P'  qui  lui  soit  parallèle.  La 
projection  aBc  du  triangle  ABC  sur  le  plan  P'  est  égale  à  celle  qu'on  ob- 
tiendrait en  le  projetant  sur  le  plan  primitif.  Or,  soient  0  le  point  où  le 
côté  AC  prolongé  rencontre  le  plan  P',  et  a  l'angle  du  plan  ABC  et  du 
plan  de  projection  ;  le  triangle  ABC  étant  la  différence  de  deux  triangles 
ABO,  CfiO,  qui  ont  un  côté  BO  dans  le  plan  P',  on  a 

aBc  =  aBO  —  cBO  =  ABO  cos  a  —  CBOcosa 
=  (ABO  —  CBO)  cosa  =  ABC  cos  a. 

8. 
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GOROLLAI&B. 

707.  Le  théorème  s*étend  à  la  projection  de  Voire  d'un  polygone  plan 
et  même  d'une  courbe  plane  fermée. 

Il  suffît  de  faire  voir  que  la  proposition  a  lieu  pour  un  polygone,  puis- 
qu'une courbe  n'est  qu'un  polygone  d'un  nombre  infîni  de  côtés  infini- 
ment petits. 

Or,  soient  T,  T',  T*,. . .  les  aires  des  triangles  qui  composent  le  poly- 
gone plan  P  et  r,  t!^  /",...  les  triangles  correspondants  du*  polygone  p^ 
qui  est  la  projection  de  P  ;  chacun  des  triangles  de  la  deuxième  série  est 
évidemment  la  projection  du  triangle  correspondant  de  la  première,  et  si 
l'on  appelle  a  l'inclinaison  du  plan  du  polygone  P  sur  le  plan  de  projection, 
on  a 

r  =  TC0Sa,     £'  =  T'C0Sa,     /''=T''C0Sa,.,., 

d'où,  en  ajoutant, 

/-hr' -+-/"-!-. ..  =  (T-TTT'-t-T"-+-...)C08a    ou    ;?^^Pcosa. 

CENTRE  DES  DISTANCES  PROPORTIONNELLES. 

708.  Soient  Â  et  B  deux  points  donnés,  a  un  coefficient  ou  nombre  fixe, 
d'ailleurs  positif  ou  négatif,  correspondant  au  point  A,  et  6  un  coefficient 
relatif  au  point  B.  On  sait  (306]  que,  sur  la  droite  indéûnie  qui  passe  par 

les  points  Â  et  B,  il  existe  un  point  unique  M  tel,  que  le  rapport  ^^  soit 

égal  en  grandeur  et  en  signe  à •  Projetons  les  trois  points  A,  B,  M, 

sur  un  plan  quelconque  P,  parallèlement  à  une  direction  donnée  arbitraire- 
ment, et  proposons-nous  de  déterminer  la  longueur  de  la  projetante  MM, 
ou  z  du  point  M  en  fonction  des  coefficients  a  et  6,  et  des  projetantes 
AAj  =  a  et  BB,  =  6  des  points  A  et  B. 

II  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  les  coefficients  a  et  6  sont  de 
môme  signe  ou  de  signes  contraires. 

Fig.  387.  Fig.  388. 
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Dans  le  premier  cas  [fig,  387);  le  rapport  —  est  négatif  et,  par  suite 
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(306,  187),  le  point  M  est  situé  entre  A  et  B.  D'ailleurs,  en  menant  CMD 
parallèle  au  plan  P,  on  voit  que  le  rapport  jrr=  est  égal,  en  valeur  ab- 

Z=  s-- 

Dans  le  second  cas  {Jlg,  388),  le  rapport  —  est  positif  et,  par  suite,  le 

et 

point  M  est  situé  sur  Tun  des  prolongements  de  AB  (306,  187).  On  a 

alors 

6  _  MA  __  fl  —  a  z  —  fl 

""â"~MB""f^=ri  ^"  r^^ 

d'où 

*)  ^  =  -^ — r" 

a  -i-o 

C'est  la  même  formule  que  dans  le  premier  cas.  a  +  6  sera  le  coefficient 
attribué  au  point  M. 

709.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  points  A,  B,  M,  étaient  si- 
tués d'un  même  cété  du  plan  P  ;  mais  cette  restriction  n'est  pas  néces- 
saire, et  la  formule  (i)  subsiste  pour  toutes  les  dispositions  possibles  de 
la  figure,  pourvu  qu'on  regarde  les  nombres  tf ,  b,  z,  qui  mesurent  les  pro- 
jetantes, comme  positifs  pour  les  points  situés  d'un  côté  du  plan  P,  et 
comme  négatifs  pour  le^ points  situés  du  cété  opposé. 

En  effet,  les  points  A,  B,  M,  étant  situés  d'une  manière  quelconque  par 

rapport  au  plan  P,  menons  un  plan  P'  parallèle  à  P  et  à  une  distance  à 

assez  grande  pour  que  les  trois  points  A,  B,  M,  soient  au-dessus  du  plan  F. 

Alors,  si  a',  b\  z',  mesurent  les  projetantes  relatives  à  ce  plan  P',  oo 

aura  (708) 

(a  -h  6)  z'^a'oL-f-Vt, 

En  retranchant  de  cette  égalité  l'identité 

on  obtient  la  relation 

(a-He)(z'-A)  =(a'-A)aH-(A'-A)6. 

Mais,  en  ayant  égard  aux  signes  des  projetantes,  on  a  toujours 

z*-h  =  %,    a'-h^a,    b'-h^b, 
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a,  by  z,  étant  les  projetantes  relatives  au  plan  P.  Donc  la  formule 

subsiste  dans  tous  les  cas. 

710.  Gela  posé,  soient  A,  B,  G,  D, . . . ,  L,  autant  dépeints  qu'on  voudra, 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace;  désignons  par  a,  6,  y, 
^,...,>,  les  coefficients  correspondants,  et  par  a,  b,  c,  £f,...,/,les  nombres 
positifs  ou  négatifs  qui  mesurent  les  droites  projetant  obliquement  ou  or- 
thogonalement  les  points  A,  B,  G,  D^...,  L,  sur  un  plan  quelconque  P. 

Sur  la  droite  AB  (Jig,  889)  prenons  le  point  M,  tel,  que 

M.A_      6 
M,  B  ~      â' 

La  projetante  z^  de  ce  point  sera,  en  grandeur  et  en  signe, 

aot-^b^ 

z  =  ^  ■  • 

»         a -+-6 


Menons  M^G  et  prenons  sur  cette  droite  le  point  M,  tel,  que 

M,M, 7_ 

M,G  ""      a-HÔ' 

La  projetante  z,  de  ce  point  sera 

__  a,  (a-j-6)-i-c7_  aoL-^b^-hcy 
'~'    (a-*-6)-t-7     ""     a-t-6-+-7 

En  menant  de  même  M,D  et  prenant  sur  cette  droite  un  point  M, 

tel,  que 

M,M^ 9 

MjD  ~      a-H6-t-7  ' 

et  continuant  ainsi  jusqu'au  dernier  point  L,  on  obtiendra  finalement  un 
point  M  dont  la  projetante  z  aura  pour  expression 

,   V  aa-hbî-hcy-^.  ..-hl'k 

(a)  z  = z '- . —  • 

a -+-6 -4-7-+-..  -hA 
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On  dit  que  ce  point  M  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des 
points  donnés  (Â,  a)  (B,  6),  (G,  7)^.0  (L,  >).  On  arrive  d'ailleurs  au 
même  point  M  dans  quelque  ordre  que  Ton  joigne  les  points  donnés;  cela 
résulte  de  ce  que  la  formule  (  2  ),  qui  exprime  la  distance  du  point  M  à 
un  plan  quelconque  P  ne  porte  aucune  trace  de  Toi^re  suivi. 

Dans  le  cas  où  tous  les  coefficients  a,  6,  7,...,  X,  sont  égaux  entre  eux, 
le  point  M  prend  le  nom  de  centre  des  moyennes  distances;  sa  distance  à 
un  plan  quelconque,  comptée  parallèlement  à  une  droite  arbitraire,  est 
donnée  par  la  formule 

^  n 

n  étant  le  nombre  des  points  considérés. 
71i.  La  formule  (2),  qu'on  peut  écrire 

(3)  z2a  =  2aa, 

en  désignant  en  général  par  la  notation  2a  la  somme  de  tous  les  coeffi- 
cients et  par  2ax  la  somme  de  tous  les  produits  a  oc,  66,...,  /X,  exprime 
que  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  projetante  de  chaque 
point  ptvr  son  coefficient  est  égale  au  produit  de  la  projetante  du  centre 
des  distances  proportionnelles  par  la  somme  des  coefficients. 

Pour  que  z  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  a  le  soit,  car  on  sup- 
pose expressément  que  la  somme  sa  des  coefficients  donnés  est  diffé- 
rente de  zéro.  Donc,  pour  qu^un  plan  passe  par  le  centre  des  distances 
proportionnelles,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  produits  obtenus 
en  multipliant  chaque  projetante  relative  à  ce  plan  par  le  coefficient  cor^ 
respondant  soit  égale  à  zéro.  Cette  condition  se  réduit  à  2a  =  o,  lors- 
qu'il s*agit  du  centre  des  moyennes  distances. 

712.  Dans  le  cas  où  tous  les  points  donnés  A,  B,  C,. . .,  L,  sont  dans 
an  même  plan  Q,  le  centre  M  est  aussi  dans  ce  plan.  Si  Ton  prend  alors 
pour  direction  des  projetantes  une  parallèle  au  planQ,  tous  les  pieds  des 
projetantes  seront  situés  sur  Tintersection  XY  du  plan  Q  et  du  plan  P 
de  projection  ;  cela  revient  donc  à  projeter  sur  une  droite  quelconque  XY 
du  plan  Q. 

713.  Soient  A,,  A,,...,  B,,  B,,...,  deux  groupes  de  points;  M  le  centre 
des  distances  proportionnelles  du  premier  groupe,  et  Z  le  centre  des  dis- 
tances proportionnelles  du  système  formé  par  tous  les  points  des  deux 
groupes. 

Appelons  a,,  a,,...,  p,,^,,...,  les  coefficients,  a,,  a,,...,  6,,  6,,...,  les 
projetantes  des  points  donnés,  et  désignons  par  m  et  par  z  les  proje- 
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tantes  de  M  et  de  Z.  On  aura,  par  la  fonnule  (2), 
d'où,  en  posant  Za=:  fA, 

Le  point  Z  est  donc  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
M,  Bp  B,,...,  quand  on  donne  à  M  un  coefficient  égal  à  fi. 

Ainsi,  cians  la  recherche  du  centre  des  distances  proportionnelles  d'un 
système  de  points,  on  peut  remplacer  plusieurs  de  ces  points  par  leur 
centre  particulier ,  pourvu  qiCon  donne  à  ce  centre  un  coefficient  égal  à  la 
somme  des  coefficients  des  points  correspondants. 

Inversement,  on  peut  remplacer  un  point  par  plusieurs  autres,  dont 
il  est  le  centre,  et  dont  la  somme  des  coefficients  est  égale  à  son  coef- 
ficient. 

CENTRE  DE  GRAVITÉ. 

714.  On  appelle  centre  de  gravité  d'une  ligne  droite  AB  le  centre  des 
moyennes  distances  de  ses  extrémités  A  et  B,  c'est-à-dire  par  conséquent 
le  milieu  de  cette  droite. 

Le  centre  de  gravité  d'une  ligne  brisée  plane  est  le  centre  des  distances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  divers  côtés  de  ce  contour  po- 
lygonal, ces  centres  ayant  des  coefficients  proportionnels  aux  côtés  cor- 
respondants. 

Il  est  aisé  de  voir,  d'après  cela,  que  le  centre  de  gravité  du  périmètre 
d*un  triangle  ABC  est  le  centre  0  du  cercle  inscrit  au  triangle  A'B'C  formé 
.  enjoignant  les  milieux  des  côtés  du  triangle  primitif  [fig.  Sgo).  En  effet, 
si  Ton  mène  les  trois  hauteurs  A' A',  B'B',  C'C,  du  triangle  A'B'C,  et  si 
Ton  applique  la  formule  (3)  en  projetant  successivement  sur  chacun  des 
côtés  de  ce  triangle,  on  trouve 


AB.C'C  BC.A'A*  CA.B'B 


* 


AB-+-BC^-CA'     AB-+-BC-T-CA'     AB-*-BCVCa' 

Fig.  390. 


pour  les  distances  du  centre  de  gravité  aux  trois  droites  A'B',B'C,  C'A'. 
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Or,  comme  les  numérateurs  de  ces  trois  fractions  représentent  chacun 
Taire  du  triangle  ABC,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  cherché  est  équi- 
distant  des  trois  côtés  du  triangle  A'B'C.  * 

715.  On  appelle  centre  de  gravité  de  Taire  d'un  triangle,  ou  plus  rapi- 
dement centre  de  gravité  d'un  triangle,  le  centre  des  moyennes  distances 
des  trois  sommets. 

Il  est  aisé  de  voir  {^g,  391  )  que  le  centre  de  gravité  G  d'un  triangle 
ABC  est  le  point  de  concours  des  médianes  de  ce  triangle;  car,  pour  avoir, 
ce  centre,  il  faut,  d'après  la  construction  même  du  n""  710,  prendre  le  mi- 
lieu I  de  BC,  puis  diviser  lA  de  telle  sorte  que  ttt^  — *  DonclepointG 
est  sur  la  médiane  AI,  au  tiers  de  sa  longueur  à  partir  de  la  base,  etc. 

716.  Un  polygone  ABGDB  étant  donné  (/g,  892),  si  on  le  décompose 
en  triangles,  en  joignant  tous  ses  sommets  à  un  point  0  pris  dans  son  plan, 


et  que  Ton  cherche  le  centre  G  des  distances  proportionnelles  des  centres 
de  gravité  Gj,G„G3,G4,  G^,  de  ces  triangles,  en  leur  attribuant  des  coef- 
ficients proportionnels  aux  aires  des  triangles  correspondants,  on  aura  ce 
qu'on  appelle  le  centre  de  gravité  du  polygone.  Si  le  point  0  est  pris  à 
Tintérieur  du  polygone,  tous  les  triangles  sont  additifs,  et  Ton  donne  à 
tous  les  coefBcientft  le  signe  +  ;  si  le  point  0  est  pris  à  Tex teneur  du  po- 
lygone, il  y  a  des  triangles  additifs  et  des  triangles  soust!*actifs,  et  Ton 
donne  pour  coefficients  aux  centre?  de  gravité  des  triangles  additifs  les 
aires  de  ces  triangles  précédées  du  signe  +,  et  aux  centres  de  gravité 
des  triangles  soustracUfs  les  aires  de  ces  triangles  précédées  du  signe  — . 
Pour  légitimer  cette  définition,  il  faut  prouver  que  la  position  du  centre 
de  gravité  G  du  polygone  est  indépendante  de  la  position  qu'occupe  le 
point  O  dans  son  plan.  A  cet  effet,  projetons  la  figure  sur  un  plan  quel* 
conque  P,  en  donnant  aux  projetantes  une  direction  perpen<]iculaire  au 
plan  ABCDB.  Soient  ^,  g|,g„  gi^gi^g^,  les  projetantes  des  points  G,  G,, 
G„  0„  G^,  Gj,  et  7,  7„  7„  7^,  y^,  7,,  les  coefficients  correspondants, 
c'est*à-dire  les  aires  du  polygone  ABCDE  et  des  triangles  OAB,  OBG,  OGD, 
Ora,  OEA,  prises  avec  les  signes  convenables. 
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La  formule  (3)  donnant 

y.  g  représente  le  volume  du  tronc  de  prisme  droit  dontABCDE  est  la  base. 
En  efTet  g^,  projetante  du  point  Gp  est  égal  au  tiers  des  projetantes  des 
points  0,  A  etB,  puisque  g^  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  trois 
sommets  du  triangle  OAB.  Donc  7,.^,  représente  (653)  le  volume  du  tronc 
du  prisme  d  roi  t  don  tOAB  est  la  base.  De  même,  les  produits  Vt.g',,  lyg^i-' 
•représentent  les  volumes  des  troncs  de  prisme  construits  sur  OBC,  OCD,.... 
D'ailleurs,  comme  les  facteurs  7,,  7,,  73,...,  sont  positifs  ou  négatifs, 
suivant  que  les  triangles  correspondants  sont  additifs  ou  soustractife,  on 
voit  que  les  produits  7,. g',,  7,.5'ai'-'  ont  naturellement  le  signe  -+-  ou  le 
signe  —,  suivant  que  les  troncs  de  prisme  qu'ils  représentent  sont  addi- 
tifs ou  soustractifs.  Donc,  enfin,  le  second  membre  de  la  relation  précé- 
dente exprime  la  mesure  du  volume  du  tronc  de  prisme  construit  sur  le 
polygone  ABGDE  ;  et,  en  désignant  ce  volume  par  Y,  on  a 

7./f=V    ou    g=-r' 

La  distance  du  point  G  à  un  plan  quelconque  P,  comptée  perpendicu- 
lairement au  plan  ABCDE,  est  donc  indépendante  de  la  position  que  le 
point  0  occupe  dans  le  plan  du  polygone. 

717.  Cherchons,  par  exemple,  le  centre  de  gravité  d'un  trapèze  ABCD 

(^'  393). 

D'après  le  théorème  précédent,  le  point  G  est  le  centre  des  distances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  triangles  ABD,  BDC,  ces  points 
ayant  des  coefficients  proportionnels  aux  aires  de  ces  triangles,  c'est-à* 
dire  à  leurs  bases  AB  et  DC,  puisqu'ils  ont  même  hauteur,  ou  à  3  AI  et 
3  KG,  les  points  I  et  K  étant  les  milieux  de  AB  et  de  DC.  Mais  (713)  on 

Fig,  393, 

E  A  '    l        B 


A-" 


peut  remplacer  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABD  par  le  système  des 
trois  points  A,  B,  D,  affectés  chacun  d'un  coefficient  égal  à  AI,  et  le  centre 
de  gravité  du  triangle  BDC  par  le  système  des  trois  points  B,  D,  C, 
affectés  chacun  d'un  coefficient  égal  à  KC.  On  a  donc  en  somme  à  prendre 
le  centre  des  distances  proportionnelles  des  quatre  points  Ai  B,  C,  D, 
affectés  respectivement  de  coeflSicients  égaux  à  AI,  AI -4-  RC,  KC,  AI-4-  KC. 


k 
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Or,  les  points  A  et  B  peuvent  être  à  leur  tour  remplacés  par  le  point  I, 
ayant  aAI-f-KC  pour  coefficient,  et  les  points  D  et  C  par  le  point  K,  ayant 
iKC-^AI  pour  coefficient.  Le  centre  de  gravité  G  du  trapèze,  étant  le 
centre  des  distances  proportionnelles  de  ces  deux  points  I  et  K,  s'ob- 
tiendra en  divisant  IK  en  deux  parties  telles  que 

GI  __      2KC-4-AI^      DC-^AI 
GK""      2Al-r-KC  AB^KC' 

Par  suite,  si  Ton  prolonge  BA  d'une  longueur  AE  égale  à  DC,  et  DC 
d'ane  longueur  GF  égale  à  AB,  la  droite  EF  coupera  IK  au  point  de- 
mandé G. 

718.  Pour  déterminer  les  centres  de  gravité  des  volumes,  on  suit  une 
marche  entièrement  analogue  à  celle  qu'on  vient  d'exposer. 

Après  avoir  défini  le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  comme  étant  le 
centre  des  moyennes  distances  de  ses  sommets,  on  définira  le  centre  de 
gravité  d^un  polyèdre  quelconque  comme  étant  le  centre  des  distances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  tétraèdres  additifs  ou  sous- 
tractifs  qu'on  obtient  en  joignant  à  tous  les  sommets  du  polyèdre  un 
point  0  pris  à  volonté  dans  l'espace;  ces  centres  de  gravité  doivent  être 
d'ailleurs  affectés  chacun  d'un  coefficient  proportionnel  au  volume  du 
tétraèdre  correspondant.  On  démontrera,  par  un  raisonnement  semblable 
à  celui  du  n^  716,  que  la  position  du  centre  de  gravité  ainsi  défini  ne  dé- 
pend pas  de  la  position  du  point  0. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer  ce  sujet  et  d'en  faire  des 
applications.  Les  problèmes  de  ce  genre  ont  leur  véritable  place  dans  la 
Statique,  où  Ton  aperçoit  mieux  leur  utilité.  Les  centres  de  gravité  ne 
jouent  qu'un  rôle  fort  restreint  en  Géométrie  pure,  où  ils  interviennent 
cependant  d'une  manière  intéressante  pour  l'évaluation  de  quelques  aires 
et  de  certains  volumes,  comme  nous  allons  le  voir  inmiédiatement  pour 
ie  tronc  de  prisme  quelconque,  et  comme  nous  le  montrerons  plus  tard 
à  la  suite  de  l'étude  des  corps  ronds« 

Fîg.  394. 


Noos  nous  arrêterons  néanmoins  un  instant  sur  le  centre  de  gravité  du 
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tétraèdre.  En  remplaçant  ([fig,  394)  les  deux  sommets  A  et  B  par  leur 
milieu  I  affecté  du  coefficient  a  et,  de  même,  les  sommets  G  e(  D  par 
leur  milieu  K  affecté  du  coefficient  a,  on  voit  que  le  centre  de  granité  G 
da  tétraèdre  est  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux 
arêtes  opposées  AB  et  CD. 

Si,  procédant  autrement,  on  rempls|ce  les  trois  points  B,  C,  D,  par  le 
centre  de  gravité  0  du  triangle  BCD,  affecté  du  coefficient  3,  on  voit  que 
le  centre  de  gravité  G  est  sur  la  droite  AO  en  un  point  tel,  que 

7TT  =  —  ô  '     c  est-à-dire    GO  =  -r-  • 

uA  o  4 

En  réunissant  ces  deux  résultats,  on  a  la  proposition  suivante  :  Dans 
tout  tétraèdre  y  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  de  chaque  couple 
d  ^arêtes  opposées,  et  les  quatre  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au 
point  de  rencontre  des  médianes  de  la  face  opposée,  passent  par  un  même 
point  ;  ce  point  est  situé  au  milieu  des  trois  premières  droites  y  et  poar 
chacune  des  quatre  autres  il  est  aiix  trois  quarts  de  sa  longueur  comptée 
à  partir  du  sommet  correspondant, 

THÉORÈME. 

719.  U aire  latérale  d'un  tronc  de  prisme  quelconque  est  égale  aupro^ 
duit  du  périmètre  de  la  section  droite  par  la  portion  de  la  parallèle  aux 
arêtes  du  prisme,  menée  par  le  centre  de  gravité  du  contour  de  la  sec- 
tion droite  et  comprise  entre  les  deux  bases  du  tronc  [Jîg,  396). 

Fig.  395. 
E    F     D 


Soient  A'B'C'D'E'  A'B'C'D'E*  le  tronc  de  prisme,  et  ABCDE  une  sec- 
tion droite  située,  par  exemple,  au-dessus  des  deux  bases.  Par  les  mi- 
lieux L,  M,  N,  P,  R,  des  côtés  de  la  section  droite,  et  par  le  centre  de 
gravité  G  du  contour  de  cette  section,  concevons  des  parallèlesaux  arêtes 
du  prisme,  et  appelons  respectivement  l\m'^n\p\  r^,g\  les  longueurs  de 
ces  parallèles  prolongées  jusqu'au  plan  de  la  base  A'B'C'D'E',  et  /",  m', 
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n^ij^sT^,^^  les  longueurs  des  mêmes  parallèles  prolongées  jufiqu'au  plan 
de  la  base  A'B'C"D"E^  X,  u,  v,  tt,  p,  étant  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DE,  EA, 
de  la  section  droite,  on  aura,  par  la  formule  (  3  ), 

(>-i-^-j-v-f-7r-Hp)^  =  X/''-f-pi  iw*-t-  V  /l'-T-  7r/>"-+-  p  r* , 

d*oà,  en  retranchant. 

Le  second  membre  représente  évidemment  la  somme  des  aires  des  faces 
latérales  du  tronc  de  prisme  ;  il  doit  donc  en  être  de  même  du  premier. 
Or,  ce  premier  membre  est  le  produit  du  périmètre  X-t-^-i-v-+-7r-t-pde 
la  section  droite,  parla  portion^— ^'  de  la  parallèle  aux  arêtes  du  prisme 
menée  par  G  et  comprise  entre  les  plans  A'B'C'D'F  et  A'B'CiyE'. 

THÉORÈME. 

7S0.  Les  centres  de  gravité  des  aires  de  toutes  les  sections  planes  d'un 
prisme  sont  situés  sur  une  même  parallèle  aux  arêtes  de  ce  prisme. 

Le  théorème  est  évident  pour  le  prisme  triangulaire,  car,  lorsqu'on 
projette  obliquement  ou  orthogonalement  un  triangle  sur  un  plan,  chaque 
médiane  du  triangle  primitif  a  pour  projection  une  médiane  du  nouveau 
triangle. 

Considérons  actuellement  un  prisme  quelconque  ;  soit  ABCDE  [fig.  392  ) 
sa  section  droite,  qu'on  a  décomposée  en  triangles  en  joignant  aux  divers 
sommets  un  point  quelconque  0  de  son  plai\;  soit  P  le  plan  d'une  section 
quelconque  incliné  d*un  angle  a  sur  le  plan  de  la  section  droite.  Conser- 
vons toutes  les  notations  du  n^  716,  et  désignons  par  A',  B',  C,  IV,  E',  (y, 
G',  G', ,  G3,  G3,  G4,  G\,  les  points  où  les  arêtes  du  prisme  et  les  parallèles 
à  ces  arêtes  menées  par  les  points  0,  G,  G,,  G„  G3,  G^,  G^,  rencontrent 
le  plan  P.  G  étant  le  centre  de  gravité  de  la  section  droite,  on  a 

et,  par  suite,  en  multipliant  par  cos  a, 

7  COSX,g  =  7,  cos  a.g',  -^  7,  COSct.g^ 

-1-  7,  cos  z.g^  -7-  7,  cos  a,g^  -f-  7^  cos  OL.g^, 

Mais  les  pointe  G',,  G',,  G',,  G^,  G'»,  sont,  d'après  le  premier  alinéa,  les 
centres  de  gravité  des  triangles  (XA'B',  O'B'C,  O'C'D',  O'D'E',  (yE'A', 
dont  se  compose  la  section  par  le  plan  P,  et  7,co8a,  7,  cos  a,  7300801, 
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74  C08  oLf  7j  cosa  sont  (706)  les  aires  de  ces  triangles  prises  avec  le  signe  -+- 
ou  le  signe  —,  suivant  que  ces  triangles  sont  additifs  ou  soustractife. 
Donc  la  dernière  relation  exprime  que  le  point  G'  est  le  centre  de  gravité 
de  la  section  oblique. 

•721 .  Le  théorème  correspondant  sur  les  centres  de  gravité  des  péri- 
mètres des  diverses  sections  planes  d'un  prisme  n'est  pas  vrai.  Les  centres 
des  périmètres  des  sections  faites  par  une  série  de  plans  parallèles  sont 
bien  situés  sur  une  même  droite  parallèle  aux  arêtes,  mais  cette  droite 
se  déplace  lorsque  Tinclinaison  de  la  série  des  plans  parallèles  vient  à 
changer. 

THËOBËME. 

722.  Le  volume  d'un  tronc  de  prisme  quelconque  est  égal  au  produit 
de  l'aire  de  la  section  droite  par  la  distance  des  centres  de  granité  des 
deuâ:  bases. 

Dans  le  cas  où  la  section  droite  est  Tune  des  deux  bases  du  tronc,  le 
théorème  résulte  immédiatement  de  ce  qui  a  été  dit  aux  n"^  716  et  720. 
En  effet,  on  a  vu  au  n^  716  qu'en  désignant  par  V  le  volume  d'un  pareil 
tronc,  par  7  l'aire  de  la  section  droite,  et  par  ^  la  parallèle  aux  arêtes  du 
prisme  menée  par  le  centre  de  gravité  de  cette  section  droite  jusqu'à 
l'autre  base,  on  avait  V  =  ^.7,  et  l'on  sait,  d'après  le  n""  720,  que  celte 
droite  g  réunit  les  centres  de  gravité  des  deux  bases. 

Considérons  actuellement  un  prisme  dont  les  arêtes  soient  obliques  sur 
les  bases  A'B'C'D'E'  et  A'B''C'D''E'(/^.  395).  Désignons  par  V  son  vo- 
lume, menons  une  section  droite  ÂBCDE  au-dessus  des  deux  bases,  et  ap- 
pelons S,  V,  Y",  l'aire  de  cette  section  et  les  volumes  des  deux  troncs 
compris  entre  cette  section  et  chacune  des  deux  bases  primitives.  Si  Ton 
observe  que  les  centres  de  gravité  G,  G',  G",  de  la  section  droite  et  des 
deux  bases  sont  sur  une  même  parallèle  aux  arêtes,  on  a 

V"  =  S.GG",    V'=S.GG' 

et,  par  soustraction, 

V''-V'  =  S(GG''-GG'),    ou    V  =  S.G'G^ 
Sgolie. 

723.  Soit  {fig.  396)  G'Kla  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gra- 
vité de  l'une  des  bases  sur  l'autre;  a  étant  l'angle  G'  du  triangle  rec- 
tangle KG'G',  on  a 

G''K  =  G'G''cosa; 

mais  l'angle  «  est  égal  à  l'angle  du  plan  de  la  section  droite  ÂBCDE  et 
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du  plan  delà  base  A'B'C'iyE',  dont  nous  désignerons  Taire  par  B;  on  a 
donc  (707) 

S  =  Bco8a, 

et  par  suite 

V  =  S.G'G"  =  Bcosa  — =  B.G''K. 

COSa 

De  là,  cet  autre  énoncé  : 

Le  volume  d*un  tronc  de  prisme  quelconque  est  égal  au  produit  de 
Vitne  des  bases  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  de 
l'autre  base  sur  le  plan  de  la  première» 

724.  Nous  devons  signaler  à  l'attention  du  lecteur  le  mode  de  démon- 
stration employé  au  no716.  Cette  méthode»  dite  par  les  solides  auxiliaires 
et  qui  consiste  à  faire  intervenir  la  Géométrie  de  Tespace  dans  la  solu- 
tion d'un  problème  de  Géométrie  plane,  se  distingue  par  le  caractère  in- 
tuitif des  démonstrations  qu'elle  fournit.  Les  travaux  de  Desargues,  de 
Monge  et  de  Poncelet,  en  offrent  des  exemples  nombreux  et  remar- 
quables. 

MÉTHOOB  FONOÉE  SUE  LA  PROJBCnON  CENTRALE. 

7Î5.  Quand  deux  6gurês  planes  sont  la  perspective  (5d6]  l'une  de 
Tautre,  certaines  propriétés  de  la  première  figure  conviennent  encore  à 
la  seconde  ;  on  qualifie  de  projectiles  les  propriétés  qui  se  conservent 
ainsi  en  projection. 

Toutes  les  propriétés  descriptives  sont  projectives  ;  car,  si  plusieurs 
points  sont  en  ligne  droite,  leurs  projections  sont  en  ligne  droite,  et, 
quand  plusieurs  droites  concourent  en  un  même  points  leurs  projections 
passent  par  la  projection  de  ce  point. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  relations  métriques.  Quelques-unes, 
comme  la  proportion  harmonique,  sont  projectives;  mais  la  plupart, 
même  les  plus  simples,  ne  le  sont  pas.  Ainsi,  Tégalité  entre  les  deux 
segments  d'une  ligne  droite  n'est  projective  que  dans  le  cas  très-parti- 
culier où  il  y  a  parallélisme,  soit  entre  les  projetantes,  soit  entre  la 
droite  considérée  et  sa  projection. 

Pour  démontrer  sur  une  figure  donnée  une  propriété  que  Von  sait  être 
projectii^e^  il  suffit  de  prouver  que  la  propriété  a  lieu  pour  Vune  quel- 
conque des  projections  de  cette  figure.  L'application  de  ce  principe  évi- 
dent constitue  un  moyen  de  recherche  connu  sous  le  nom  de  méthode 
par  projection^  et  qui  est  de  beaucoup  le  plus  fécond  parmi  les  procédés 
qui  reposent  sur  Tintervention  de  la  Géométrie  de  l'espace  dans  les  ques- 
tions de  Géométrie  plane. 
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Toutefois,  comme  oA  ne  fait  ainsi  que  ramener  un  problème  à  un  autre, 
il  importe  de  choisir  le  centre  et  le  plan  de  projection,  de  façon  que  la 
nouvelle  figure  offre  des  circonstances  plus  propres  à  la  recherche  qu'on 
a  en  vue.  Pour  obtenir  une  projection  plus  simple  que  la  figure  proposée, 
on  projette  ordinairement  celle-ci  de  telle  sorte  qi£un  de  ses  points  ou 
une  de  ses  droites  passe  à  l'infini  dans  la  projection.  Il  suffit  évidem- 
ment pour  cela  que  le  plan  de  projection  soit  parallèle,  dans  le  premier 
cas  à  la  projetante  du  point  considéré,  et  dans  le  second  cas  au  plan  pro- 
jetant de  la  droite  qu'on  veut  rejeter  à  Finfini.  C'est  ainsi  qu'i/A  quadri- 
latère complet  donne  un  parallélogramme,  quand  on  projette  sur  un  plan 
parallèle  à  celui  qui  passe  par  le  centre  S  de  projection  et  par  Vune  de 
ses  trois  diagonales;  et  môme,  comme  l'un  des  angles  de  ce  parallélo- 
gramme est  égal  à  celui  sous  lequel  on  voit  du  point  S  la  diagonale  con- 
sidérée, on  peut,  par  un  choix  convenable  du  centre  S,  donner  au 
parallélogramme  obtenu  un  angle  de  telle  grandeur  qu'on  voudra  (entre 
zéro  et  180  degrés). 

726.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  par  projection  à  trois  théo- 
rèmes, déjà  démontrés  d'une  autre  manière  (315,  331,  330). 

1°  Dans  un  quadrilatère  complet  ABGDEF,  chaque  diagonale  ÂC  est 
divisée  harmoniquement  par  les  deux  autres  BG  et  EF  (fig,  206).  En 
projetant  de  façon  à  rejeter  la  projection  de  EF  à  l'infini,  on  obtient  un 
parallélogramme  abcd  dans  lequel  la  propriété  énoncée  est  évidente  ;  car 
la  droite  ac^  étant  rencontrée  par  bd  en  son  milieu  et  par  la  troisième 
diagonale  à  l'infini,  se  trouve  divisée  harmoniquement  (336). 

%^  Quand  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  sont  tels  que  leurs  côtés  homo- 
logues se  coupent  deux  à  deux  en  trois  points  a,  ^,  7,  situés  en  ligne 
droite,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  /iomologues  concourent  en  un 
même  point  0  [fig>  21 1).  En  projetant  la  figure  de  façon  que  la  projection 
de  la  droite  a^  passe  à  l'infini,  on  est  ramené  à  démontrer  la  même 
propriété  pour  deux  triangles  abc^  a'b'c\  ayant  leurs  côtés  homologues 
parallèles;  or,  on  sait  que  deux  triangles  de  ce  genre  sont  homo thé- 
tiques  (369). 

3"*  Quand  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  sont  tels  que  les  droites  qui 
•oignent  leurs  sommets  homologues  concourent  en  un  même  point  0,  les 
côtés  homologues  se  coupent  deux  à  deux  en  trois  points  a,  p,  y,  situés 
en  ligne  droite  {fig,  211).  En  projetant  la  figure  de  façon  que  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  a  et  p  ait  sa  projection  à  Tinfini,  on  obtient  deux 
triangles  abc^  a'b'c',  qui,  comme  les  premiers,  ont  leurs  sommets  homo- 
lognes  situés  sur  des  rayons  issus  d'un  même  point  o  (projection  de  O), 
mais  qui  ont  en  outre  deux  couples  cb  et  c'b\  ca  et  ifd^  de  côtés  homo- 
logues parallèles  ;  il  suffit  alors  de  prouver  le  parallélisme  de  ab  et  de  o'^'. 
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Or,  cela  résulte  de  ce  que  le  rapport  de  oa'  k  oa  est  égal  à  celui  de  ob' 
à  oby  puisque  chacun  de  ces  rapports  équivaut  à  celui  de  od  à  ac. 

727.  Ces  exemples  suffisent  pour  faire  comprendre  l'esprit  de  la  mé- 
thode, dont  toute  la  portée  n'apparaîtra  d'ailleurs  que  lorsque  nous  trai- 
terons des  coniques. 

Voici,  pour  terminer,  une  règle  importante,  qui  permet  de  reconnaître 
à  simple  vue  que  certaines  relations  métriques  sont  projcctives. 

Une  fraction,  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  cJiacun  le 
produit  fie  facteurs  exprimant  de  simples  distances  AB,  CD, . . . ,  entre  les 
divers  points  cVune  figure  plane,  est  projective,  si  les  mêmes  lettres  se 
retrouvent  dans  les  facteurs  linéaires  qui  composent  les  deux  termes,  et  si 
à  chaque  distance  appartenant  à  Vun  des  termes  correspond  dans  Vautre 
terme  une  distance  qui  soit  sur  la  même  droite  que  la  première. 

En  effet,  soient  Â,  B,  C,  D,. . .,  les  divers  points  d'une  figure  plane, 
et  A',  B',  C,  D',. . .,  les  points  correspondants  de  sa  projection  sur  un 
autre  plan.  Désignons  par  a,  ^,  c,  </,. . .,  les  longueurs  des  projetantes 
SA,  SB,  se,  SD;. . . .  et  par  /?,  ^,. . . ,  les  distances  du  centre  S  de  pro^ 
jection  aux  droites  AB,  CD,  —  En  égalant  deux  expressions  bien  connues 
de  l'aire  du  triangle  SAB,  on  a 

AB./7=fl.ô.sinASB,    d'où    AB=^sinASB, 

et  l'on  aurait  de  même 

CD=  —  sinCSD,.... 

Or,  quand  on  substituera  aux  facteurs  linéaires  AB,  CD,. . .,  les  valeurs 
ci-dessus,  les  quantités  a,  ^, . . .  disparaîtront  en  vertu  de  la  première 
condition,  et  il  en  sera  de  même  des  quantités  /?,  ^,. . .,  en  vertu  de  la 
deuxième  hypothèse.  Il  ne  restera  donc  qu'une  fraction  qui  se  déduira 
de  la  proposée  en  y  remplaçant  chaque  facteur  AB,  CD,. . .,  par  le  sinus 
de  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  S  chaque  segment  correspon- 
dant AB,  CD, La  valeur  de  la  fraction  considérée  ne  dépend  donc  que 

des  valeurs  des  angles  des  projetantes,  et  nullement  de  la  position  du 
plan  de  la  figure  ABCD,  de  sorte  que  la  fraction  composée  de  la  même 
manière  avec  les  segments  homologues  À'B',  CD',...,  de  la  figure 
A'B'C'D',. . . ,  aura  la  même  valeur. 

Cette  proposition  contient  évidemment  comme  cas  particulier  celle  du 
n"  322,  car  l'expression 

CA     DA  CA.DB 

• ou  

CB  •  DB  CB.DA 

II.  9 
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remplit  les  conditions  prescrites  dans  la  règle  précédente.  Non-S6u)e> 

ment,  on  démontre  ainsi  d'une  nouvelle  manière  que  le  rapport  nnhar- 

monique  de  quatre  points  en  ligne  droite  est  projectif;  mais  on  trouve  en 

outre  une  valeur 

sinCSA  .  sin  DSA 

sin  CSB  '  sin  DSB 

du  rapport  anhar monique  d'un  faisceau  de  quatre  droites  SA,  SB,  SC,  SD, 
situées  dans  un  même  plan,  qui  ne  dépend  que  des  angles  de  ces 
droites,  et  qui  n'exige  pas  la  considération  d'une  transversale  auxi- 
liaire. 

Ajoutons  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  A,  B,  C,  D,  pas- 
sant par  une  même  droite,  est  susceptible  de  l'expression  analogue 

smCA     smDA 


sin^^ 


sin  DB 


>^ 


dans  laquelle  la  notation  CA  représente  l'angle  des  plans  G  et  A.  Cette 
remarque  résulte  de  ce  que  le  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  de 
quatre  plans  est  égal  à  celui  du  faisceau  des  quatre  droites  suivant  les- 
quelles ces  plans  sont  coupés  par  un  plan  perpendiculaire  à  leur  arôte 
commune. 

FIGURES  HOMOLOGIQUBS. 

728.  A  la  méthode  par  projection  se  rattache  directement  la  théorie  des 
figures  homologiques  qui  est  due  à  Poncelet,  et  qui  se  recommande  à  la 
fois  par  le  rôle  considérable  qu'elle  joue  en  Géométrie  pure,  et  par  l'heu- 
reux parti  qu'on  peut  en  tirer  en  Géométrie  descriptive. 

On  dit  que  deux  figures  situées  dans  un  même  plan  sont  homologiques  y 
quand  eUes  se  correspondent  point  par  point  et  droite  par  droite^  de  telle 
sorte  que  deux  points  homologues  quelconques  soient  en  ligne  droite 
avec  un  point  fixe  y  et  que  deux  droites  homologues  quelconques  se 
coupent  sur  une  droite  fixe.  Le  point  fixe  prend  le  nom  de  centre  d'homo- 
logie,  et  la  droite  fixe  celui  d'axe  d'homologie. 

Des  deux  dernières  conditions  énoncées  dans  la  définition,  il  suffit  que 
l'une  soit  satisfaite  pour  que  l'autre  soit  remplie  ;  ainsi  : 


Deux  figures  sont  homologiques, 
si  elles  se  correspondent  point  par 
point  et  droite  par  droite,  de  façon 
que  deux  points  homologues  quel- 
conques soient  en  ligne  droite  açec 
un  point  fixe. 


Deux  figures  sont  Itomologiques^ 
si  elles  se  correspondent  point  par 
point  et  droite  par  droite,  de  façon 
que  deux  droites  ïiomologues  quel-- 
conques  se  coupent  sur  une  droite 
fixe. 


LITBB  YI.   —   LB8  POLTilDRBS. 


l3l 


D  snfBt,  en  effet,  de  prouver  que, 
si  p  est  le  point  de  ooncours  d'un 
premier  couple  (ÀG,  À'C)  de  droites 
bomologues  [fig»  at  i  )»  et  7  le  point 
de  concours  d'un  second  couple 
(ÂB,  A'F),  le  point  de  concours  a 
d*un  troisième  couple  quelconque 
(BC,  B'C)  est  situé  sur  la  droite^. 
Or  cela  résulte  du  théorème  dé- 
montré aux  n*^  330,  etc. 


n  sufBt,  en  effet,  de  prouver  que, 
si  0  est  le  point  d'intersection  des 
droites  AÂ\  BB',  qui  joignent  deux 
premiers  couples  (Â,  A')  (B,  B'), 
de  points  homologues,  la  droite  CC' 
qui  unit  un  troisième  couple  quel- 
conque  (G,  C)  passe  par  0.  Or 
cela  résulte  du  théorème  démontré 
aux  n'^SSi,  etc. 


G*est  en  projetant  sur  un  plan  quelconque  P  deux  figures  homothéti- 
qaes  situées  dans  un  autre  plan  Q,  que  Poncelet  (  Traité  des  propriétés 
projectiles^  section  III,  chapitre  i  )  est  arrivé  à  la  notion  des  figures  homo- 
logiques.  Il  est  évident,  en  effet,  que  dans  les  deux  nouvelles  figures  la 
droite  qui  joint  deux  points  homologues  quelconques  passe  par  la  per- 
spective du  centre  de  similitude  des  figures  primitives,  et  que  deux 
droites  homologues  quelconques  provenant  de  la  perspective  de  deux 
droites  parallèles  ont  leur  point  de  concours  (588)  sur  la  ligne  de  fuite 
da  plan  Q. 

729.  La  transformée  homologique  F'  d'une  figure  F  est  déterminée 
[Jlg.  396  )  dès  qu*on  donne,  outre  le  centre  0  et  l'axe  X  d'homologie,  le 
point  a\  homologue  d'un  premier  point  a  de  la  figure  F;  car,  pour  obtenir 
l'homologue  m'  d'un  point  quelconque  m  de  la  figure  F,  il  suffît  alors  de 
déterminer  le  point  i  où  la  droite  am  coupe  Hpixe  X  d'homologie,  et  de 
prendre  l'intersection  m' du  rayon  Om  avec  la  droite  a'i  homologue  de  at. 


Fig.  396. 
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Souvent  le  centre  ou  l'axe  d'homologie  sont  hors  des  limites  de  la  feuille 
de  dessin,  et  il  faut  savoir  trouver  l'homologue  m'  d'un  point  quel- 
conque m  de  la  première  figure  en  n'employant  que  le  centre  d'homo- 
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logie  0  et  deax  couples  de  droites  correspondantes,  ou  bien  que  l'axe 
d'homologie  et  deux  couples  de  points  correspondants.  Voici  la  marche 
qu'on  suit. 

i*  Soient  (fig.  897)  0  le  centre  d'homologie,  et  (ûp,  o!p')^  {aq^  a*<f\ 
deux  couples  de  droites  homologues.  À  Taide  de  deux  rayons  quelcon- 
ques Qhb\  Occ\  menés  par  0,  on  déterminera  un  troisième  couple 
(àc,  b'c')  de  droites  homologues;  le  point  g  commun  à  am  et  k  bc 
aura  pour  homologue  le  point  g'  commun  à  b'c'  et  au  rayon  0^,  et  a' g' 
homologue  de  ag  rencontrera  0/r  au  point  cherché  m'. 

a""  Soient  [Jig.  398)  XTaxe  d'homologie,  et  (a,  a')  (6,  b')  deux  cou- 
ples de  points  correspondants.  En  joignant  au  point  a'  le  point  a  où  om 
coupe  Taxe  d'homologie,  on  aura  Thomologue  de  la  droite  am;  on 
obtiendra  de  même  l'homologue  b'p  de  la  droite  bm;  Thomologue  nt'du 
point  m  sera  donc  le  point  commun  ka^aeik  b'p» 


Fig.  398. 
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Nous  devons  faire  remarquer  que  toutes  ces  constructions  n'exigent 
que  l'emploi  de  la  règle. 

730.  Il  est  évident  :  i""  que  toute  droite  passant  par  le  centre  d'homo- 
logie  se  correspond  à  elle-même  ;  2®  que  le  centre  d'homologie  coïncide 
avec  son  homologue,  et  qu'il  partage  cette  propriété  avec  chacun  des 

points  de  l'axe  d'homologie. 

Puisque  deux  droites  homologues  coupent  Taxe  d'homologie  au  même 
point,  à  la  droite  de  l'infini  de  la  première  figure  F  doit  correspondre 
dans  la  seconde  figure  F'  une  droite  J'  parallèle  à  l'axe  d'homologie;  et 
de  même  à  la  droite  de  l'infini  de  la  figure  F'  répond  dans  la  figure  F  une 
droite  I  parallèle  à  Taxe  X  ;  la  droite  I  prend  le  nom  de  tlroite  limite  de 
la  figure  F,  et  la  droite  J'  celui  de  droite  limite  de  la  figure  F'  [fig.  399). 

Rien  de  plus  simple  que  de  construire  la  figure  F'  quand  on  connaît  la 


LITRE  VI.  —   LB8  POLTÈDRBS. 


l33 


figure  F,  sa  droite  limite  Tainsi  que  le  centre  0  et  Taxe  X  d*homologie; 
m  étant  [fig.  899)  un  point  quelconque  de  F,  on  mènera  par  m  une 

Fig.  399. 
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droite  quelconque  im\  on  joindra  le  centre  0  au  point  /  où  cette  droite 
coupe  I,  et  par  le  point  e  où  celte  même  droite  coupe  X  on  mènera  la 
parallèle  à  Oi;  cette  parallèle,  qui  est  évidemment  l'homologue  de  la 
droite  ^mi^  rencontrera  le  rayon  Oyn  au  point  demandé  m'. 
On  *lit  immédiatement  sur  la  figure  la  relation 

Om'"     Om      m' m 


II 


un 


%m 


d'où  Ton  déduit  les  deux  formules 

Oot'=  19, :> 

mi 


m  m=  Vm  •  — . / 
mi 


qui  nous  seront  utiles  plus  tard.  La  seconde  de  ces  formules  a  été  donnée, 
en  1704,  par  le  géomètre  belge  Le  Poivre  qui,  comme  de  la  Hire  et 
Newton,  avait  étudié  quelques  cas  particuliers  de  la  transformation 
homologique,  bien  avant  que  Poncelet  n'eût  créé  la  théorie  complète 
de  ces  figures. 

731.  Quand  deux  figures  sont  homologiques  :  i^  le  rapport  anharmo- 
nique  de  quatre  points  en  ligne  droite,  a^b,  c^d,  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  homologuesu;^ ^  ^,  ^S  ^'  ;  car  ces  rapports 
sont  égaux  Tun  et  l'autre  à  celui  du  faisceau  Oaa\  Obù\  Occ\  Odd*; 
a^  le  rapport  anharmonique  d^un  faisceau  SA,  SB,  SC,  SD,  de  quatre 
droites  est  égal  au  rapport  anharmonique  du  faisceau  formé  par  les 
quatre  droites  homologues  S'A',S'B',  S'C,  S'iy;  car  les  rayons  homolo- 
gues des  deux  faisceaux  se  croisant  sur  l'axe  d'homologie,  les  rapports 
anharmoniques  considérés  sont  égaux  à  celui  de  la  section  commune  faite 
par  l'axe  d'homologie. 

73i.  Considérons  deux  figures  homologiques;  soient  {fig,  396)  0  le 
centre  et  X  l'axe  d'homologie,  (a,  a']  et  (m,  m')  deux  couples  de  points 
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homologues,  fi  et  a  les  points  où  les  rayons  0mm'  et  Ooo'  coupent  Taxe  X, 
et  c  le  point  de  concours  de  âf/n  et  de  a' m'.  Le  faisceau  (tO,  ea,  cX,  ciz') 
étant  coupé  par  les  deux  transversales  Omm\  Oaa\  on  a 

/»0  ,  m'O      <70.  fl^ 

Le  rapport  anharnionique  [O^tmm')  a  donc  une  valeur  constante;  on 
donne  à  cette  constante,  que  nous  désignerons  par  >,  le  nom  de  coefficient 
d^homologie. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie,  et  elle  conduit  à  une  nou- 
velle définition  des  figures  homologiques  : 

Étant  donnés  dans  un  plan  un  point  fixe  0  et  une  droite  fixe  X 
(fig»  396),  si  sur  chaque  rayon  Oii  on  prend  deux  points  m  et  rri  tels 
que  le  rapport  anharmonique  (Ofx/wm')  ait  une  valeur  constante  \  les 
points  m  et  m*  décrivent  deux  figures  homologiques. 

En  effet,  par  la  définition  même,  deux  points  homologues  quelcon- 
ques m  et  m'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  fixe  0;  il  suffit  donc 
de  prouver  que,  si  le  point  m  décrit  une  droite  a  c,  le  point  m' décrite  son 
tour  une  droite  coupant  Taxe  X  au  même  point  c  que  la  première.  Or, 
menons  par  le  point  0  une  droite  quelconque,  et  désignons  par  a,  a,  a', 
les  points  où  elle  rencontre  les  droites  cm,  cX,  tm'\  le  faisceau  (sO,  i/it, 
fX,  cm'y  étant  coupé  par  les  deux  transversales  Op,  Oa,  les  rapports 
anharmoniques  (Op/n/7t')  (Oaoo']  seront  égaux;  le  second  aura  donc 
comme  le  premier  la  valeur  X  \  donc  le  point  a\  qui  est  situé  sur  cm', 
sera  la  position  que  prend  m'  quand  m  vient  en  a. 

La  constante  X  est  égale  au  rapport  des  distances  de  la  droite  limite  I 
au  centre  et  à  Vaxe  d^homolngie.  Car  en  désignant  par  c  et  7  les  pro- 
jections orthogonales  du  centre  0  sur  les  droites  I  et  X,  et  appliquant  le 
théorème  précédent  au  système  formé  par  les  quatre  points  0,  7,  c  etc', 
le  dernier  étant  à  l'infini,  on  a 

cO     00*0     .  rO      . 

—  :  — -—  =  À,    ou    —  =  A. 

07     oo'7  C7 

On  voit  de  même  que  le  rapport  des  distances  de  la  droite  limite  J'  au 

centre  et  à  Taxe  d'homologie  est  égal  à  t-« 

Quand  la  constante  X  est  égale  à  —  i ,  les  deux  droites  limites  coïnci- 
dent avec  la  droite  unique  qui  est  équidistante  du  centre  et  de  Taxe 
d'homologie;  ce  genre  particulier  d^homologie  prend  le  nom  dUhomologie 
harmonique. 
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Quand   Taxe  d'homologie  est   à  l'infini,  le  rapport  anharmonique 
(0^1  mm!)  se  réduit  à 


mO 
mlO 


et  la  relation 


mO 
m'O 


=  X 


montre  que  Vhomologie  devient  homothétie;  le  point  0  est  le  centre  de 
similitude,  et  X  est  le  rapport' de  similitude. 
Enfin,  si  c'est  au  contraire  le  centre  d'homologie  qui  est  à  Tinfini,  le 

rapport  anharmonique  (Opim/n')  se  réduit  à  — -i  et  la  relation 


m  \i 
myi 


=  \ 


montre  que  la  seconde  figure  résulte  de  la  première  en  dilatant  dans  un 
rapport  constant  les  ordonnées  abaissées  de  ses  divers  points  sur  l'axe 
fixe  X  dans  une  direction  donnée;  quelques  géomètres  donnent  à  ce 
genre  d'homologie,  qui  se  présente  fréquemment,  le  nom  d*affinité. 

733.  Nous  terminerons  par  un  théorème  qui  est  très-important,  parce 
qu'il  montre  la  concordance  entre  la  transformation  homologique  et  la 
perspective. 

La  projection  F  et  le  rabattement  F,  d*une  figure  plane  ^  sont  deux 
figures  homologiquesy  et  réciproquement  deux  figures  komologiques  F 
et  F,,  situées  élans  un  même  plan^  peuvent  toujours  être  considérées 
comme  la  projection  et  le  rabattement  d^une  même  figure  plane  ^ 
[fig.  4oo). 

Fig.  4oo. 


Soient  r  une  figure  située  dans  un  plan  cr,  et  F  la  figure  qu'on  obtient 
en  projetant  la  première  sur  un  second  plan  ^P  à  l'aide  de  projetantes 
issues  d'un  point  quelconque  S.  Rabattons  le  plan  v  sur  le  plan  P  en  le 


r 
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faisant  tourner  autour  de  l'intersection  X  des  deux  plans,  et  soit  F,  la 
position  que  la  figure  f  prend  dans  le  plan  P:  il  s'agit  de  prouver  que 
les  figures  F  et  F^  sont  homologiques.  Or,  soient  p  un  point  quelconque 
de  la  figure  ff,  m  sa  projection  et  m^  son  rabattement  sur  le  plan  P  :  dé- 
signons par  b)  et  0  les  points  où  les  plans  cr  et  P  sont  rencontrés  par  la 
perpendiculaire  abaissée  de  S  sur  le  plan  bissecteur  -du  dièdre  que  for- 
ment les  plans  P  et  cr;  enfin  soit  a  le  point  où  la  droite  fA6>  rencontre  X; 
le  point  a  sera  commun  au  rabattement  et  à  la  projection  de  la  droite ft«*; 
il  en  sera  de  môme  évidemment  du  point  0  sur  lequel  se  projette  et  se 
rabat  à  la  fois  le  point  &>;  donc  les  points  m  et  m^,  projection  et  rabatte- 
ment du  point  fA,  seront  sur  la  droite  Oa,  et  par  suite  en  ligne  droite 
avec  le  point  0.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  deux  droites  homologues 
quelconques  se  coupent  sur  la  droite  X,  puisque  la  droite  du  plan  cr 
dont  elles  sont  Tune  la  projection,  Tautre  le  rabattement,  rencontre  la 
droite  X  en  un  point  qui  est  à  lui-même  à  la  fois  son  rabattement  et  sa 
projection. 

Réciproquement,  considérons  deux  figures  F  et  F,  homologiques,  situées 
dans  un  plan  P  ;  soient  v  un  second  plan  mené  à  volonté  par  Taxe  d*ho- 
mologie  X,  et  7  ce  que  devient  la  figure  F,  quand  on  Tamène  dans  le 
plan  cr  par  une  rotation  autour  de  X.  Désignons  par  m  et  m^  deux  points 
homologues  de  F  et  F.,  par  fi  ce  que  devient  m^  après  la  rotation,  et  par  *> 
ce  que  devient  le  centre  0  d'homologie;  les  droites  /»m,  0  et  ufx  coupent  X 
au  même  point  a,  et  la  droite  Ou  est  perpendiculaire  au  plan  bissecteur 
du  dièdre  formé  par  les  plans  P  et  cr  ;  soit  S  le  point  de  rencontre  des 
droites  /Tip  et  Oo>>.  Si  Ton  projette  du  point  S  la  figure  7  sur  le  plan  P« 
on  obtiendra  une  figure  F'  qui,  d'après  le  théorème  direct,  sera  homoio- 
gique  de  F,,  0  étant  le  centre  et  X  l'axe  d'homologie,  et  m^  et  m  étant  un 
couple  de  points  homologues;  mais  ces  conditions  déterminent  entière- 
ment (729)  la  figure  homologique  de  F,,  et  la  figure  F  les  remplit  par 
hypothèse.  Donc  les  figures  F'  et  F  coïncident,  et  par  suite  F  est  la  pro- 
jection de  la  figure  ^  dont  F,  est  le  rabattement. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ce  théorème,  généra- 
lisation du  précédent  :  Quand  deux  figures  planes  sont  en  perspective, 
leurs  projections  sur  un  plan  quelconque  ^ont  homologiques,  et  récipro- 
quement. 
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LIVRE  VII. 


LES   CORPS  RONDS- 


§  I.  -  CYLINDRE  DE  RÉVOLUTION. 


DÉFINITIONS. 

734.  On  nomme  surface  cj^lindrique  de  révolution  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  GGr'  qui  tourne  autour  d'une 
droite  fixe  XX'  à  laquelle  elle  est  parallèle  et  invariablement 

liée(/gr-  4o")- 
La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  ^*axe  de  la  surface,  et  la 

droite  mobile  GG'  celui  de  génératrice  ou  i'aréie. 

735.  Tout  point  A  de  la  droite  GG'  décrit  une  circonférence 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  et  dont  le  centre  est 
sur  l'axe;  car,  pendant  la  rotation,  la  perpendiculaire  AO 
abaissée  du  point  A  sur  XX'  reste  perpendiculaire  à  cet  axe  et 
conserve  toujours  la  même  longueur. 

.    Fig.  4oi. 
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On  appelle  section  droite  toute  section  faite  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe.  Il  résulte  des  considérations  précédentes 
que  les  diverses  sections  droites  d'une  même  surface  cylin- 
drique sont  des  circonférences  'égales  :  le  rayon  commun  de 
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ces  cercles,  c'est-à-diré  la  distance  des  deux  parallèles  XX' 
et  6G',  est  le  rayon  de  la  surface  cylindrique^  et  Ton  voîl 
que  le  lieu  des  points  de  V espace  situés  à  une  distance  donnée 
d'une  droite  fixe  est  la  surface  cylindrique  de  révolution  qui 
a  cette  droite  pour  axe  et  la  distance  donnée  pour  rayon. 

736.  Considérons  une  droite  fixe  XX^  un  plan  P  parallèle  a 
cette  droite,  et  désignons  par  R  la  distance  de  la  droite  au 
plan,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  distance  de  la  droite  à  sa 
projection  AA'  sur  le  plan  (^g*.  402].  Le  lieu  des  points  du 
plan  P,  situés  à  une  dislance  donnée  à  de  la  droite  XX%  se 
compose  de  deux  droites  BB'  et  CC  parallèles  à  XX',  placées 
de  part  et  d'autre  de  AA',  et  à  une  distance  de  cette  droite 
égale  au  côté  AB  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OAB, 
dont  l'hypoténuse  OB  est  égale  à  d,  et  l'autre  côté  OA  de 
l'angle  droit  égal  à  R.  Il  en  est  ainsi  tant  que  à  est  plus  grand 
que  R;  lorsque  i  devient  égal  ou  inférieur  à  R,  le  lieu  se  ré- 
duit à  la  drpite  AA'  ou  cesse  d'exister. 

D'après  cela  (735),  un  plan  parallèle  à  l'axe  d'une  surface 
cylindrique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  cette 
surface,  ou  une  seule,  ou  n*a  aucun  point  commun  avec  la 
surface,  suivant  que  la  distance  du  plan  à  l'axe  est  inférieure, 
égale  ou  supérieure  au  rayon  de  la  surface.  • 


Fig.  402. 
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737.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  le  cas  oii  le  plan  et  la 
surface  n'ont  en  commun  qu'une  génératrice  AC  (fig.  4o3}. 

Un  tel  plan  peut  être  considéré  comme  la  position  limite 
d'un  plan  variable  qui,  passant  par  la  génératrice  fixe  AG  et 
par  une  génératrice  voisine  A'C,  tourne  autour  de  AC  jusqu'à 
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ce  que  A'C  Tienne,  en  restant  sur  la  surface  cylindrique,  se 
confondre  avec  AC.  Cela  étant,  soit  BB'  une  courbe  quel* 
conque  tracée  sur  la  surface  cylindrique;  la  sécante  BB%  qui 
unit  les  points  B  et  B'  oii  la  courbe  rencontre  les  génératrices 
AC  et  A'C,  reste  constamment  dans  le  pian  variable  ACA'C^; 
d'ailleurs  cette  sécante  devient  la  tangente  BN  à  la  courbe  BB% 
lorsque  la  génératrice  mobile  A'C  vient  se  confondre  avec  AC, 
c'est-à-dire  lorsque  le  plan  variable  ACA'C  atteint  sa  posi- 
tion limite  ;  donc  ce  pian  limite  contient  la  tangente  BN.  Ainsi, 
le  plan  limite  considéré  renferme  les  tangentes  à  toutes  les 
courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  où  ces 
courbes  rencontrent  la  génératrice  AC  ;  on  lui  donne  le  nom 
de  pian  tangent  suivant  la  génératrice  AC. 

La  génératrice  AC,  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface  au  point  où  cette  courbe  rencontre  AC, 
sutBsent  pour  déterminer  le  plan  tangent  suivant  cette  généra- 
trice. Si  l'on  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  à  la  section 
droite  AA',  on  voit  que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au 
plan  déterminé  par  l'axe  et  par  la  génératrice  de  contact;  en 
effet,  le  plan  tangent  renferme  la  droite  AM  qui,  étante  angle 
droit  sur  AO  et  sur  AC,  est  perpendiculaire  à  leur  plan  CAOX. 

738.  On  appelle  cylindre  de  •  révolution  le  corps  compris 
entre  une  surface  cylindrique  et  deux  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  de  cette  surface,  ou,  en  d'autres  termes,  la  figure  en- 
gendrée par  la  rotation  d'un  rectangle  AA'0'0  autour  d'un  de 
ses  côtés  00'  (Jig.  4o4). 


Fi|f.  4o4. 


Fiff.  4o5. 


B'C--^— :^A' 


La  surface,  cylindrique  engendrée  par  le  côté  AA'  est  la 
surface  latérale  du  cylindre;  les  cercles  décrits  par  les  côtés 
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OA  et  O'A'  en  sont  les  bases,  et  la  droite  00'  en  est  la  hau- 
teur. 

739.  En  construisant  un  prisme  droit,  de  même  hauteur  que 
le  cylindre,  et  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit  ou  circon- 
scrit au  cercle  de  base  du  cylindre,  on  obtient  un  prisme  in- 
scrit ou  circonscrit  au  cylindre  ijig»  4o^)-  ^^  pl^^  ^^  chaque 
face  latérale  du  prisme  circonscrit  est  tangent  au  cylindre 
(737).  Si  le  polygone  inscrit  ou  circonscrit  au  cercle  de  base 
est  régulier,  le  prisme  inscrit  ou  circonscrit  au  cylindre  est 
régulier. 

Considérons  un  cylindre  de  révolution  et  un  prisme  régulier  inscrit. 
L'aire  latérale  du  prisme  s'obtient  en  multipliant  le  périmètre  de  sa  base 
par  sa  hauteur  (609).  Or,  quand  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre 
des  côtés  du  polygone  de  base,  le  périmètre  de  ce  polygone  tend  vers 
une  limite  fixe  et  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  ses  côtés 
tendent  vers  zéro  (290);  d'ailleurs  la  hauteur  du  prisme  reste  constam- 
ment égale  à  la  hauteur  du  cylindre.  Donc  Taire  latérale  du  prisme 
inscrit  tend  vers  une  limite  fixe  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle 
les  côtés  de  sa  base  tendent  vers  zéro  :  c'est  cette  limite  que  l'on  appelle 
Vaire  latérale  du  cylindre. 

Considérons  en  second  lieu  un  cylindre  de  révolution  et  deux  prismes 
réguliers  de  bases  semblables,  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit  au  cylindre 
(fig.  4o5  ).  Le  volume  du  cylindre  est  compris  entre  les  volumes  des  deux 
prismes.  Or,  ces  deux  prismes  ont  môme  hauteur,  et  le  rapport  des  aires 
de  leurs  bases  a  pour  limite  l'unité  (447),  lorsque  le  nombre  commun  de 
leurs  côtés  croit  indéfiniment;  par  suite,  le  rapport  des  volumes  des  deux 
prismes  tend  vers  l'unité,  et  il  en  est  de  même  a  fortiori  du  rapport  du 
volume  du  cylindre  au  volume  de  l'un  quelconque  de  ces  prismes.  Donc  le 
volume  d^un  cylindre  de  répolution  est  la  limite  commune  des  volumes 
des  prismes  réguliers  de  bases  semblables  inscrit  et  circonscrit  dont  on 
fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  faces. 

Il  importe  de  remarquer  que  ce  dernier  énoncé  est  un  véritable  théo- 
rème^ tandis  que  l'énoncé  de  l'alinéa  précédent  relatif  à  l'aire  n'est  qu'une 
définition, 

7U).  Deux  cylindres  de  révolution  sont  dits  semblables^  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  rectangles  semblables,  c'est- 
à-dire  lorsque  leurs  hauteurs  sont  entre  elles  comme  les  rayons 
de  leurs  bases. 
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THÉORÈME. 

741.  L'aire  latérale  d'un  cylindre  de  révolution  a  pour  me- 
sure le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  sa  hau-- 
teur. 

L'aire  latérale  du  cylindre  est  la  limite  des  aires  latérales  des 
prismes  réguliers  inscrits  dont  le  nombre  des  faces  croit  indé- 
finiment. D*après  cela,  soient  S,  C,  H,  Taire  latérale,  la  circon- 
férence de  base  et  la  hauteur  du  cylindre  considéra;  soient  s 
et  p  l'aire  latérale  et  le  périmètre  de  la  base  d'un  prisme  régu- 
lier inscrit.  On  a  (609) 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la 

base  du  prisme,  s  tend  vers  S  et  p  vers  C  ;  on  a  donc,  à  la 

limite, 

S  =  C.H. 

Corollaires. 

1%%.  Si  R  est  le  rayon  du  cylindre,  on  a  C  =  27rR  et,  par 

suite, 

S  =  27iRH. 

En  ajoutant  à  cette  aire  latérale  les  aires  des  deux  bases  ou 
le  double  2  ttR*  de  l'aire  de  l'une  d'elles,  on  obtient,  pour 
l'aire  totale  T  du  cylindre, 

T  rrr  271 RH  -h  iffR»  =  awR (R  -^  H}. 

743.  Soient  S,  S',  les  aires  latérales;  T,  T%  les  aires  totales; 
R,  R',  les  rayons  et  H,  H'  les  hauteurs  de  deux  cylindres  de 
révolution  semblables.  On  aura  (7&>0) 

R 
R' 

et,  par  suite, 

S       R^H^  _^R    H       H'       R' 
S'""   RH   ^R  'H'""H'^""R'^' 

T         R(R  -^-H)         R    R-4-H       H»       R» 


H 

R 

-+-  H 

H' 

-R' 

+  H' 

•R 
"R' 

H 
H'" 

H' 
"H" 

R 

R 

-4-H 

T'"^R'(R'-+-H']""R'   R'-*-H'      H'»      R'^» 


i4^ 
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Donc,  les  aires  latérales  ou  totales  de  deux  cylindres  de  ré- 
volution semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
rayons  ou  comme  les  carrés  des  hauteurs. 

SÇOUE. 

744.  Considérons  un  cylindre  de  révolution  et  un  prisme  régulier 
inscrit  ABCDEFA'B'C'D'E'F  (/g'.  406);  par  une  rotation  autour  de 
rareté  BB\  amenons  la  face  ABB'A'  dans  le  prolongement  de  la  face 
BCC'B';  puis,  par  une  rotation  autour  de  C£.\  amenons  les  deux  faces  déjà 
réunies  dan^  le  prolongement  de  la  face  suivante  CDUC,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  toutes  les  faces  latérales  du  prisme  soient  réunies  sur  le 
plan  delà  dernière  d'entre  elles  A  F  F' A'.  Dans  son  mouvement  autour  de 


Fiff.  406. 


Fig.  407. 


A^         Vt        C  #t        E'i         Fi        k\ 


A,  B|         Cl  D.        Kl         F,         A, 


Tarète  BB',  le  côté  AB  reste  perpendiculaire  à  cette  arête;  il  se  place  donc 
sur  le  prolongement  de  CB  ;  de  même,  la  droite  ABC,  formée  par  la  réu- 
nion de  AB  et  de  BG,  vient  se  placer  sur  le  prolongement  de  DC, 

On  obtient  donc  finalement  sur  le  dernier  plan  un  rectangle  A^AjA^Â', 
ifiS'  407  )  dont  la  hauteur  est  celle  du  prisme  droit  et  dont  la  base  est 
égale  au  périmètre  de  la  base  du  prisme.  Ce  rectangle  est  le  déçetop- 
pement  de  Taire  latérale  du  prisme. 

Si  le  nombre  des  faces  du  prisme  Délier  inscrit  dans  le  cylindre  croît 
indéfiniment,  le  rectangle  A.  A,  A  ^  Aj,  conserve  la  môme  hauteur,  et  la 
longueur  de  sa  base  A,  A,  "lena  vers  la  circonférence  de  la  base  du  cy- 
lindre. Le  rectangle  limite,  qui  a  une  hauteur  égale  à  celle  du  cylindre  et 
une  base  égale  à  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre,  est  dit  le  déve- 
loppement de  Faire  latérale  de  ce  cylindre^ 

* 

THÉORÈME. 

7&>5.  Le  volume  d'un  cylindre  de  révolution  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 
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Le  volume  du  cylindre  esl  la  limite  des  volumes  des  prismes 
réguliers  inscrits,  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfiniment. 
D'après  cela,  soient  V,  B,  H,  le  volume  du  cylindre,  Taire  de 
sa  base  et  sa  hauteur;  soient  c  et  6  le  volume  et  Taire  de  la 
base  d'un  prisme  régulier  inscrit  au  cylindre;  on  a  (626) 

Hais  lorsque  le  nombre  des  faces  du  prisme  crott  indéfini- 
ment, if  tend  vers  V  et  6  vers  B;  on  a  donc,  à  la  limite» 

V  -  B.H. 

COBOLLAIRBS. 

746.  Si  R  est  le  rayon  du  cylindre  considéré,  on  a  B  =:  ?rR* 
et  par  suite 

7W.  Soient  V,  V,  les  volumes,  R,  R',  les  rayons,  H,  H',  les 

hauteurs  de  deux  cylindres  de  révolution  semblables;  on 

aura  (7U)) 

R       H 

R'~~H' 

et,  par  suite, 

V  _  R^H    _/R  V  H  _  R»   _  H» 

V  "^  R"H'  ""  VR  /  /H'  ""  R'»  ■"  H'*' 

Donc,   les  volumes  de  deux  cylindres  de  révolution  sem 
hlables  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  rayons  ou  comme 
les  cubes  des  hauteurs. 

748.  Exemple. 

Pour  mesurer  les  liquides^  on  emploie  des  vases  ayant  la 
forme  de  cylindres  de  révolution  dont  la  hauteur  est  double 
du  diamètre  :  calculer  d'après  cela  les  dimensions  du  litre. 

La  capacité  du  cylindre  dont  on  demande  la  hauteur  H  est 
I  décimètre  cube;  en  prenant  le  décimètre  pour  unité  de  Ion- 

gueur,  et  en  remarquant  que  le  rayon  du  cylindre  est  -7-9 
on  a  la  relation 


'(!)•- 


ou     -—7.-  =  I 
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on  en  déduit  __ 

Le  litre  est  donc  un  cylindre  dont  la  hauteur  a  172  milli- 
mètres,  et  dont  le  rayon  a  par  suite  43  millimètres. 

§  II.  -  CONE  DE  RÉVOLUTION. 

DÉFINITIONS. 

749.  On  appelle  surface  conique  de  révolution  la  surface 
engendrée  par  une  droite  GSG'  tournant  autour  d'une  droite 
fixe  XSX'  qu'elle  rencontre  en  un  point  S,  et  à  laquelle  elle 
est  invariablement  liée  {fig.  408). 

Fig.  408. 


La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  A' axe  de  la  surface,  et  la 
droite  mobile  GG  '  celui  de  génératrice  ou  A' arête.  Le  point  S, 
qu'on  nomme  sommet^  divise  la  surface  conique  en  deux  par- 
ties indéfinies  qu'on  appelle  nappes. 

Le  lieu  géométrique  des  droites  qui,  passant  par  un  point 
donné  S,  font  un  angle  donné  a  avec  une  droite  donnée  D,  est 
une  surface  conique  de  révolution  ayant  le  point  S  pour  som- 
met et  pour  axe  la  parallèle  menée  à  D  par  le  point  S. 

Un  point  quelconque  A  de  la  droite  GG'  décrit  une  circon- 
férence dont  le  centre  est  sur  Taxe,  et  dont  le  plan  est  perpen* 
diculaire  à  Taxe  (735).  Par  suite,  toutes  les  sections  faites  par 
des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  sont  des  circonférences 
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dont  le  liea  des  centres  est  Taxe  lui-même.  Quant  aux  rayons 
OÀ,  O'A',  de  ces  cercles,  la  similitude  des  triangles  SOA,  SO'A', 
prouve  qu'ils  sont  proportionnels  aux  distances  SO,  SO',  de 
leurs  plan^  au  sommet,  ou  encore  aux  portions  correspon- 
dantes SA;  SA\  de  la  génératrice  GSG'.  Leurs  aires  sont  donc 
proportionnelles  aux  carrés  des  mêmes  lignes. 

750.  Considérons  une  droite  fixe  XSX',  un  plan  P  passant 
par  un  point  S  de  cette  droite,  et  désignons  par  a  Tangle  de 
la  droite  et  du  plan,  c'est-à-dire  Tangle  aigu  de  la  droite  SX 
avec  sa  projection  SA  sur  ce  plan  {Jig,  4o9)«  Par  le  point  S,  on 
peut  mener  dans  le  plan  P  (537)  deux  droites  SB,  SC,  faisant 
avec  SX  un  angle  aigu  donné  &>.  Ces  deux  droites  sont  sy- 
métriques par  rapport  à  AA'.  Il  en  est  ainsi  tant  que  o>  est  su- 
périeur à  a;  lorsque  0)  devient  égal  ou  inférieur  à  a,  les  deux 
droites  se  réduisent  à  la  droite  unique  SA  ou  cessent  d'exister. 

D'après  cela,  un  plan  passant  par  le  sommet  d'une  surface 
conique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  cette 
surface,  ou  une  seule,  ou  enûn  n'a  de  commun  avec  la  sui^ 
face  que  le  sommet,  suivant  que  l'inclinaison  du  plan  sur  l'axe 
est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à  l'angle  aigu  de  la  généra- 
trice avec  l'axe,  c'est-à-dire  au  demi-angle  au  sommet  de  la 
surface  conique. 


Fîg.  409. 


Fig.  /|io. 


Dans  le  cas  oit  le  plan  donné  n'a  de  commun  avec  la  sur 
face  qu'une  seule  génératrice  SA  [fig,  ^10),  on  peut  le  consi- 
II.  10 
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dérer  comme  la  position  limite  d*un  plan  variable  qui,  passant 
par  la  génératrice  flxe  SA  et  par  une  génératrice  voisine  SA', 
tourne  autour  de  SA  jusqu'à  ce  que  SA'  vienne  se  confondre 
avec  SA.  On  voit  dès  lors,  par  un  raisonnement  idenUque  à 
celui  qu'on  a  fait  pour  le  cylindre  (737),  que  ce  plan  renferme 
les  tangentes  AM,  BN,. . .  à  toutes  les  courbes  AAS  BB',. . ., 
que  Ton  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  A,  B,. . .,  où  la 
génératrice  SA  rencontre  ces  courbes.  On  donne  à  ce  plan  le 
nom  de  plan  tangent  suivant  la  génératrice  SA. 

La  génératrice  SA  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface  au  point  où  cette  courbe  rencontre  SA 
sufBsent  pour  déterminer  le  plan  tangent  suivant  cette  géné- 
ratrice. Si  l'on  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  à  une  sec- 
tion AA'  perpendiculaire  à  l'axe,  on  voit,  comme  pour  le  cy- 
lindre, que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  pian  déter- 
miné par  l'axe  et  la  génératrice  de  contact, 

751.  On  nomme  cône  de  révolution  le  corps  engendré  par 
la  rotation  d'un  triangle  rectangle  SOA  autour  de  l'un  des  cô- 
tés SO  de  l'angle  droit  SOA  {Jig.  4i  i  j. 

La  surface  conique  engendrée  par  l'hypoténuse  SA  est  la 
surface  latérale  du  cône  ;  le  cercle  décrit  par  le  côté  OA  est 
la  base,  la  droite  SO  est  la  hauteur,  et  l'hypoténuse  SA  est  le 
côté  ou  Vapothème  de  ce  cône. 

Fig.  4 II*  Fig>  4i^- 

A 


) 

1 


/        !        \ 


■>•■> 


\." -■ 


752.  Si  l'on  coupe   une  surface   conique   de  révolution 
{fis-  4^0  P^i"  deux  plans  AB,  A'B\  perpendiculaires  à  Taxe 
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et  situés  d'un  même  côté  du  sommet  S,  on  obtient  un  volume 
terminé  par  une  portion  de  la  surface  conique,  et  par  les  deux 
cercles  AB,  A'B'.  Ce  corps,  que  l'on  nomme  tronc  de  cône  de 
révolution  à  bases  parallèles,  est  la  différence  des  deux  cônes 
SAB,  SA'B'.  On  peut  encore  le  considérer  comme  engendré 
par  la  rotation  du  trapèze  rectangle  AOO'A',  autour  du  côté 
00'.  La  droite  00'  est  la  hauteur  du  tronc;  les  cercles  AB, 
A'B%  en  sont  les  bases,  et  AA'  en  est  le  côté  ou  Vapotkème. 

En  coupant  une  surface  conique  de  révolution  par  deux  plans  AB, 
A,B,,  perpendiculaires  à  Taxe,  mais  situés  de  part  et  d'autre  du  sommets 
(jflg.  4 II),  on  obtient  un  corps  qui  est  la  somme  des  deux  cônes  SAB, 
SA,B,.  Il  convient  de  donner  encore  à  ce  corps  le  nom  de  tronc  de  cône; 
mais,  pour  le  distinguer  du  tronc  de  cône  proprement  dit,  que  nous  avons 
défini  dansTalinéa  précédent,  nous  l'appellerons  tronc  de  cône  de  seconde 
espèce  [^Sld), 

753.  En  construisant  une  pyramide  dé  même  sommet  que 
le  cône,  et  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit  ou  circonscrit 
au  cercle  de  base  du  cône,  on  obtient  une  pyramide  inscrite 
ou  circonscrite  au  cône  (Jig.  4i^)*  ^^  V^^^  ^^  chaque  face  la- 
térale de  la  pyramide  circonscrite  est  tangent  au  cône.  Si  le 
polygone  de  base  est  régulier,  la  pyramide  inscrite  ou  circon- 
scrite est  régulière. 

On  appelle  aire  latérale  d*un  cône  la  limite  de  l'aire  latérale  d'une 
pyramide  régulière  inscrite  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfiniment. 
On  légitime  cette  définition  en  montrant  que  la  limite  considérée  existe 
et  est  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  de  la  base  de  la 
pyramide  tendent  vers  zéro.  Le  raisonnement  est  analogue  à  celui  qu'on 
a  anployé  pour  le  cylindre  (739);  seulement,  tandis  que  la  hauteur  du 
prisme  inscrit  au  cylindre  reste  fixe,  l'apothème  de  la  pyramide  régulière 
inscrite  au  cône  est  variable  et  tend  vers  Tapothème  du  cône. 

On  démontre  y  absolument  comme  dans  le  cas  du  cylindre,  que  le  volume 
d'un  cône  de  révolution  est  la  limite  commune  des  volumes  des  pyramides 
régulières  de  bases  semblables  inscrite  et  circonscrite  dont  on  fait  croître 
indéfiniment  le  nombre  des  faces  ^ 

75Ï.  Deux  cônes  de  révolution  sont  dits  semblables  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  triangles  rectangles  semblables, 
c'est-à-dire  lorsque  leurs  hauteurs  sont  entre  elles  comme 
les  rayons  des  bases. 

10. 
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THÉORÈME. 

755*  L'aire  latérale  d'un  cône  de  révolution  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  la  moitié  de  son 
apothème. 

L*aire  latérale  du  cône  est  la  limite  des  aires  latérales  des 
pyramides  régulières  inscrites  dont  le  nombre  des  faces  crott 
indéfiniment.  D'après  cela,  soient  S,  C,  À,  Taire  latérale,  la 
circonférence  de  base  et  l'apothème  du  cône  considéré,  et  5, 
p,  a,  Taire  latérale,  le  périmètre  de  la  base  et  Tapothème  d'une 
pyramide  régulière  inscrite.  On  à  (6&0) 


I 
s  =:  p  •  —  a. 


Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la 
base  de  la  pyramide,  s  tend  vers  S,  p  vers  C,  a  vers  A  ;  on  a 
donc,  à  la  limite. 


2 


Corollaire. 


756.  SiR  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a  C=arR, 

et  par  suite 

S=7rRA. 

En  ajoutant  la  base  tiR',  on  a,  pour  Taire  totale, 

T=7rRA-h7rR»=7rR(AH-R). 

757.  En  raisonnant  comme  au  n^  743,  on  reconnaît  que  les 
aires  latérales  ou  totales  de  deux  cônes  de  révolution  sem- 
blables sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons  ou  des 
apothèmes  ou  des  hauteurs. 

758.  Considérons  un  cône  de  révolution  et  une  pyramide  régulière 
inscrite  SABCDËF  {fig.  4i3];  par  une  rotation  autour  de  l'arête  SB,  aoie- 
nous  la  faceSAB  dans  le  prolongement  de  la  face  SBC;  puis,  par  une  rota- 
tion autour  de  SC,  amenons  les  deux  faces  déjà  réunies  dans  le  prolonge- 
ment de  la  face  suivante  SCD;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les 
faces  latérales  de  la  pyramide  soient  réunies  dans  le  plan  de  la  dernière 
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d'entre  elles  FSA.  On  obtiendra  ainsi  un  secteur  polygonal  régulier 
S,Â,B,C,D,E,F,Â,  [fg,  414  ),  ayant  pour  rayon  Taréte  de  la  pyramide 


Fig.  4i3. 


Fig.  414. 
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régulière,  c'est-à-dire  Tapothème  du  cône,  et  pour  base  une  ligne  brisée 
régulière  A,  B.  C^  D^  E^  F,  A,  égale  au  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide. 
Si  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide  régulière  inscrite  dans  le  cône 
croit  indéfiniment,  le  secteur  S,  A^  B.  G,  Dj  E,  F^  A,  conserve  le  même  rayon, 
et  la  base  dégénère  en  un  arc  de  cercle  ayant  une  longueur  égale  à  celle 
de  la  circonférence  du  cône.  Le  secteur  circulaire  S,A,D,  A,  obtenu  est 
dit  le  développement  de  l'aire  latérale  du  cône.  Il  est  aisé  de  calculer  le 
nombre  n  de  degrés  contenus  dans  l'angle  A,  S,  A,  de  ce  secteur  circulaire. 
A  étant  Tapothème  du  cône  et  R  le  rayon  de  sa  base,  on  a 

«_  _  arc  A,  A,  _  airR  _  or  o  ^^ 

36o      a  71. S,  A,  ~~  air  A  ~         A 

Pour  A  =  aR,  on  a  /?  =  iSo**,  de  sorte  que  le  développement  est  un 
demi-cercle.  Le  cône  correspondant  est  dit  équilatéral;  sa  section  par  un 
plan  passant  par  Taxe  SO  est  un  triangle  équilatéral  SAD. 

THÉORÈME. 

759.  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution' à 
hases  parallèles  a  pour  mesure  le  produit  de  la  demi-somme 
des  circonférences  de  ses  bases  par  son  apothème. 

L'aire  latérale  du  tronc  de  cône  AD  D'A'  {Jig.  4i5)  est  la  dif- 
férence des  aires  latérales  des  cônes  SAD,  S  A'  D' .  Cela  posé^  in- 
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scrivons'dans  le  cône  SAD  une  pyramide  régulière  SABCDEF;  le 
plan  A'D'  de  la  base  supérieure  du  tronc  de  cône  décompose 
celte  pyramide  en  deux  parties  qui  sont,  Tune,  SA'B'C'D'E'F', 
une  pyramide  régulière  inscrite  dans  le  cône  SA'D',  l'autre, 
ABCDEF  A'B'CD'E'F',  un  tronc  de  pyramide  régulier  inscrit 
dans  le  tronc  de  cône  AD  D'A'.  Or,  les  aires  latérales  des  cônes 
SAD,  SA'D^  étant  les  limites  des  aires  latérales  des  pyramides, 
SABCDEF,  SA' B' CD' E' F',  lorsque  le  nombre  commun  de 
leurs  faces  croît  indéfiniment,  l'aire  latérale  du  tronc  de  cône 
sera  égale  à  la  limite  de  Taire  latérale  du  tronc  de  pyramide 
régulier  inscrit.  Soient  Sy  a,  p,  p'y  Taire  latérale,  l'apothème, 
et  les  périmètres  des  bases  du  tronc  de  pyramide;  soient  de 
même  S,A,  C,C%  Taire  latérale,  Tapothème  et  les  circonfé- 
rences des  bases  du  tronc  de  cône;  on  aura  (6bl) 

Hais,  à  la  limite,  lorsque  les  côtés  du  polygone  ABCDEF  ten- 
dent vers  zéro,  s  tend  vers  S,  p  vers  C,  p'  vers  C,  a  vers  A,  et 
Ton  a 

S=-(C4-C)A. 

2  ' 


Fig.  4i6. 
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Corollaire. 

760.  Si  R  et  R'  sont  les  rayons  des  bases  du  tronc,  on  a 
C  =  27rR,  C  =  27rR',  et  par  suite 

S  =  7r{R-HR')A.     . 
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761.  Par  le  milieu  À.  du  côté  AA'  (Jig.  4i6  ),  menons  un  plan 
parallèle  aux  bases  du  tronc  de  cône;  le  rayon  A|Oi  de  la  sec- 
tion circulaire  déterminée  par  ce  plan  est  parallèle  (495)  aux 
rayons  AO,  A'O',  des  bases,  et  par  suile.(433]  égal  à  la  demi- 
somme  de  ces  rayons.  Donc  la  circonférence  AiDi  est  la 
moyenne  arithmétique  des  circonférences  de  base,  et  Ton 
peut  dire  que  l'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution 
a  pour  mesure  le  produit  de  l'apothème  par  la  circonférence 
équidistante  des  deux  bases. 

Ce  dernier  énoncé  s'applique  aussi  au  cylindre  et  au  cône; 
car  la  circonférence  équidistante  des  bases  est  égale,  dans  le 
cylindre,  à  celle  de  la  base,  et,  dans  le  cône,  à  la  moitié  de 
celle  de  la  base. 

THÉORÈME. 

762.  Le  volume  d'un  cône  de  révolution  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  hase  parle  tiers  de  sa  hauteur. 

Le  volume  du  cône  est  la  limite  des  volumes  des  pyramides 
régulières  inscrites  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfini- 
ment. D'après  cela,  soient  V,  B,  H,  le  volume  du  cône,  l'aire 
de  sa  base  et  sa  hauteur;  soient  i^  et  6  le  volume  et  l'aire  de 
la  base  d'une  pyramide  régulière  inscrite  dans  ce  cône.  On 
a (643) 

v=lb^. 

Mais,  lorsque  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide  crott  IndéG- 
oiment,  v  tend  vers  Y  et  b  vers  B;  on  a  donc,  à  la  limite. 


V=iBH. 


COROLLAUBS. 


763.  Si  B  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a  B  ==:i  ttB'  et, 
par  suite, 

V  =  i7rB»H. 
On  voit,  comme  au  n^  IVly  que  les  volumes  de  deux  cônes 
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de  révolution  semblables  sont  dans  le  rapport  des  cubes  des 
hauteurs  ou  des  rayons  des  bases, 

764.  Lorsqu'un  rectangle  ABCD  tourne  autour  de  Tun  de 
ses  côtés  kB'(Jig.  417).  'e  triangle  ABC  engendre  un  cône 

Fig.  417. 
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dont  le  volume  est  le  tiers  (745,  762)  de  celui  du  cylindre 
engendré  par  le  rectangle  ABCD.  Par  suite,  le  volume  engendré 
en  même  temps  par  le  triangle  ADC  est  les  deux  tiers  du  même 
cylindre.  Cette  remarque  nous  sera  utile  plus  tard. 

THÉORÈME. 

765.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  à  bases 
parallèles  est  égal  à  la  somme  des  volumes  de  trois  cônes 
ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc,  et  pour 
bases,  le  premier  la  base  inférieure,  le  second  la  base  supé- 
rieure, et  le  troisième  la  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  bases  du  tronc. 

Considérons,  comme  au  n*»  759,  un  tronc  de  pyramide  ré- 
gulier inscrit  dans  le  tronc  de  cône.  Les  volumes  des  deux 
pyramides  dont  ce  tronc  de  pyramide  est  la  différence  ayant 
respectivement  pour  limites  les  volumes  des  deux  cônes  dont 
le  tronc  de  cône  proposé  est  la  différence,  on  aura  le  volume 
de  ce  tronc  de  cône  en  prenant  la  limite  du  volume  du  tronc 
de  pyramide.  D'après  cela,  soient  V,  b,  B,  H,  le  volume,  les 
bases  et  la  hauteur  du  tronc  de  cône,  i^i,  bi,  Bt,  le  volume  et  les 
bases  du  tronc  de  pyramide  inscrit;  on  aura  (648) 

■a  . 

(/,  r=:--(B,-l-6.-^V^B|6,). 

Hais,  lorsque  le  nombre  des  faces  du  tronc  de  pyramide  crott 


LITftB  TU.  —   LB8  CORPS  R0HD9.  |53 

indéfiniment,  v,  tend  vers  V,  6.  vers  6,  B,  versB;  et  l'on  a,  à 
la  limite,  la  formule 

dont  renoncé  ci-dessus  n'est  que  la  traduction  en  langage 
ordinaire. 

Corollaires. 

766.  Si  R  est  le  rayon  de  la  base  inférieure  B,  et  rie  rayon 
de  la  base  supérieure  b^  on  a  B::=7rR%  6  =  9rr',  et  par  suite 

(0      .  V=^(R»-4-r'-4-Rr). 

767.  Le  raisonnement  qui  précède  s'applique  au  tronc  de  seconde  es' 
pèce;  il  Haut  seulement  substituer  le  mot  somme  au  mot  différence,  et 
remarquer  que,  le  tronc  de  pyramide  inscrit  correspondant  étant  de  se- 
conde espèce,  le  radical  qui  figure  dans  l'expression  de  p,  doit  avoir  le 
signe  —  (  650  ).  On  obtient  ainsi  pour  le  volume  du  tronc  de  cône  de 
seconde  espèce  la  formule 

V=  5  (B  +  ô-  v/BÏ)  =  !^  (R'-hH-Rr). 

768.  Parfois,  dans  la  pratique,  notamment  pour  le  cubage 
des  troncs  d'arbres  non  équarris,  les  bases  diffèrent  assez 
peu  pour  qu'on  puisse  assimiler  sans  inconvénient  le  cône 
tronqué  à  un  cylindre  ayant  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc 
et  pour  base  la  section  faite  dans  le  tronc  à  égale  distance  des 
deux  bases.  L'erreur  commise  est  d'ailleurs  facile  à  évaluer; 
en  retranchant  le  volume  cylindrique 

du  cône  tronqué  dont  le  volume  est  donné  par  la  formule  (i), 
on  trouve 


V— 5'"(^0" 


L'erreur  commise  est  donc  égaie  au  volume  d'un  cône  ayant 
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pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc  et  pour  rayon  de  sa  base 
la  demi-différence  des  rayons  des  bases  du  tronc. 

Quand  on  veut  appliquer  la  formule  (2)  au  cubage  d'un  tronc 
d*arbre,  il  convient  de  la  préparer  de  la  manière  suivante  : 
soit  C  la  longueur  de  la  circonférence  moyenne  que  Ton  évalue 
au  moyen  d*un  cordon  métrique;  le  rayon  de  cette  circonfé- 

Q 

rence  sera  —  et,  par  suite,  le  volume  cherché 

ttHC»       ho 


4ïï'       4^ 

Ainsi,  supposons  qu'on  ait  trouvé  i"*,8o  pour  la  circonfé- 
rence moyenne  et  G^^^So  pour  la  hauteur,  on  aura  pour'le  vo- 
lume 

6,5Sc(i,8r      6.5  X  (0,9)» 


47r  TT 


=  i""%676. 


769.  La  question  d\i  jaugeage  des  tonneaux  se  rattache  ii  la 
mesure  du  tronc  de  cône. 

En  considérant  le  tonneau  (fig.  418)  comme  la  somme  de 
deux  troncs  de  cône  identiques  opposés  par  leur  grande  base, 
on  aurait  la  formule 

V=^7rH(R«-i-r»4-Rr), 

dans  laquelle  H  est  la  hauteur  totale  du  double  tronc,  rie  rayon 

Fig.  418. 


Axifond  A  A',  et  R  le  rayon  de  la  grande  base  RB'  à  laquelle 
on  donne  le  nom  de  bouge.  Mais  cette  formule  donne  un  ré- 
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sultat  trop  faible,  car  on  néglige  deux  fois  le  volume  engendré 
par  la  rotation  du  segment  AMB  compris  entre  la  droite  AB 
et  l'arc  AMB.  En  remplaçant,  dans  la  parenthèse,  Rrpar  R%  on 
obtient  une  formule 

V=~7rH(2R»+r»), 

qui  donne  au  contraire  un  résultat  trop  fort.  La  formule  qui 
s'adapte  le  mieux  à  la  forme  générale  des  tonneaux  est  la  sui- 
vante (*): 

Pour  H=:  o",756,  R  =  o",345,  r=  o",3o5,  la  première  for- 
mule donne  25o  litres,  la  seconde  a6i  et  la  troisième  254* 
EnQn,  nous  signalerons  la  formule 

V=  0,625. D% 

qui  permet  de  jauger  les  tonneaux  ordinaires  d'une  manière 
très-rapide  et  suffisamment  approchée,  en  mesurant  seule- 
ment la  diagonale  BA'=:D  qui  va  du  trou  B  ou  bonde  au  point 
le  plus  bas  A'  de  l'un  des*  fonds.  Les  jauges  diagonales  sont 
surtout  employées  dans  les  octrois.  En  calculant  d'avance,  à 
l'aide  de  la  formule  précédente,  les  valeurs  de  Y  qui  répondent 
aux  diverses  valeurs  de  Det  inscrivant  ces  valeurs  sur  la  tige 
de  fer  que  l'on  introduit  dans  le  tonneau,  on  obtient  la  capa- 
cité du  fût  par  une  simple  lecture. 

Pour  comparer  cette  dernière  formule  avec  la  précédente, 
il  suffit  d'observer  que  Ton  a«  dans  le  triangle  rectangle  B  A' I, 


BA'  =A'l  -f-Bl       ou     D'==7H'-h(R-hr)«; 

4 

on  trouverait  ainsi  167  litres  pour  la  contenance  du  tonneau 
déjà  considéré. 


{*)  Comptes  rendus  des  séances  de  VJcadémie  des  Sciences^  t.  XLVIII,  p. 96. 
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§  III.  -  PREMIÈRES  NOTIONS  SUR  LA  SPHÈRE. 

DÉFINITIONS. 

T70.  On  appelle  surface  sphérique  la  surface  engendrée  par 
la  rotation  d'une  demi-circonférence  ABA'  autour  du  diamètre 
AA'  qui  la  termine  (fig^^^)» 

Fig.  419. 


Dans  ce  mouvement,  tout  point  de  cette  demi-circonférence 
décrit  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  Taxe  de  rotation 
AA'  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

La  sphère  est  le  corps  limité  par  une  surface  sphérique.  On 
confond  souvent  dans  le  discours 'les  mots  sphère  ei  surface 
sphérique^  de  même  qu'en  Géométrie  plane  on  dit  parfois 
cercle  pour  circonférence  de  cercle. 

771 .  Considérons  la  sphère  engendrée  par  la  rotation  du  demi- 
cercle  ABA'  autour  du  diamètre  A  A',  et  un  point  quelconque 
de  l'espace.  Quand  le  demî-cercle  générateur  vient  se  placer 
suivant  ACA'  dans  le  plan  déterminé  par  AA'  et  par  le  point 
considéré,  il  peut  se  faire  que  ce  point  soit  comme  E  à  l'ex- 
térieur du  cercle  ACA\  ou  comme  I  à  l'intérieur,  ou  enfin 
comme  M  sur  la  circonférence  de  ce  cercle.  Dans  le  premier 
cas,  le  point  E  est  extérieur  à  la  sphère,  et  sa  distance  au 
centre  0  du  cercle  ACB  est  plus  grande  que  le  rayon  R  de  ce 
cercle;  dans  le  second  cas,  le  point  I  est  intérieure  la  sphère 
et  la  distance  01  est  moindre  que  ft  ;  enfin,  dans  le  troisième 
cas,  le  point  M  est  sur  la  surface  sphérique  et  la  distance  OH 
est  égale  à  R. 
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La  surface  sphérique  peut  donc  être  encore  définie  le  lieu 
géométrique  des  points  équidistants  d*un  point  fixe. 

Ce  point  fixe  0  est  dit  le  centre  de  la  sphère.  On  nomme 
rayvn  toute  droite»  telle  que  OA  ou  OM,  menée  du  centre  0 
à  la  surface;  tous  les  rajrons  d'une  même  sphère  sont  égaux. 
On  nomme  diamètre  toute  droite,  telle  que  MN,  passant  par 
le  centre  et  limitée  à  la  surface  sphérique;  tous  les  diamètres 
d'une  même  sphère  sont  égaux,  car  chacun  d'eux  est  la  somme 
de  deux  rayons. 

Deux  sphères  de  même  rayon  sont  égales. 

772.  La  définition  donnée  au  n^  111  pour  la  tangente  aux 
courbes  planes  s'étend  aux  courbes  de  l'espace.  Il  est  aisé  de 
voir,  d'après  cela,  que  la  tangente  MT  à  une  courbe  quel- 
conque AMB  tracée  sur  la  sphère  est  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité du  rayon  OM  m^né  au  point  de  contact.  En  effet  {fig.  4^0), 

Fig.  430. 


prenons  sur  la  courbe  AMB  un  point  M'  voisin  du  point  H, 
menons  la  sécante  MM' S  et  joignons  le  centre  0  au  milieu  I 
delà  corde  MM\  Le  triangle MOM'  étant  isocèle,  la  droite  01 
est  perpendiculaire  sur  MM'.  Or,  lorsque  la  sécante  MM'S 
tourne  autour  du  point  M  de  manière  à  devenir  à  la  limite  la 
tangente  MT,  le  point  I  milieu  de  MM'  se  réunit  au  point  M  en 
même  temps  que  le  point  M'.  L'angle  OMT,  position  limite  de 
l'angle  droit  OIS,  est  donc  lui-même  un  angle  droit. 

THÉORÈME. 
773.  Toute  section  pkuie  de  la  sphère  est  un  cercle. 

En  effet,  les  points  de  la  section  sont,  puisqu'ils  appartien- 
nent à  la  sphère,  situés  à  la  même  distance  du  centre  de  cette 
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sphère;  or,  on  sait  (92,524)  que  le  lieu  des  points  d'un  plan 
équidistants  d'un  point  fixe  est  une  circonférence  de  cercle. 

Fig.  /|ai. 


Corollaires. 

774.  Si  le  point  fixe  0,  qui  est  ici  le  centre  de  la  sphère 
{fig.  4^1  ),  est  situé  dans  le  plan  sécant,  ce  point  est  le  centre 
même  de  la  section  ACB  dont  le  rayon  ne  diffère  pas  de  celui 
de  la  sphère. 

Si  le  point  fixe  0  est  extérieur  au  plan  sécant,  le  centre  I 
de  la  section  DEF  est  la  projection  du  centre  0  de  la  sphère 
sur  le  plan  sécant  (524).  Quant  au  rayon  IE  =  rde  la  section, 
c'est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OIE  dont 
l'hypoténuse  OE  est  le  rayon  R  de  la  sphère  et  dont  l'autre 
côté  de  l'angle  droit  01  est  la  distance  J  du  centre  de  la  sphère 
au  plan  sécant.  Ce  rayon  r  résulte  donc  de  la  formule 

r«  =  R*  —  d\ 

On  est  ainsi  conduit  à  diviser  les  sections  planes  de  la  sphère 
en  deux  classes  :  les  grands  cercles^  dont  les  plans  passent 
par  le  centre  de  la  sphère  et  qui  sont  tous  égaux  entre  eux, 
puisqu'ils  ont  tous  pour  rayon  le  rayon  de  la  sphère;  et  les 
petits  cerclesy  dont  les  plans  ne  contiennent  pas  le  centre  de 
la  sphère,  et  dont  les  rayons,  inférieurs  à  celui  de  la  sphère, 
décroissent  à  mesure  que  leurs  plans  s'éloignent  du  centre  de 
la  sphère. 

Deux  petits  cercles  également  éloignés  du  centre  de  la 
sphère  sont  égaux  y  et,  de  deux  petits  cercles  inégalement 
éloignés  du  centre  de  la  sphère,  le  plus  grand  est  celui  qui  est 
le  plus  voisin  de  ce  centre. 

Ajoutons  qu'il  faut  trois  points  de  la  surface  sphérique  pour 
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déterminer  un  petit  cercle  (UGyikdS),  tandis  que  deux  points 
sufQsent  pour  déterminer  un  grand  cercle»  attendu  que  le 
centre  est  connu;  toutefois,  dans  ce  dernier  cas,  les  deux 
points  donnés  ne  doivent  pas  être  en  ligne  droite  avec  le 
centre  de  la  sphère,  sans  quoi  le  plan  du  grand  cercle,  assu- 
jetti seulement  à  passer  par  un  diamètre,,  pourrait  occuper 
une  inflnité  de  positions  (492). 


775.  Tout  grand  cercle  divise  la  surface  sphérique  et  la 
sphère  en  deux  parties  égales.  Car  si,  après  avoir  séparé  les 
deux  parties,  on  les  applique  sur  la  base  commune  en  tour- 
nant leur  convexité  dans  le  même  sens,  les  deux  surfaces 
coïncideront,  sans  quoi  tous  les  points  de  la  surface  sphérique 
ne  seraient  pas  à  la  même  distance  du  centre. 

776.  Deux  grands  cercles  APBP',  ABC  ifig»  4^^)»  *^  divisent 
mutuellement  en  deux  parties  égales;  car  le  centre  0  de  la 
sphère,  appartenant  à  la  fois  aux  plans  de  ces  deux  cercles, 
est  situé  sur  leur  intersection  commune,  qui  est  alors  un 
diamètre. 

777.  Vne  droite  ne  peut  couper  la  surface  sphérique  en 
plus  de  deux  points.  Car  cette  droite  ne  peut  avoir  plus  de 
deux  points  communs  avec  la  circonférence  de  grand  cercle, 
située  dans  le  plan  déterminé  par  cette  droite  et  le  centre  de 
la  sphère. 

778.  La  sphère  est  de  révolution  autour  d'un  diamètre  quel- 
conque AB.  Car  la  circonférence  ACB  déterminée  par  un  plan 
quelconque  passant  par  AB,  ayant  même  centre  0  et  même 
rayon  OA  que  la  sphère,  engendrera  évidemment  cette  sur- 
face en  tournant  autour  de  AB  [Jig.  422  )• 
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779.  On  nomme  pôles  d'un  cercle  de  la  sphère  les  extré- 
mités du  diamètre  de  la  sphère  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle. 

Deux  cercles  DFE,  ACB  (Jig.  4^3  )»  dont  les  plans  sont  pa< 
rallèles,  ont  les  mêmes  pôles  P  etP'. 

Le  centre  I  d'un  cercle  quelconque  DE,  ses  pôles  P  et  P', 
et  le  centre  0  de  la  sphère  sont  sur  une  même  perpendicu- 
laire au  plan  de  ce  cercle. 

Tout  grand  cercle  PFCP'  passant  par  les  pôles  P  et  P'  d'un 

cercle  DFE  a  son  plan  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle, 

puisqu'il  contient  la  droite  PP'  qui  est  perpendiculaire  à  ce 

dernier  plan. 

THÉORÈME. 

780.  Tous  les  points  de  la  circonférence  d'un  cercle  DFE  de 
la  sphère  sont  à  égale  distance  de  chacun  des  pôles  F  et  P'  de 
ce  cercle* 

Fig.  4a3. 


En  effet,  la  droite  PI,  qui  joint  le  pôle  P  au  centre  I  du 
cercle  DFE,  étant  perpendiculaire  au  plan  DFE,  lés  droites 
PD,  PF,  PE,...,  sont  des  obliques  qui  s'écartent  également  du 
pied  I  de  la  perpendiculaire  et  qui,  par  suite,  sont  égales. 

On  voit  encore  que  les  arcs  de  grand  cercle  PD,  PF,  PE,.... 
sont  égaux  comme  sous-tendus  par  des  cordes  égales. 

EnQn,  dans  le  cas  où  le  cercle  considéré  DFE  devient  un 
grand  cercle  ACB,  la  même  propriété  subsiste;  mais  les  angles 
droits  POA,  POC,  POB,...,  ayant  leurs  sommets  au  centre  des 
grands  cercles  PAP',  PCP',  PBP',...,  les  arcs  PA,  PC,  PB,..., 
sont  tous  égaux  au  quart  d'une  circonférence  de  grand  cercle. 

SCOLIE. 

781.  Des  deux  pôles  P  etP'  d'un  petit  cercle  DFE,  nous  ne 
considérerons  désormais,  à  moins  d'avertissement  contraire, 
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qae  le  pôle  P  qui  est  le  plus  rapproché  du  plan  de  ce  cercle. 
Nous  donnerons  à  la  distance  rectiligne  PD,  qui  sépare  le 
pôle  P  d'un  point  quelconque  D  du  cercle  DFE,  le  nom  de 
distance  polaire  de  ce  cercle,  et  à  la  longueur  de  Tare  de  grand 
cercle  PD,  qui  va  du  pôle  à  un  point  quelconque  D  du  cercle 
DFE,  le  nom  de  rayon  sphérique  de  ce  cercle. 

Le  rayon  sphérique  d'un  grand  cercle  est  égal  au  quart  de 
la  circonférence  de  ce  cercle  ou  à  un  quadrant,  et  sa  distance 
polaire  est  égale  à  la  corde  de  cet  arc,  c'est-à-dire  au  côté  du 
carré  inscrit  dans  un  grand  cercle. 

782.  Le  théorème  précédent  permet  de  tracer  des  circonfé- 
rences sur  une  sphère  solide  comme  on  les  trace  sur  un  plan . 
On  emploie  à  cet  effet  un  compas  à  branches  courbes,  afin  de 
ne  pas  être  gêné  par  la  convexité  de  la  sphère.  On  donne  au 
compas  une  ouverture  (distança  des  deux  pointes)  égale  à  la 
distance  polaire  voulue,  et  Ton  place  la  pointe  sèche  au  point 
choisi  pour  pôle;  l'autre  pointe  décrit  alors  le  cercle  de- 
mandé. 

Pour  décrire  un  grand  cercle,  il  faut  avoir  sa  distance  po- 
laire, c'est-à-dire  la  corde  d'un  arc  égal  au  quart  d'un  grand 
cercle  ;  ce  qui  exige  la  connaissance  du  rayon  de  la  sphère. 

PROBLÈME. 

783.  Trouver  le  rayon  cPune  sphère  solide  [fig*  424)- 

D'un  point  P  de  la  surface  sphérique  comme  pôle,  avec  une 

Fig.  424. 
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ouverture  de  compas  arbitraire,  on  décrit  un  cercle  ABC.  On 
relève  avec  le  compas  les  trois  distances  rectilîgnes  AB,  BC, 
II.  »ï 
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CA,  et  l'on  construit  sur  le  papier  un  triangle  abc  ayant  pour 
côtés  ces  trois  longueurs.  On  détermine  le  centre  i  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  abc,  et  la  droite  ai  est  égale  au  rayon  Al 
du  cercle  ABC.  Par  suite»  si  du  point  a  comme  centre,  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  à  celle  qui  a  servi  à  décrire  le  cercle 
ABC  sur  la  sphère»  on  décrit  un  petit  arc  de  cercle  jusqu'à  la 
rencontre  p  de  la  perpendiculaire  pip'  élevée  en  i  sur  ai,  on 
forme  un  triangle  api  égal  à  API,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  éle- 
ver la  perpendiculaire  ap'  sur  ap  pour  avoir  en  pp'  le  dia- 
mètre PP'  de  la  sphère. 

Pour  obtenir  des  résultats  précis  lorsqu'on  n'a  à  sa  disposi- 
tion qu'une  portion  de  sphère,  il  faut  :  choisir  le  point  P  à  peu 
près  au  milieu  de  la  portion  de  surface  dont  on  dispose, 
prendre  une  distance  polaire  PA  aussi  grande  que  possible,  et, 
enfin,  dans  tous  les  cas,  choisir  les  points  Â,  B,  C,  sur  le  cercle 
ABC,  de  telle  sorte  que  le  triangle  ABC  soit  à  peu  près  équi- 
latéral. 

SCOLTB. 

784-.  On  emploie  souvent  pour  déterminer  le  rayon  d'une 
sphère  solide  un  instrument  spécial,  qui  est  décrit  dans  les 
Traités  de  Physique  et  qu'on  nomme  sphéromètre.  Cet  instru- 
ment fait  connaître  le  rayon  AI  —  r  du  cercle  ABC,  et  la  flèche 
PI  =  A.  La  construction  graphique  plane  reste  la  même;  seu- 
lement, au  lieu  de  déterminer  le  point  p  à  l'aide  d'un  arc  de 
cercle  décrit  du  point  a,  on  prend  ip  =:  A.  Mais,  dans  ce  cas, 
on  préfère  le  calcul  à  la  construction  graphique;  R  étant  le 
rayon  inconnu  de  la  sphère,  le  triangle  rectangle  PAP'  donne 

Âi'rrrlP.IP'       OU       T^  ==::  A  (2R  -  A  ),  • 

d'où  l'on  déduit 

THÉORÈME. 

785.  Tout  plan  k^C^  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un  rayon 
OC  est  tangent  à  la  sphère  et  réciproquement  tout  plan  ACB 
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tangent  à  la  sphère  est  perpendiculaire  à  r extrémité  du  rayon 
OC  mené  au  point  de  contact  C  {Jig*  4^5). 


On  dit  qu'un  plan  ACB  est  tangent  k  la  sphère  lorsqu'il  n'a 
avec  cette  surface  qu'un  point  commun  C,  qu'on  noxnmepoint 
de  contact. 

Cela  posé»  soit  ACB  un  plan  perpendiculaire  à  l'extrémité 
d'un  rayon  OC.  D  étant  un  point  quelconque  de  ce  plan,  autre 
que  C,  OD  est  oblique  à  ce  plan,  et  l'on  a  OD>OC,  de 
sorte  que  le  point  D  est  extérieur  à  la  sphère.  Le  plan  ACB, 
n'ayant  d'après  cela  que  le  point  C  commun  avec  la  surface 
sphérique,  est  tangent  à  cette  surface. 

Inversement,  si  ACB  est  un  plan  tangent  à  la  sphère  au 
point  C,  tout  point  D  de  ce  plan,  autre  que  C,  est  extérieur  à 
la  sphère,  et  l'on  a  OD^OC;  donc  OC,  étant  la  plus  courte 
distance  du  centre  0  au  plan  ACB,  est  perpendiculaire  sur  ce 
plan. 

Corollaires. 

786.  Par  un  point  pris  sur  la  surface  sphérique,  on  peut 
toujours  mener  un  plan  tangent  à  cette  surface,  et  Von.  ne 
peut  en  mener  qu'un  (  516  ). 

787.  Le  plan  tangent  à  la  sphère  en  un  point  C  contient  les 
tangentes  en  ce  point  à  toutes  les  courbes  qu'on  peut  tracer 
par  ce  point  sur  la  surface  sphérique  (772,  521). 

788.  Considérons  une  sphère  0  et  un  point  extérieur  S 
(fig.  426).  Par  la  droite  OS,  menons  un  plan  quelconque  qui 
déterminera  dans  la  sphère  un  grand  cercle  PAP',  et  menons 
par  S  une  tangente  SA  à  ce  cercle.  Pendant  que  le  demi-cercle 
PAP'  en  tournant  autour  de  l'axe  SO  engendre  la  sphère,  la 

II. 
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tangente  SA  engendre  un  cône  de  révolution  qui  a  en  com- 
mun avec  la  sphère  le  cercle  AB  décrit  par  le  point  A.  De 
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plus,  en  tout  point  M  de  ce  cercle,  le  cône  et  la  sphère  ont  le 
même  plan  tangent;  car  la  génératrice  SM  et  la  tangente  MT 
au  cercle  AB,  qui  déterminent  le  plan  tangent  au  cône  (750), 
sont  situées  l'une  et  l'autre  (787)  dans  le  plan  tangent  à  la 
sphère.  On  dit  d'après  cela  que  le  cône  est  circofiscrii  à  la 
sphère  et  que  la  sphère  est  inscrite  au  cône  le  long  du  cercle 
commun  AB. 

On  voit  encore  par  là  que  par  un  point  extérieur  S,  on  peut 
mener  une  infinité  de  plans  tangents  à  une  sphère  0,  et  que 
toutes  les  tangentes  SA,  SM,  SB, ... ,  à  la  sphère,  issues  du 
même  point  S,  sont  égales. 

Si  le  points  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  PP',  le  cône 
dégénère  en  un  cylindre  circonscrit,  et  le  lieu  des  points  de 
contact  de  la  sphère  et  de  ce  cylindre  de  révolution  devient 
le  gcand  cercle  perpendiculaire  à  la  direction  PF  des  géné- 
ratrices du  cylindre. 

THÉORÈME.  • 

789.  L'intersection  de  deux  sphères  k  etB  est  une  circon- 
férence de  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres  AB  des  deux  sphères  et  dont  le  centre  est  sur  cette 
ligne  (fig.  427). 

Car  cette  intersection  n'est  autre  que  la  circonférence 
engendrée  par  la  rotation  autour  de  AB  du  point  C  commun 
aux  deux  circonférences  suivant  lesquelles  les  deux  sphères 
sont  coupées  par  un  plan  quelconque  passant  par  AB. 
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Sgolib. 

790.  Lorsque  deux  sphères  n'ont  qu'un  point  commun,  on 
dit  qu'elles  sont  tangentes  en  ce  point  qu'on  nomme  point  de 
contact;  le  point  de  contact  est  situé  sur  la  ligne  des  centres, 
et  en  ce  point  les  sphères  ont  le  même  plan  tangent  (120). 

Fig.  427. 


Les  positions  relatives  de  deux  sphères  sont  au  nombre  de 
cinq  (122),  et  les  relations  correspondantes  entre  la  distance 
des  centres  et  les  rayons  sont  celles  qui  ont  lieu  pour  les 
circonférences  de  grand  cercle  déterminées  dans  les  sphères 
données  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  des 
centres. 

THÉORÈME. 

791.  Par  quatre  points  A,  B,  C,  D,  non  situés  dans  un  même 
plan,  on  peut  faire  passer  une  surface  sphérique,  mais  une 
seule  {Jig,  ^28). 


Il  s'agit  de  prouver  qu'il  existe  un  point,  et  un  seul,  situé  à 
la  même  distance  des  quatre  points  A,  B,  C,  D. 

Or,  tout  point  équidistant  de  A,  B,  C,  D,  doit  se  trouver  sur 
la  perpendiculaire  FH  élevée  au  plan  ABC  par  le  centre  F  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  puisque  cette  perpendicu- 
laire est  le  lieu  des  points  équidisunts  de  A,  B,  C  (S2i);  il 
doitaussi  appartenir  à  la  perpendiculaireEG  élevée  au  plan  ACD 
par  le  centre  E  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ACD.  Comme 
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deux  droites  FH,  £G,  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  commun, 
on  voitd*abord  qu'il  ne  sauraitjamais  exister  qu'un  seul  point 
équidistant  de  A,  B,  C,  D.  En  second  lieu,  un  tel  point  existe 
toujours  si,  conformément  à  l'hypothèse,  les  points  Â^B,  CD, 
ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan.  En  effet,  le  plan  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  K  de  AC,  étant  le  lieu  des  points 
équidistants  de  A  et  de  C,  doit  contenir  EG  et  FH;  d'ailleurs, 
les  deux  droites  KF  et  KE,  suivant  lesquelles  il  rencontre  les 
plans  ABC  et  ADC,  se  coupent,  puisque  les  plans  ABCet  ADC 
sont  distincts;  donc  les  deux  droites  EG  et  FH,  étant  situées 
dans  un  même  plan  EKF,  et  étant,  dans  ce  plan,  perpendicu- 
laires à  deux  droites  KF  et  KE  qui  se  coupent,  ont  un  point 
commun  0  qui  est  le  centre  de  la  sphère  demandée. 

Corollaires. 

792.  Deux  sphères,  qui  ont  quatre  points  communs  non 
situés  dans  un  même  plan,  coïncident. 

793.  Les  perpendiculaires  élevées  aux  quatre  faces  d'un 
tétraèdre  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  chacune  de  ces 
faces  se  coupent  en  un  même  point. 

§  IV.  -  PROPRIÉTÉS  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 

DÉFINITIONS. 

794.  On  nomme  angle  de  deux  courbes  passant  par  un 
même  point  de  l'espace  l'angle  de  leurs  tangentes  en  ce  point. 
L'angle  de  deux  courbes  tracées  sur  la  sphère  est  donc  égal  à 
l'angle  des  plans  menés  respectivement  par  le  centre  de  la 
sphère  et  par  les  tangentes  à  ces  courbes  au  point  commun; 
car,  ces  tangentes  étant  perpendiculaires  au  rayon  qui  aboutit 
au  point  commun  (772),  leur  angle  mesure  le  dièdre  des 
deux  plans  considérés.  En  particulier,  l'angle  de  deux  arcs 
de  grand  cercle  est  égal  à  l'angle  des  plans  de  ces  arcs. 

THÉORÈME. 

795.  L'angleAn  de  deux  arcs  de  grand  cercle  PAP',PBP', 
a  pour  mesure,  soit  Varc  de  grand  cercle  AB  décrit  de  son  som- 
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met  P  comme  pôle  et  compris  entre  ses  côtés,  soit  le  plus 
petit  arc  de  grand  cercle  ppx\  qui  unit  les  pôles  de  ses  côtés 

[fig-  429). 

En  effet  : 

i^  Les  arcs  PA,  PB,  étant  des  quadrants»  les  angles  POA, 
POBy  sont  droits,  et  l'angle  A06  est  l'angle  plan  qui  mesure 
l'angle  dièdre  formé  par  les  plans  des  deux  grands  cercles. 
Mais  (794)  cet  angle  dièdre  est  égal  à  l'angle  APB  des  deux 
arcs  de  grands  cercles,  et  l'angle  au  centre  AOB  a  pour  mesure 
l'arc  AB  ;  donc  l'arc  AB  est  aussi  la  mesure  de  l'angle  APB. 

a^  Prenons  sur  la  circonférence  ABC,  à  partir  des  points  A 
et  B,  dans  le  même  sens,  deux  arcs  kp  et  B/?,,  égaux  à  un 
quadrant;  l'arc  ppt  est  évidemment  égal  à  l'arc  AB,  et,  pour 
justifier  le  second  énoncé  du  théorème,  il  suffit  de  prouver 
que  p  eipi  sont  les  pôles  des  cercles  PAP',  PBP',  Or,  la  droite 
Op,  perpendiculaire  à  OA,  puisque  Tare  \p  est  un  quadrant, 

Fig.  429. 


et  perpendiculaire  à  OP,  puisqu'elle  est  dans  le  plan  ABC,  est 
perpendiculaire  au  plan  du  grand  cercle  PAP';  p  est  donc  le 
pôle  de  ce  grand  cercle.  De  même,  p,  est  le  pôle  du  grand 
cercle  PBP'. 

Nousavons  dit  que  nous  portions  les  arcs  \p  et  B/?i  dans 
le  même  sens,  à  partir  de  leurs  origines  respectives  A  et  B;  si 
on  les  portait  l'un  dans  un  sens  et  l'autre  en  sens  contraire, 
l'arc  pp^  serait  le  supplément  de  l'angle  des  deux  grands 
cercles.  Il  y  a  donc  une  précaution  à  prendre  dans  l'applica- 
tion du  second  énoncé.  Il  faut  considérer,  pour  Tun  des  grands 
cercles  PAP',  le  pôle  p  qui  est  du  même  côté  que  le  demi- 
cercle  PBP'  et,  pour  l'autre  grand  cercle  PBP%  le  pôle  pt  qui 
n'est  pas  du  même  côté  que  le  demi-cercle  PAP'. 


i 
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Coroixàirbs. 

796^  Le  lieu  géométrique  des  pôles  des  grands  cercles  incli- 
nés d'un  angle  donné  sur  un  grand  cercle  donné  se  compose 
de  deux  cercles  dont  les  pôles  se  confondent  avec  ceux  du 
grand  cercle  donné.  Le  rayon  sphérique  de  ces  cercles  est 
égal  à  l'arc  de  grand  cercle  qui  mesure  l'angle  donné. 

797.  Pour  que  deux  grands  cercles  se  coupent  à  angle 
droit,  il  faut  et  il  suffit  que  chacun  d'eux  renferme  le  pôle  de 
l'autre. 

798.  Deux  grands  cercles  APC,  BPD  [Jig.  429)1  forment  en 
se  coupant  au  point  P  quatre  angles  APB,  BPC,  CPD,  DPA  ;  les 
angles  adjacents  APB,  BPC,  sont  supplémentaires,  les  angles 
opposés  par  le  sommet  APB,  CPD,  sont  égaux. 

DÉFINITIONS. 

799.  On  appelle  polygone  sphérique  la  portion  de  surface 
sphérique  ABCDE  comprjse  entre  plusieurs  arcs  de  grand 
cercle.  Ces  arcs  AB,  BC,  CD,  DE,  EA,  sont  les  côtés  du  poly- 
gone; les  angles  ABC,  BCD,. . .,  qu'ils  forment,  et  les  som- 
mets B,  C, . . .  de  ces  angles  sont  les  angles  et  les  sommets  du 
polygone  (/gr.  43o) 

Fig.  430. 
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Un  polygone  sphérique  est  dit  convexe  lorsque  chaque 
côté  prolongé  laisse  tout  le  polygone  dans  le  même  hémi- 
sphère. 

Chaque  côté  d'un  polygone  sphérique  convexe  est  moindre 
qu'une  demi-^circonférence  de  grand  cercle.  Car,  si  le  côté  AB, 
par  exemple,  était  plus  grand  qu'une  demi-circonférence,  on 
pourrait  prendre  sur  AB,  entre  A  et  B,  un  point  I  tel,  que  AI 
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fût  égal  à  une  demi-circonférence;  dès  lors,  le  grand  cercle 
auquel  appariient  le  côté  AE  passerait  par  le  point  I  (776),  et 
le  polygone  ne  serait  pas  tout  entier  dans  l'un  des  deux  hémi- 
sphères déterminés  par  ce  grand  cercle  AE« 

Un  polygone  sphérique  convexe  ne  peut  être  rencontré  en 
plus  de  deux  points  par  un  arc  de  grand  cercle  (73). 

800.  Le  polygone  sphérique  le  plus  simple  est  le  triangle 
sphérique;  c'est  la  portion  ABC  de  la  surface  de  la  sphère  com- 
prise entre  trois  arcs  de  grand  cercle  AB^  BC,  CA,  qui  sont 
chacun  moindres  qu*une  demi-circonférence.  D'après  cela,  un 
triangle  sphérique  est  toujours  convexe  {Jtg,  4^i  ). 

Fig.  43 1. 


On  pourrait  admettre  des  côtés  qui  surpasseraient  la  demi* 
circonférence,  et  appeler  encore  triangle  sphérique  la  figure 
formée  par  des  arcs  tels  que  AB,  AC,  BDC,  dont  le  dernier  est 
supérieur  à  une  demi-circonférence.  Mais  d'abord  cela  serait 
incommode,  parce  que  ces  nouvelles  figures  présenteraient 
des  angles  tels  que  A  qui  surpasse  deux  angles  droits;  et  en- 
suite cela  est  inutile,  car  la  connaissance  des  éléments  du 
triangle  sphérique  proprement  dit  ABC  entraîne  celle  de  tous 
les  éléments  de  la  figure  formée  par  les  arcs  AB,  AC,  BDC. 

Un  triangle  sphérique  est  isocèle,  équilatéral,  rectangle, 
dans  les  mêmes  circonstances  qu'un  triangle  rectiligne  (27). 

801.  Enjoignant  les  sommets  d'un  triangle  sphérique  ABC 
(Jig.  432)  au  centre  0  de  la  sphère,  on  forme  un  angle  trièdre 
OABG,  dont  les  faces  AOB,  BOC,...,  ont  la  même  mesure  (  136) 
que  les  côtés  correspondants  AB,  BC, ...»  du  triangle  sphé- 
rique, et  dont  les  angles  dièdres  OA,  OB, . . . ,  ont  la  même 
mesure  (794)  que  les  angles  A,  B,. .  •  de  ce  triangle.  La  même 
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remarque  s'étend  à  un  polygone  sphérique  ABCD  (Jig,  433)  ei 
à  l'angle  polyèdre  correspondant  OABCD. 

'  D'après  cela,  à  chaque  propriété  des  angles  trièdres  ou  po- 
lyèdres répond  une  propriété  analogue  des  triangles  ou  poly- 
gones sphériques;  et,  pour  énoncer  cette  propriété,  il  suffit  de 
remplacer  respectivement  les  mots^àce  et  angle  dièdre  par 
les  mots  côté  et  angle. 

Fig.  433. 


C'est  même  cette  marche  que  l'on  suit  pour  établir  les  pre- 
mières propriétés  des  figures  sphériques.  Mais  plus  tard,  et 
pour  des  propriétés  moins  simples,  il  est  ordinairement  pré- 
férable de  faire  l'inverse,* c'est-à-dire  d'établir  directement  les 
propriétés  des  figures  sphériques  pour  en  déduire  les  pro- 
priétés des  angles  polyèdres  correspondants.  On  raisonne 
en  effet  sur  une  surface,  et  en  particulier  sur  la  sphère,  pres- 
que aussi  aisément  que  sur  un  plan,  tandis  qu'il  faut  un  cer- 
tain effort  pour  se  représenter  une  figure  de  l'espace  un  peu 
compliquée.  L'étude  de  l'Astronomie  ne  laisse  à  cet  égard 
aucun  doute,  et  la  conception  de  la  sphère  céleste  est  un  des 
plus  heureux  artifices  géométriques  qu'on  ait  imaginés. 

802.  Si  l'on  prolonge  les  arêtes  de  l'angle  polyèdre  OABQ) 
{fig'  433)  au  delà  du  sommet  0,  on  forme  un  angle  polyèdre 
symétrique  OA'B'C'D',  qui  détermine  sur  la  surface  de  la 
sphère  un  polygone  A'B'C'D'.  Les  deux  polygones  ABCD, 
A'B'  C  D' ,  dont  les  sommets  sont  ainsi  diamétralement  opposés 
deux  à  deux,  sont  appelés  polygones  sphériques  symétriques. 
Les  considérations  développées  au  a'' S66  conduisent  aux  pro- 
priétés suivantes  : 

I*  Deux  polygones  symétriques  ont  leurs  angles  et  leurs 
côtés  égaux  deux  à  deux;  a*  ces  polygones  ne  sont  pas  en  gé- 
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néral  êuperposables^  attendu  que  les  parties  respectivement 
égales  sont  disposées  dans  un  ordre  inverse  ;  Z"*  pour  qu'un 
triangle  sphérique  soit  superposable  à  son  symétrique  (fig,  432), 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  ait  deux  angles  égaux ^  et  dans  un  tel 
triangle  les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  sont  égaux;  en 
d'autres  ternies,  ce  triangle  est  isocèle. 

THÉORÈME. 

803.  Dans  tout  polygone  sphérique^  un  côté  quelconque  est 
moindre  que  la  somme  de  tous  les  autres. 

En  eflfet,  soit  ABCD  le  polygone  proposé  (fig.  433).  Dans 
Tangle  polyèdre  correspondant  OÂBCD,  on  a  (567) 

AOB<  BOC  -^  COD  -^  DOA. 
Donc  (136) 

arc  AB  <  arc  BC  -4-  arc  CD  -f-  arc  liA . 

Sgolies. 

804.  Dans  tout  triangle  sphérique  ABC  (fig.  434  )>  ^  "**  P^^ 
grand  angle  est  opposé  un  plus  grand  côté. 

Fig.  434.  Fi«.  435. 


Cela  résultede  la  propriété  analogue  de  l'angle  trièdre  (568). 
On  peut  aussi  le  démontrer  comme  pour  le  triangle  rectiligne 
(36,  2^).  Soit  Tahgle  ABC  plus  grand  quel'angleC;  on  pourra 
mener  dans  l'angle  ABC  un  arc  de  grand  cercle  BD  qui  fasse 
avec  BC  un  angle  DBC  égal  à  l'angle  C.  Le  triangle  BDC  ayant 
deux  angles  égaux  DBC,  DCB,  sera  Isocèle  (802),  et  l'on  aura 
h\}  =  DC.  Or,  le  triangle  ABD  donne  (  803) 

AB<ADh-BD 

et,  en  remplaçant  le  côté  BD  par  son  égal  DC, 

AB  <  AD  4-  DC    ou    AB  <  AC. 
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En  rapprochant  ce  théorème  de  celui  qui  a  été  démontré  au 
n*»  802  (  3®),  et  en  raisonnant  comme  au  n*>  37,  on  voit  que  :  ré- 
ciproquement, 51  un  triangle  sphérique  est  isocèle,  les  angles 
opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux,  et  si  un  triangle  sphé- 
rique a  deux  côtés  inégaux,  au  plus  grand  côté  est  opposé  le 
plus  grand  angle.  « 

805.  De  ce  qu'un  triangle  sphérique  isocèle  est  superpo- 
sable  à  son  symétrique,  il  résulte,  comme  au  n®  38,  que  dans 
tout  triangle  sphérique  isocèle  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint 
le  sommet  au  milieu  de  la  base  est  perpendiculaire  sur  cette 
base  et  divise  l'angle  au  sommet  en  deux  parties  égales, 

806.  Enfin,  les  propriétés  du  triangle  rectiligne,  démontrées 
aux  n^  31,  32  et  33,  s'appliquent  au  triangle  sphérique  et  se 
démontrent  de  même;  il  suffit  de  remplacer  le  mot  droite 
par  les  mots  arc  de  grand  cercle, 

THÉORÈME. 

807.  Dans  tout  polygone  sphérique  convexe,  la  somme  des 
côtés  est  moindre  qu'une  circonférence. 

Car  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre  correspondant 
est  moindre  que  quatre  angles  droits  (570). 

La  démonstration  directe  est  d'ailleurs  facile.  Considérons 
d'abord  un  triangle  sphérique  ABC  {Jig.  435),  et  prolongeons 
les  côtés  AB  et  AC  jusqu'à  leur  rencontre  A';  les  deux  arcs 
ABAf,  ACA',  sont  desdemi-circonférences  degrand  cercle(776), 
et  comme  dans  le  triangle  BCA'  le  côté  BC  est  moindre  que 
BA'  +  CA',  la  somme  AB  +  AC  +  BC  des  côtés  du  triangle  ABC 
est  inférieure  à  ABA'  4-  ACA',  c'est-à-dire  à  une  circonférence 
de  grand  cercle. 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  un  polygone,  c'est- 
à-dire  en  remplaçant  un  côté  par  les  prolongements  des  deux 
qui  lui  sont  adjacents,  on  voit  que,  si  la  proposition  est  vraie 
pour  un  polygone  convexe,  elle  subsiste  pour  le  polygone 
convexe  qui  a  un  côté  de  plus;  donc  elle  est  générale. 
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THÉORÈME. 

608.'  Si  un  triangle  spkérique  A'B'C  est  le  triangle  polaire 
d'un  triante  sphérique  donné  ÂBC,  réciproquement  ABC  sera 
le  triangle  polaire  de  A'B'C. 

Pour  bien  comprendre  la  définition  du  triangle  polaire  et 
l'objet  du  présent  théorème,  il  convient  de  faire  une  re- 
marque. 

Soient  EIF  un  grand  cercle  {Jig.  4^6),  P  Tun  de  ses  pôles, 
et  M  un  point  quelconque  de  la  sphère.  Si  P  et  M  sont  d'un 
même  côté  du  grand  cercle  EF,  le  plus  petit  arc  de  grand 
cercle  qui. va  de  P  en  M  est  moindre  qu'un  quadrant  PI.  Si  P 
et  M  sont  de  part  et  d'autre  du  grand  cercle  EF,  le  plus  petit 
arc  de  grand  cercle  allant  de  P  en  M  est  supérieur  à  un  qua- 
drant. 

Fig.  436.  Fig.  437. 

c 


c 


Cela  posé,  on  nomme  triangle  polaire  d'un  triangle  sphé- 
rique ABC  un  nouveau  triangle  A'B'C  (fig*^^"})  dont  les  som- 
mets sont  définis  de  la  manière  suivante  :  A'  est  Celui  des 
deux  pôles  du  grand  cercle  BC  qui  est  par  rapport  à  ce  grand 
cercle  du  même  côté  que  le  sommet  opposé  A  ;  de  même  B' 
est  le  pôle  de  AC  qui  est  situé  par  rapport  à  AC  du  même 
côté  que  B,  et  C!  est  le  pôle  de  AB  qui  est  placé  par  rapport 
àAB  du  même  côté  que  C. 

Il  s'agit  de  démontrer  que,  réciproquement,  le  triangle  ABC 
est  le  triangle  polaire  de  k'VCf.  A  cet  effet,  considérons  l'un 
quelconque  de  ses  sommets,  C  par  exemple  ;  A'  étant  le  pôle 
de  BC,  l'arc  de  grand  cercle  qui  joindrait  C  et  A'  est  un  qua- 
drant; de  même  Tare  de  grand  cercle  CB'  est  Un  quadrant, 
puisque  B'  est  le  pôle  de  AC.  Donc»  le  point  C  (780)  est  le 
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pôle  de  A'B'.  De  plus,  puisque  C  est  le  pôle  de  AB  qui  se 
trouve  par  rapport  à  AB  du  même  côté  que  C,  le  plus  petit  arc 
du  grand  cercle  allant  de  C  en  C  est  moindre  qu'un  quadrant; 
par  suite,  C  est  le  pôle  de  A'B''  qui  se  trouve  par  rapport  à 
A'  B'  du  même  côté  que  C, 

SCOLIE. 

809.  D'après  cela,  le  triangle  polaire  A'B'C  d'un  triangle 
donné  ABC  peut  être  considéré  comme  obtenu  en  décrivant 
des  sommets  A,  B,  C,  pris  successivement  pour  pôles,  trois 
circonférences  de  grand  cercle.  Ces  trois  circonférences  di- 
visent la  surface  de  la  sphère  (Jig.  4^7)  en  huit  triangles,  dont 
l'un  A'B'C  est  le  triangle  polaire  de  ABC.  C'est  celui  qui  est 
tel,  que  les  sommets  A  et  A'  soient  d'un  même  côté  par  rap- 
port à  BC,  les  sommets  B  et  B'  d'un  même  côté  par  rapport  à 
AC,  et  les  sommets  C  et  C  d'un  même  côté  par  rapport  à  AB. 

Les  deux  trièdres  OABC,  OA'B'C,  qui  répondent  à  deux 
triangles  polaires  ABC,  A'B'C^  sont  supplémentaires  (572). 
En  effet,  d'après  la  construction  du  point  C,  on  voit  que  l'a- 
rête OC,  par  exemple,  est  perpendiculaire  (T79)  au  plan  AOB 
et  située  par  rapport  à  ce  plan  du  même  côté  que  OC  :  on  rai- 
sonnerait de  même  pour  les  autres  arêtes  OB'  et  0\'.  Chaque 
angle  de  l'un  des  triangles  ABC,  A'B'C%  doit  donc  (573)  être 
le  supplément  du  côté  opposé  de  l'autre  triangle.  Mais  cette 
propriété,  en  vertu  de  laquelle  deux  triangles  polaires  sont 
aussi  appelés  triangles^supplémeniaires,  mérite  d'être  démon- 
trée direcXement;  c'est  là  l'objet  du  théorème  qui  suit. 

THÉORÈME. 

810.  Si  ABC,  A'B'C,  sont  deux  triangles  polaires,  chaque 
angle  de  l'un  de  ces  triangles  a  pour  mesure  une  demi-circon- 
férence  de  grand  cercle,  moins  le  côté  opposé  dans  Vautre 

triangle  (Jig.  438). 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  l'angle  A  et  prolon- 
geons, s'il  le  faut,  les  côtés  AB  et  AC  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'arc  B'C  ;  puisque  A  est  le  pôle  de  B'C^  l'angle  A  a  pour  me- 
sure l'arc  DE  (795)  ;  mais  on  a  évidemment 

DE:=rB'E4-DC'~-B'C'. 
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D'ailleurs  B'E  et  DC  sont  des  quadrants,  puisque  B'  est  le 
pôle  de  AC  et  C  le  pôle  de  AB;  on  a  donc 

DE  —  -  cire,  de  grand  cercle  —  B'C 
On  procéderait  de  la  même  manière  pour  les  angles  B  et  C. 

Fîg.  438.  FIg.  439.  Fîg.  /|4o. 


4' 


/  A  /    ^'- — .A 


\'''.  /    \     j     '^y    )    '^^ 


B-_^^\  \  X      /  \.  J  /  ) 


Les  triangles  ABC  et  A'  B'  C  résultant  l'un  de  l'autre  par  la 
même  construction  (808  ),  la  propriété  que  nous  venons  de 
démontrer  pour  les  angles  A,  B,  C,  du  premier  triangle  con- 
vient aux  angles  A'^B^C,  du  second. On prouveraitd'ailleurs 
directement  que  Tangle  A',  par  exemple,  a  pour  mesure  le 
supplément  de  BC,  en  prolongeant  BC  jusqu'à  la  rencontre  de 
A'B'et  de  A'C. 

Sgoub. 

811.  Les  propriétés  des  triangles  polaires  s'étendent  aux  polygones  et 
aux  courbes  sphériques^ 

Soit  {fi^.  439)  un  polygone  sphérique  convexe  ABCDE;  prenons,  des 
deux  pôles  de  l'arc  de  grand  cercle  EÀ,  celui  A'  qui,  par  rapport  à  EÂ,  est 
dans  le  même  hémisphère  que  le  polygone  ABCDE;  prenons  d*une  manière 
analogue  les  pôles  B',  C,  D',.E',  des  côtés  AB,  BC,CD,  DE.  Le  polygone 
A'B'C'iyE'  sera  le  polygone /?o/a/>e  du  proposé,  et  Ton  démontrera,  comme 
auxn"  808  et  810  :  1"  que,  si  un  polygone  sphérique  A'B'C'D'E'  est  le 
polygone  polaire  d'un  polygone  donné  ABCDE,  réciproquement  ABCDE 
est  le  polygone  polaire  de  A' B' C  D' E'  ;  a®  que,  dans  deux  polygones  po- 
laires ^  tout  angle  de  l'un  est  le  supplément  du  côté  de  l^ autre  dont  le 
sommet  de  Sangle  considéré  est  tb  pôle. 

812.  On -appelle  arc  de  grand  cercle  tangent  en  un  point  M  d^une 
courie  spliérique  AMN  {Jig.  44o)  la  limite  des  positions  que  prend  le  grand 


176  GÉOMÉTRIE   DANS  l'bSPAGB. 

cercle  mené  par  le  point  M  et  ud  point  voisin  N,  lorsque  ce  seoond 
point  N  de  la  courbe  tend  vers  le  premier.  Une  courbe  sphérique  est  con- 
vexe si  le  grand  cercle  tangent  en  l'un  quelconque  de  ses  points  laisse  la 
courbe  tout  entière  dans  un  seul  hémisphère  (799).  Une  courbe  sphérique 
convexe  ne  saurait  être  rencontrée  par  un  grand  cercle  en  plus  de  deux 
points  ;  et,  des  deux  arcs  de  grand  cercle  qui  joignent  deux  points  quel- 
conques de  la  courbe,  le  plus  petit,  c'est-à-dire  celui  qui  est  moindre 
qu'une  demi-circonférence,  est  à  Vintérieur  de  la  courbe. 

Cela  posé,  soit  A'M'  (fig.  440)  une  courbe  sphérique  convexe  ;  en  un  point 
quelconque  M'  de  cette  courbe,  menons  le  grand  cercle  tangent  et  prenons 
le  pôle  M  de  ce  cercle  qui  est  dans  lemème  hémisphère  que  la  courbe  A'M'; 
le  lieu  des  points  M  est  la  courbe  polaire  ÀM  de  A' M'.  Inversement,  la 
courbe  A'M'  est  la  courbe  polaire  de  AM;  en  d'autres  termes,  le  point  M' 
est  le  pôle  de  Tare  de  grand  cercle  tangent  en  M  à  la  courbe  AM  ;  car  si 
N  est  le  pôle  de  Tare  de  grand  cercle  N'T'  tangent  à  la  courbe  A' M'  en 
un  point  N'  voisin  de  M',  le  point!'  sera  le  pôle  (780)  de  l'arc  sécant  MN, 
et  quand  ce  dernier  arc  deviendra  tangent  en  M,  le  point  V  se  confondra 
avec  M'.  Ainsi,  les  points  M  et  M'  des  deux  courbes  se  correspondent 
deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  le  point  M  soit  le  pôle  de  Tare  de  grand 
cercle  tangent  en  M'  et  que  le  point  M'  soit  le  pôle  de  Tare  de  grand 
cercle  tangent  en  M. 

Deux  figures  sphériques  polaires  sont  des  figures  corrélatives  :  à  tout 
point  de  Tune  répond  un  arc  de  grand  cercle  dans  l'autre,  de  telle  sorte 
que,  si  trois  points  de  la  première  sont  sur  un  môme  grand  cercle,  les 
trois  arcs  de  grand  cercle  correspondants  de  la  seconde  passent  par  un 
même  point,  pôle  de  ce  grand  cercle.  Tout  théorème  en  engendre  immé- 
diatement un  autre;  et  c*est  même  cette  corrélation  des  figures  sphériques 
qui  a  suggéré  l'idée  du  principe  général  de  dualité. 

Corollaires. 

813.  Dans  tout  triangle  sphérique  :  i^  la  somme  des  angles 
est  comprise  entre  deux  et  six  angles  droits;  2°  le  plus  petit 
angle  augmenté  de  deux  droits  surpasse  la  somme  des  deux 
autres  angles, 

La  démonstration  est  la  même  que  pour  les  angles  trièdres 
(575),  et  les  propriétés  énoncées  peuvent  être  elles-mêmes 
considérées  comme  une  conséquence  des  propriétés  corres- 
pondantes des  trièdres.  # 

Il  résulte  de  là  qu'un  triangle  sphérique  peut  avoir  un, 
deux  ou  trois  angles  droits.  Quand  le  triangle  est  birectangte, 
le  sommet  de  Tangle  qui  n'est  pas  droit  est  le  pôle  du  côté 
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opposé,  ei  les  côtés  qui  comprennent  cetangle  sont  des  qua- 
drants. Dans  le  triangle  sphérique  trirectangle,  tous  les  côtés 
sont  des  quadrants  ;  le  triangle  trirectangle  est  le  huitième  de 
la  sphère  sur  laquelle  il  est  tracé  :  on  le  voit  immédiatement 
en  prolongeant  les  arcs  de  grand  cercle  qui  forment  les  côtés 
du  triangle. 

THËORÈMB. 

814.  Deux  triangles  sphériques  tracés  sur  la  même  sphère 
ou  sur  des  sphères  égales  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties  : 
1°  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun;  2®  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  3**  lorsqu'ils  ont  les 
côtés  égaux  chacun  à  chacun;  ^  lorsqu'ils  ont  les  angles  égaux 
chacun  à  chacun.  —  Dans  tous  les  cas,  ils  sont  égaux  ou  sy- 
métriques, suivant  que  la  disposition  des  éléments  donnés  est 
la  même  ou  est  inverse. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  des  propriétés  analogues 
(577,  578)  des  angles  trièdres.  On  peut  aussi  le  démontrer 
directement. 

Supposons  d'abord  que  la  disposition  des  éléments  soit  la 
même  dans  les  deux  triangles,  on  démontrera  l'égalité  pour 
les  trois  premiers  cas  en  raisonnant  comme  au  n*"  34  de  la 
Géométrie  plane.  Quant  au  quatrième  cas,  il  résulte  du  troi< 
sième  par  la  considération  du  triangle  polaire  (810).  Remar- 
quons en  outre  que  les  deux  premiers  cas  sont  aussi  corréla- 
tifs Tun  de  l'autre. 

Si  la  disposition  des  éléments  donnés  est  inverse,  le  pre- 
mier triangle  et  le  symétrique  du  second  présenteront  la  même 
disposition  :  ils  seront  donc  égaux  en  vertu  des  données  ;  par 
suite,  les  triangles  proposés  seront  symétriques. 

Scoui. 

815.  Un  trièdre,  dont  le  sommet  est  placé  au  centre  de  deux 
sphères  concentriques,  détermine  évidemment  sur  ces  sphères 
deux  triangles  sphériques  dont  les  angles  sont  respectivement 
égaux  et  les  côtés  proportionnels  (296).  Deux  triangles  sphé- 
riques de  cette  nature  sont  dits  semblables. 

II.  1^ 


17» 
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THÉORÈME. 

816.  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur  la  sur- 
face de  la  sphère  est  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une 
demi-circonférence,  qui  joint  ces  deux  points. 

i^  Il  faut,  avant  tout,  définir  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
gauche,  c'est-à-dire  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  situés 
dans  un  même  plan.  Cette  longueur  se  définit  comme  celle 
d'un  arc  de  courbe  plane.  C'est  la  limite  du  périmètre  d'une 
ligne  brisée  qui  est  inscrite  dans  cet  arc  et  dont  les  côtés 
tendent  vers  zéro.  Nous  allons  prouver  que  celte  limite  existe 
et  qu'elle  est  unique,  c'est-à-dire  indépendante  de  la  loi  sui- 
vant laquelle  on  fait  tendre  vers  zéro  les  divers  côtés  de  la 
ligne  brisée. 

Soient  {^.  440  AB  un  arc  de  courbe  gauche,  ab  sa  projection  ortho- 
gonale sur  un  plan  quelconque  P,  M  un  point  quelconque  de  AB  et  m  la 
projection  de  ce  point.  Dans  un  plan  pris  à  volonté,  menons  une  droite 
indéfinie  x,/,  Ifig.  44^)  et  prenons  sur  celte  droite,  à  partir  d'un  point  a,, 
une  longueur  a^  m^  égale  à  la  longueur  de  l'arc  am\  puis,  au  point  m,, 
élevons  sur  x^y^  la  perpendiculaire  /ti^M,  égale  à  la  projetante  M/n.  A 
tout  point  M  de  la  courbe  AB  répondra  ainsi  un  point  M^  et,  lorsque  le 
point  M  décrira  l'arc  AB,  le  point  M.  décrira  un  arc  de  courbe  plane  A|B, 
dont  nous  désignerons  la  longueur  par  /. 


Fig.  44'- 


Fig.  442. 


x^      a,       m 


I         »       i     t         t 


Cela  posé,  soient  AMNRB  une  ligne  brisée  quelconque  inscrite  dans 
l'arc  AB  et  amnrb,  A,M,N,R,B,,  les  lignes  brisées  correspondantes  io- 
scrites  dans  la  projection  ab  et  dans  la  ligne  plane  A,B,.  La  valeur  du 
rapport 

.X  AM-hMN^NR-hBB 

^  '  A,M,-f-JM[,N,-HN,R,-+-~'R,B, 


LIVRI  VII.—-  LB8  GOftPS  RONDS.  I79 

est  comprise  entre  les  valeurs  de  deux  des  rapports  ^ 


(^) 


AM         MN         NK         RB^ 

ÀjM/     M,N,'     N,H/     R,B, 


Par  suite,  si  Fou  peut  prouver  que  chacun  de  ces  rapports  a  Tunité 
pour  limite,  il  en  sera  de  même  du  rapport  (i);  et  comme  le  dénominateur 
de  ce  rapport  a  pour  limite  la  quantité  bien  définie  /,  quelle  que  soit  la 
loi  suivant  laquelle  les  côtés  de  la  ligne  brisée  ÀMNRB  tendent  vers 
zéro  (189,  290),  son  numérateur  aura  aussi  /  pour  limite,  quelle  que 

soit  cette  loi. 

MN 
Prenons  donc  Tun  quelconque  des  rapports  (2),  cr-^  par  exemple. 

Désignons  par  ^  la  différence  N«  —  Mm,  ou  son  égale  N,/î,  —  M,  m,.  Le 
carré  du  rapport  considéré  aura  pour  expression 


rnn 


m,n^ 


La  valeur  de  ce  carré  est  donc  comprise  entre 

( )      et     vr  ou  I . 

Mais  m^  n^  étant  égal  à  l'arc  de  courbe  plane  dont  mn  est  la  corde,  le 
rapport a  Tunité  pour  limite  (  291  )  quand  mn  tend  vers  zéro.  La 

limite  de  :rr^  est  donc  égale  à  i.' 

2°  La  longueur  d^un  arc  de  courbe  sphérique  est  égale  à  la  limite  du 
périmètre  d^une  ligne  brisée  sphérique  qui  est  inscrite  dans  cet  arc  et 
dont  les  côtés  tendent  vers  zéro. 

En  effet,  soient  ÂGB  [fig.  44^)  u°  arc  de  courbe  quelconque  tracé  sur 


la  sphère,  et  AEFGrlB  une  ligne  brisée  sphérique  inscrite  dans  cet  arc, 
c'est-à-dire  une  ligne  formée  de  portions  d'arcs  de  grands  cercles,  ayant 
ses  extrémités  en  A  et  en  B  et  ses  sonaniiets  intermédiaires  situés  su.' 
l'arc  de  courbe  AGB. 
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Si  les  arcs  de  grands  cercles,  dont  la  longueur  de  la  ligne  brisée  sphé- 
rîque  est  la  somme,  tendent  séparément  vers  zéro,  suivant  une  loi  d'ail- 
leurs quelconque,  le  rapport  de  chacun  daces  arcs  à  sa  corde  aura  l'unité 
pour  limite.  Il  en  sera  donc  de  môme  du  rapport  de  la  longueur  de  la 
ligne  brisée  à  la  somme  des  cordes.  Et, comme  (i**)  la  somme  des  cordes 
a  pour  limite  la  longueur  de  Tare  de  courbe  AGB,  on  voit  que  la  longueur 
de  la  ligne  brisée  sphérique  inscrite  dans  Tare  de  courbe  quelconque 
AGB  a  aussi  pour  limite  la  longueur  de  cet  arc. 

S''  Il  est  maintenant  très-facile  de  trouver  le  plus  court  chemin  entre 
deux  points  A  et  B  sur  la  surface  de  la  sphère  (fig,  443). 

Soient  AMB  Tare  de  grand  cercle,  moindre  qu'une  demi- 
circonférence ,  qui  unit  les  points  A  et  B,  et  AGB  une 
courbe  sphérique  quelconque  tracée  entre  ces  deux  points. 
AEFGIB  étant  une  portion  de  polygone  sphérique  inscrite 
dans  cette  courbe,  on  aura  (803) 

AMB  <  AE  -h  EF  4-  FG  4-  GI  -h  IB. 

Or,  si  l'on  fait  tendre  vers  zéro  l^  côtés  du  polygone  inscrit, 
le  second  membre  a  pour  limite  (2^)  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe  AGB.  Donc,  l'arc  de  grand  cercle  AMB  est  moindre 
que  toute  autre  courbe  sphérique  allant  de  A  en  B;  c'est  le 
plus  court  chemin  du  point  A  au  point  B  sur  la  sphère. 

THÉORÈME. 

■ 

817.  Si,  il' un  point  0  de  la  sphère,  on  mène  sur  un  grand  cercle  AB 
Varc  de  grand  cercle  01  perpendiculaire  et  moindre  quun  quadrant ^  et 
plusieurs  arcs  de  grand  cercle  obliques  OC,  OD,  OE  {fig.  444  )  • 

1"  Uarc  perpendiculaire 0\  est  moindre  que  tout  arc  oblique  OC; 

a"  Deux  arcs  obliques  OC  et  OE,  dont  les  pieds  C  ^/  E  sont  équidistants 
du  pied  I  de  l'arc  perpendiculaire,  sont  égaux; 

y  De  deux  arcs  obliques  OC  et  OD,  ou  OË  et  OD^  celui  dont  le  pied 
s'écarte  le  plus  du  pied  I  tie  l'arc  perpendiculaire  est  le  plus  long. 

Observons  d'abord  que  du  point  0  on  peut  mener  un  grand  cercle,  et 
un  seul,  qui  soit  perpendiculaire  à  ÂB  :  c'est  celui  qui  passe  par  le  point  0 
et  par  le  pôle  P  du  grand  cercle  AB  (  797  ).  Par  suite,  du  point  0  on  peut 
mener  dans  l'hémisphère  OAB  deux  arcs  de  grands  cercles  perpendiculaires 
à  AB:  l'un  01  moindre  qu'un  quadrant,  l'autre  OPr  plus  grand  qu'un 
quadrant.  C'est  l'arc  01  qu'on  considère  dans  le  théorème  énoncé.  La 
démonstration  de  ce  théorème  est  d'ailleurs  identique  à  celle  du  n^  4i  de 
la  Géométrie  plane;  nous  avons  même  employé  les  mômes  lettres  afin 
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que  le  texte  de  ce  numéro  pût  servir  ;  seulement,  les  triangles  qui  inter- 
viennent dans  la  démonstration  sont  ici  symétriques  au  lieu  d'être  égaux. 

Fig.  444.  Fig.  445. 


/ 
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Corollaires. 

818.  L*arc  de  grand  cercle  01,  moindre  gu*un  quadrant,  mené  du 
fx>int  0  à  angle  droit  sur  un  grand  cercle  AB,  est  la  ligne  la  plus  courte 
que  Von  puisse  tracer  sur  la  sphère  du  point  0  au  grand  cercle  AB 
(816,  817]  ;  nous  donnerons,  d'après  cela,  à  cet  arc  01  le  nom  de  dis- 
tance sphérique  du  point  0  au  grand  cercle  ÂB. 

L'arc  ppr  est  le  plus  long  de  tous  les  arcs  de  grand  cercle  qui  vont  du 
point  0  au  grand  cercle  AB,  dans  l'hémisphère  OAB. 

Les  réciproques  des  propositions  précédentes  sont  vraies  (40). 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  la  sphère  équidistants  de  deux  points 
de  cette  surface  est  le  grand  cercle  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  l'arr 
de  grand  cercle  qui  unit  les  deux  points  (48  ). 

Deux  triangles  sphériques  rectangles  sont  égaux  ou  symétriques: 
1"  lorsquHls  ont  V hypoténuse  égale  et  un  angle  oblique  égal;  a®  lors- 
quils  ont  l* hypoténuse  égale  et  un  côté  égal  (50). 

L'arc  de  grand  cercle  bissecteur  de  Vangle  de  deux  grands  cercles  est 
le  lieu  des  points  de  la  sphère  équidistants  des  deux  côtés  de  cet  angle  (  S3  ) . 

819.  Voici  encore  deux  remarques  importantes  : 

i"  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle ,  le  nombre  des  côtés  supé- 
rieurs à  un  quadrant  est  pair.  En  effet,  soient  (Jig.  44^)  trois  grands 
cercles  APB,  AIB,  PIP',  perpendiculaires  deux  à  deux  ;  sur  AP,  prenons  un 
arc  AC  moindre  qu'un  quadrant  et  joignons  par  un  arc  de  grand  cercle  G) 
le  point  C  à  un  point  quelconque  D  de  AIB.  Dans  le  triangle  rectangle  CAD, 
le  cété  AC  est  aigu,  et  Ton  voit  que  tant  que  AD  reste  aigu,  c'est-à-dire 
moindre  que  le  quadrant  AI,  CD  reste  inférieur  à  CI,  c'est-à-dire  à  un 
qaadrant;  si  AD  devient  obtus  comme  AD„  l'arc  CD^  est  supérieur  à  CI, 
c'est-à-dire  à  un  quadrant.  Le  triangle  ACD  a  donc  ses  trois  côtés  aigus, 
ou  on  aigu  et  deux  obtus.  On  prouverait  pareillement  que  le  triangle  rec- 
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tangle  CDB,  dont  le  côté  BPG  est  obtus,  possède  toujours  deux  côtés 
obtus  et  un  aigu,  car  BD  étant  obtus,  CD  est  aigu,  et  BD^  étant  aigu,  CD, 
est  obtus. 

a**  Dans  tout  triangle  spfiérique  rectangle,  tout  angle  oblique  est  de 
même  espèce  que  le  côté  opposé.  En  effet,  Tangle  ACI  étant  droit,  l'angle 
ÂCD  est  aigu  et  Tangle  ACD,  est  obtus  ;  or  AD  est  aigu  et  AD,  est  obtus. 

THÉORÈME. 

820.  L^arc  de  grand  cercle  MT,  tangent  à  un  petit  cercle ,  est  perpen- 
diculaire à  r extrémité  du  rayon  spkérique  PM  qui  aboutit  au  point  de 
contact  [fig,  446). 

Fi0.  446. 

^-.M_ T. 


--   • 
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En  effet,  par  le  point  M  et  un  point  voisin  M'  menons  Tare  de  grand 
oercle  MM'S,  et  joignons  par  un  arc  de  grand  cercle  le  milieu  I  de  MM' 
au  pôle  P  du  petit  cercle.  Le  point  I  venant  en  M  en  même  temps  que  M', 
Tangle  TMP  est  la  limite  de  Tangle  SIP;  mais  ce  dernier  angle  est  tou- 
jours droit  puisque  le  triangle  sphérique  PMM'  est  isocèle  (805)  ;  donc, 
Tangle  TMP  est  droit. 

Sgolib. 

82i.  Lorsque  deux  petits  cercles  d^une  sphère  se  coupera  y  Varc  de 
grand  cercle  qui  passe  par  leurs  pôles  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  rare  de  grand  cercle  qui  passe  par  leurs  deux  points  d* intersection. 

Lorsque  deux  petits  cercles  d*une  sphère  sont  tangents,  leur  point  de 
contact  est  situé  sur  le  grand  cercle  qui  passe  par  leurs  pôles,  et  rare  de 
grand  cercle  mené  par  le  point  de  contact  à  angle  droit  sur  celui  qui 
unit  les  pôles  est  tangent  à  chacun  des  deux  petits  cercles» 

Désignons  par  R  et  r  les  rayons  sphériques  des  deux  petits  cercles,  et 
par  D  Tare  de  grand  cercle  moindre  qu'une  demi-circonférence  qui  passe 
par  leurs  pôles  : 

Si  les  cercles  sont  extérieurs  Vun  à  V autre ^  on  aura 

D>R-r-r; 
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Si  les  cercles  sont  tangents  extérieurement,  on  aura 

D  =  R-+-r; 
Si  les  cercles  se  coupent,  on  aura 

R-+-r>D>R  — r; 
Si  les  cercles  sont  tangents  intérieurement,  on  aura 

D  =  R  — r; 
Si  les  deux  cercles  sont  intérieurs  l*un  à  l'autre,  on  aura 

D  <  R  —  r. 

Les  raisonnements  sont  identiques  à  ceux  de  la  Géométrie  plane  (li9, 
i20,i21,  122,  123). 

n  y  a  cependant  une  condition  de  plus  à  laquelle  les  quantités  D,  R 
et  r,  doivent  satisfaire  dans  tous  les  cas.  Quelle  que  soit  la  position  rela- 
tive des  deux  cercles,  on  a  toujours 

D-+-R-+-r<4, 

en  prenant  le  quart  d'un  grand  cercle  pour  unité  de  longueur  ;  en  effet, 
D  est  toujours  moindre  que  2,  et  R  et  r  sont  Tun  et  l'autre  inférieurs  à  1 . 
Ainsi  Ut  distance  sphérique  des  deux  pôles  et  les  rayx>ns  spkériques  des 
deux  petits  cercles  ont  une  somme  moindre  qu'une  circonférence  de 
grand  cercle. 

THÉORÈME. 

822.  Le  lieu  géométrique  des  sommets  C  des  triangles  spkériques  qui 
ont  une  hase  commune  DE  et  dans  lesquels  la  différence  entre  V angle  au 
sommet  Qt  et  la  somme  D  +  E  des  angles  à  la  base  est  constante,  est  un 
arc  de  petit  cercle  qui  passe  par  les  points  D  e^  E  (fig»  447  )• 

Fig.  447. 

/      ^     ^     *'  \ 


■i 


/    '■ 


V 

B 


En  effet,  DEC  étant  l'un  des  triangles  satisfaisant  à  la  question,  etP  le 
pôle  du  petit  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  les  triangles  PDG,  PGB,  FED, 
sont  isocfèles ;  par  suite,  la  différence  (D  -h  E)  *—  G  est  égale  à  la  somme 
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des  angles  PDE  ■+■  VED,  c'est-à-dire  au  double  de  Tun  des  angles  PDE, 
PED.  Ces  derniers  angles  sont  donc  constants  ;  il  résulte  de  là  que  le 
triangle  DPE  est  fixe  ainsi  que  le  point  P,  et  que  la  distance  PC  =  PD  est 
constante,  d'où  l'on  conclut  que  le  sommet  C  est  toujours  sur  le  cercle 
décrit  du  point  P  comme  pôle  avec  un  rayon  sphérique  égal  à  PD. 

Ce  théorème  est  l'analogue  de  celui  du  n°  443  de  la  Géométrie  plane. 
En  effet,  lorsque  dans  un  triangle  rectiligne  CDE  on  donne  Tangle  C,  on 
donné  par  cela  même  la  somme  D  +  E  des  deux  autres  et,  par  suite,  la 
différence  D  -h  E  —  C. 

PROBLÈME. 

823.  Tracer  sur  la  splière  un  grand  cercle  passant  par  deux  points 
donnés  A  et  B  (J^g.  448). 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé.  Or  la  distance 
de  ce  pôle  P  à  chacun  des  points  A  et  B  est  égale  à  la  corde  du  qua- 
drant (780)  ;  on  l'obtiendra  donc  en  décrivant  successivement  deux  arcs 
de  cercle,  des  points  A  et  B  comme  pôles,  avec  une  distance  polaire  égale 
à  la  corde  du  quadrant. 

Fig.  448.  Fig.  449. 


PROBLÈME. 

824.  Mener  par  un  point  donné  k  sur  la  sphère  un  arc  de  grand  cercle 
perpendiculaire  à  un  grand  cercle  donné  BP  (  fig,  449)» 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé.  Or  ce  pôle  P 
doit  se  trouver  sur  le  cercle  BP  (797),  -et  être  à  une  distance  du  point  A 
égale  à  la  corde  du  quadrant.  On  l'obtiendra  donc  en  décrivant,  du  point  A 
comme  pôle,  avec  une  distance  polaire  égale  à  la  corde  du  quadrant,  un 
arc  de  cercle  qui  rencontre  en  P  le  cercle  donné  BP. 

PROBLÈME. 

825.  Mener  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  sur  un  arc  de  grand 
cercle  donné  AB,  en  son  milieu;  ou,  diviser  un  arc  de  grand  cercle  AB 
en  deux  parties  égales  [fig*  45o). 

Il  suffit  de  décrire  des  points  A  et  B  comme  pôles,  avec  la  même  cuver- 
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ture  de  compas^  deux  arcs  qui  se  coupent  en  G  et  D  ;  puis  de  foire  passer 
an  grand  cercle  par  G  et  D. 

Remarquons  que  ce  grand  cercle  GD  divise  aussi  en  deux  parties  égales 
tous  les  arcs  de  petit  cercle  dont  les  extrémités  sont  A  et  B. 


Fig.  4S0. 


Fig.  45i. 


PROBLEME. 

826.  Trouver  le  pâle  d'un  petit  cercle  passant  par  trois  points  donnes 
A,  B,  G,  sur  la  sphère  (fig.  iSi). 

Ce  pôle  P  étant  équidistant  de  À,  B,  G,  est  à  Tintersection  des  arcs 
de  grand  cercle  élevés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  arcs  de 
grand  cercle  ÀB  et  BG  (825). 

Le  pôle  P  une  fois  connu,  on  tracera  le  petit  cercle  avec  une  ouverture 
de  compas  égale  à  PÂ. 

PROBLÈfifE. 

827.  Par  un  point  A  donné  sur  la  sphère,  mener  un  grand  cercle 
faisant  un  angle  donné  avec  un  grand  cercle  donné  DEIV  [fig»  452). 


Soit  P  celui  des  deux  pôles  du  grand  cercle  donné  qui  se  trouve  dans 
le  même  hémisphère  que  le  point  A,  et  soit  a  Tare  de  grand  cercle  qui 
mesure  l'angle  donné,  lequel  peut  toujours  être  supposé  aigu. 

Le  pôle  Q  du  cercle  inconnu  doit  se  trouver  sur  le  grand  cercle  £E' 
dont  A  est  le  pôle,  puisque  le  grand  cercle  demandé  passe  par  A.  Le  pôle  Q 
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doit  aussi  appartenir  au  petit  cercle  décrit  du  point  P  comme  pôle  avec  un 
rayon  sphérique  égal  à  a,  puisque  ce  petit  cercle  est  le  lieu  des  pôles  des 
grands  cercles  qui  coupent,  sous  Tangle  donné,  le  grand  cercle  DED'  (796). 

On  décrira  donc  deux  cercles,  Fun  du  point  A  comme  pôle  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  du  quadrant,  Tautre  du  point  P 
comme  pôle  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  de  Tare  a. 
Tout  point  commun  Q  à  ces  deux  cercles  sera  le  pôle  d'un  grand  cercle 
satisfaisant  à  la  question  proposée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  c'est-à-dire  pour  que  les  cercles 

auxiliaires  se  coupent,  il  faut  et  il  suffit,  puisque  Tangle  donné  est  aigu, 

que  Ton  ait 

PQ>PI    ou    a>tî, 

en  désignant  par  ^  la  distance  sphérique  AD  du  point  donné  A  au  grand 
cercle  donné  DEiy. 

Lorsque  le  point  A  est  sur  le  grand  cercle  donné  DED',  le  grand  cercle 
EE'  passe  par  P,  et  il  suffit,  pour  avoir  le  point  Q,  de  porter  sur  le 
grand  cercle  EPE',  à  partir  de  P,  une  ouverture  de  compas  égale  à  la 
corde  de  Tare  a. 

PROBLÈME. 

828.  Construire  un  triangle  sphérique  rectangle,  connaissant:  i^  un 
côté  de  r angle  droit  et  r hypoténuse;  a»  un  angle  et  le  côté  opposé, 

I*  Après  avoir  tracé  [fig.  453)  deux  grands  cercles  perpendiculaires 
l'un  à  Tautre,  c'est-à-dire  deux  grands  cercles  DAD',  EAE',  tels  que  le 


pôle  de  l'un  soit  sur  l'autre,  on  portera  sur  l'un  d'eux  DD',  à  partir  du 
point  commun  A,  un  arc  AG  égal  au  côté  donné  b;  puis  du  point  G  comme 
pôle  avec  un  rayon  sphérique  égal  à  l'hypoténuse  donnée  a^  on  décrira  un 
cercle  BB'  qui  coupera  le  grand  cercle  EE'  en  deux  points  symétriques  par 
rapport  à  DCD';  en  menant  les  arcs  de  grands  cercles  CB,  CB',  on  aura 
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deux  triangles  sphériques  symétriques  BAC,  B'AG,  qui  répondent  à  la 
question  proposée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  a 
qui  mesure  l'hypoténuse  soit  compris  entre  les  nombres  6  et  2~&  qui 
mesurent  les  distances  sphériques  minimum  et  maximum  du  point  G  au 
grand  cercle  EE'. 

a*  On  commencera  par  tracer  deux  grands  cercles  BAB',BCB'  [fig.  454  ) 

Fîg.  454. 


faisant  entre  eux  l'angle  donné  B;  soit  P  le  pôle  du  premier  et  EPE'  le 
grand  cercle  qui  est  perpendiculaire  à  la  fois  sur  BAB'  et  BCB';  le  pro- 
blème se  réduit  à  mener  un  grand  cercle,  perpendiculaire  à  BAB',  c'est- 
à-dire  passant  par  P,  et  tel  que  la  partie  CA,  interceptée  dans  le  fu- 
seau BEFD,  soit  égale  au  côté  dtnné  b.  Or  PC  sera  égal  alors  à  i—^.  On 
décrira  donc  du  point  P,  avec  un  rayon  sphérique  égal  à  i— ^,  un  cercle 
qui  coupera  BDB'en  deux  points;  G  étant  Tun  quelconque  de  ces  points, 
le  triangle  BGA  satisfera  à  la  question,  ainsi  que  le  triangle  B'GA. 
La  condition  de  possibilité  consiste  dans  Tinégalilé 


c'est-à-dire 


PC>PD    ou    1  — ^>i  — B, 
^<B, 


Nous  avons  supposé  l'angle  B  aigu  ;  s'il  était  obtus,  on  aurait 

PG=ô-i,    PD=B  — I, 
et  la  condition  de  possibilité  serait  à  >B. 

PROBLÈME. 

829.  Construire  un  triangle  sphérique,' connaisscmt  trois  quelconques 
de  ses  six  éléments  (angles  ou  côtés). 

Ge  problème  offre  six  cas  distincts;  on  peut  donner  :  i^  les  trois  côtés 
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OU  les  trois  angles  ;  a""  deux  côtés  et  Tangle  compris,  ou  un  côté  et  les 
deux  angles  adjacents;  3°  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  ou 
deux  angles  et  le  côté  opposé  à  l'un  d'eux. 

Dans  cette  énumération^  nous  avons  réuni  chaque  fois  les  deux  cas  cor- 
rélatifs, c'est-à-dire  qui  se  ramènent  l'un  à  l'autre  par  la  considération  du 
triangle  polaire.  Il  n'y  a  donc  que  trois  cas  à  traiter  directement  : 

i"  On  donne  les  trois  côtés  n,  b,  c. 

Supposons,  pour  6xer  les  idées,  a^'b^c.  Traçons  un  grand  cerde 
sur  la  sphère,  et  prenons  sur  ce  grand  cercle  un'  arc  BC  égal  à  a  ;  du  point  B 
comme  pôle, avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  de  ^,  traçons 
un  arc  de  cercle,  et  du  point  G  comme  pôle,  avec  une  ouverture  de  compas 
égale  à  la  corde  de  r,  décrivons  un  second  arc  de  cercle  ;  A  étant  un 
point  commun  à  ces  deux  arcs,  le  triangle  sphérique  ABC  sera  le  triangle 
demandé.  * 

Les  deux  arcs  se  coupent  généralement  en  deux  points  A  et  A',  situés 
de  part  et  d'autre  du  grand  cercle  BC;  de  là  deux  solutions,  le  triangle 
ABC  et  le  triangle  A'BC,  symétrique  du  premier. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  sufSt  que  les  deux  cer- 
cles se  coupent,  c'est-à-dire  qu'on  ait  (  821  ],  en  supposant  a,  6,  c,  ex- 
primés en  degrés, 

La  seconde  condition  est  toujours  remplie^  puisque  nous  supposons 
^z  >  6  >  r  ;  les  conditions  de  possibilité  se  réduisent  donc  a 

flf<6-+-c    et    « -I- 6 -t- c  <  36o^ 

Donc,  pour  qiCon  puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec  trois 
côtés  donnés  y  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand  côté  soit  moindre  que 
la  somme  des  deux  autres,  et  que  la  somme  des  trois  côtés  soit  moindre 
qu'une  circonférence  de  grand  cercle.  Nous  savions  déjà  que  ces  condi- 
tions étaient  nécessaires  (803,  807). 

Pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec  trois  angles 
donnés  A,  B,  C,  il  faut  et  il  suffit  que  son  triangle  polaire,  dont  les  côtés 
sont  i8o°  —A,  i8o*»  —  B,  i8o«  — C,  soit  possible. D'après  l'alinéa  précé- 
dent, en  supposant,  pour  fixer  les  idées, 

A<B<C,    d'où    i8o«-A>i8o«-B>i8o'»-C, 

il  faut  donc  qu'on  ait 

i8o°— A<  i8o» -  B -4- iSo*» -C 

et 

i8o«  — A-HiBo»  — B-r-iSo'^-C  <36o«, 
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on 

A-r-i8o*'>B-t-C    et    A^-B4-C>l8o^ 

Nous  savions  déjà  (813)  que  ces  conditions  étaient  nécessaires. 

2^  On  donne  deux  côtés  a  et  b  et  V  angle  compris  C. 

Même  solution  qu'en  Géométrie  plane  (156). 

3°  On  donne  deux  côtés  a  et  b  et  V angle  k  opposé  au  côté  a  [fig.  455). 

(Construisons  sur  la  sphère  deux  grands  cercles  formant  un  angle  égal 
à  A  (827).  Prenons,  à  partir  du  sommet,  sur  Tun  des  côtés  de  cet  angle, 
un  arc  AC  égal  à  by  et  du  point  G  comme  pôle,  avec  une  ouverture  de 
compas  égale  à  la  corde  de  /z,  décrivons  un  arc  de  cercle  ;  B  étant  l'inter- 
section de  ce  cercle  avec  le  second  côté  de  l'angle,  le  triangle  ABC  sera 
le  triangle  demandé. 

Fig.  455. 


>*» 


La  discussion  de  ce  problème  exige  quelque  attention. 

«  Achevons  le  fuseau  A,  et  du  point  G  abaissons  Tare  GD  perpendicu- 
B  laire  sur  l'autre  côté  de  l'angle.  Dans  le  triangle  sphérique  rectangle 
)>  AGD,  Tare  perpendiculaire  GD  sera  aigu  ou  obtus  suivant  que  l'angle 
»  donné  A  sera  lui-môme  aigu  ou  obtus  (819,  a'').  Si  l'arc  GD  est  aigu, 
9  il  sera  le  plus  court  de  tous  les  arcs  qu'on  pourrait  mener  du  point  G 
»  dans  le  fuseau  aux  divers  points  de  Tare  ABA',  et  les  arcs  obliques  aag- 
]>  menteront  en  s'éloignant  du  pied  de  l'arc  perpendiculaire;  si  l'arc  GD 
9  est  obtus,  il  sera  au  contraire  le  plus  grand  des  arcs  menés  du  point  G, 
A  et  les  arcs  obliques  augmenteront  en  se  rapprochant  du  pied  de  la  per- 
9  peudiculaire  (817,  818). 

»  Cela  posé,  pour  que  le  triangle  proposé  soit  possible,  il  faudra  d'abord 
B  que  le  côté  opposé  a  soit  au  moins  égal  à  l'arc  perpendiculaire^  si 
9  r angle  dominé  A  est  aigu;  ou  plus  petit,  si  l'angle  donné  A  est  obtus, 
9  Cette  première  condition  de  possibilité  est  évidemment  satisfaite  lors- 
0  que  l'angle  donné  A  et  le  côté  opposé  a  aussi  donné  sont  de  nature 
B  différente. 

>»  Je  dis  maintenant  que  : 

9  A  et  a  étant  de  nature  différente,  le  problème,  s'il  est  possible,  n'a 
9  qu'une  solution; 

n  ket  a  étant  de  même  nature,  le  problème,  s'il  est  possible,  a  une  où 
»  deux  solutions. 
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»  En  effet,  soient  A  ai^u  et  a  obtusy  par  exemple.  Si  l'on  peut  tracer 
»  dans  le  fuseau,  par  le  point  C,  une  oblique  CB  égale  au  côté  a^  elle  ne 
B  pourra  se  trouver  évidemment  que  du  côlé  de  celle  des  obliques  ex- 
»  trêmes  ^  ou  iSo*"—^  qui  sera  de  même  nature  que  a\  ainsi,  le  pro- 
n  blême  ne  peut  avoir  qu'une  solution.  Cette  solution  existera  pour 
»  â  <  que  celui  des  arcs  ^  ou  180°—^  de  même  nature;  le  triangle  sera 
»  impossible  pour  a  au  moins  égal  à  celui  des  arcs  6  ou  180**  —  ^  de  môme 
»  nature. 

»  Si  Ton  supposait  A  obtus  et  a  aigu  ^  on  arriverai  taux  mômes  conclu- 
»  sions;  seulement  il  faudrait  renverser  les  signes,  parce  que  Tare  per- 
»  pendiculaire  CD  serait  obtus. 

D  Soient  ket  a  aigus.  L'arc  perpendiculaire  CD  étant  alors  aussi  aigu, 
»  on  voit  quUl  pourra  exister  dans  le  fuseau  une  oblique  CB'  égale  à  <i  du 
»  côté  de  celui  des  arcs  6  ou  180®— 6  qui  sera  aigu,  et,  a  fortiori^  qu'il  en 
»  existera  alors  une  autre  CB  du  côlé  de  celui  des  deux  arcs  b  ou  180® —6 
»  qui  sera  obtus.  Ainsi  le  problème  pourra  avoir  deux  solutions.  Ces 
»  deux  solutions  existeront  pour  a  <  que  celui  des  arcs  b  ou  180® — ^  de 
»  môme  nature  ;  une  de  ces  deux  solutions  ne  sera  plus  possible  pour  a  au 
»  moins  égal  à  celui  des  arcs  b  ou  180"*—^  de  môme  nature.  Le  triante 
»  sera  impossible  pour  a  <  que  l'arc  perpendiculaire  CD. 

»  Si  Ton  supposait  A  et  a  obtus^  on  arriverait  aux  mômes  conclusions; 
»  seulement  il  faudrait  renverser  les  signes,  parce  que  l'arc  perpendicu- 
»  laireCD  serait  obtus  {*).  » 

PROBLÈME. 

830.  Par  un  point  donné,  mener  un  tire  de  grand  cercle  taisent  à  un 
petit  cercle  donné  \^fig*  456). 

Fig.  4^6. 


Si  le  point  donné  est  sur  le  cercfe,  il  suffit  d'élever  par  ce  point  un  arc 
de  grand  cercle  perpendiculaire  au  rayon  sphérique  correspondant  (  8SM)). 

(*)  Le2(tbéric,  Nouvelles  Jnnaks,  t.  II,  1'*  série. 
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Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  donné  A  soit  extérieur  au  petit 
cercle  donné,  c'est-à-dire  soit  situé  dans  la  plus  grande  des  deux  calottes 
sphériques  séparées  par  le  petit  cercle.  Considérons  le  problème  comme 
résolu;  nommons  P  le  pôle  du  petit  cercle  donné,  6  le  point  de  contact 
de  l'arc  BÂ,  et  prolongeons  le  rayon  sphérique  PBd'une  quantité  BG  =  PB. 
Ijd  pointe  se  trouve  d'abord  sur  un  cercle  décrit  du  point  P  comme  pèle 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  d'un  arc  de  grand  cercle 
double  du  rayon  sphérique  r  du  petit  cercle.  U  se  trouve  en  outre  sur  un 
second  cercle  décrit  du  point  À  pour  pôle  avec  une  ouverture  de  compas 
égale  à  la  corde  de  l'arc  PÂ»  D;  car,  BA  étant  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  *PBC,  le  point  A  est  équidistant  de  P  et  de  C. 

Le  point  C  une  fois  obtenu  à  l'aide  de  ces  deux  cercles  auxiliaires,  on 
mènera  l'arc  de  grand  cercle  PC  qui  coupera  le  petit  cercle  en  B,  et,  en 
joignant  B  et  A  par  un  arc  de  grand  cercle,  on  aura  l'arc  tangent  de- 
mandé. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 
cercles  auxiliaires  se  coupent,  c'est-à-dire  qu'on  ait  (821  ) 

D<D-H2r,    D>ar  — D,    D-hD-i-ar<4. 

La  première  condition  est  toujours  remplie,  et  les  deux  autres  équi- 
valent à 

r<D<a-r; 

elles  expriment  que  le  point  A  doit  être  situé  hors  de  la  calotte  sphé- 
rique PB,  et  hors  de  la  calotte  symétrique. 

Les  cercles  auxiliaires  se  coupent  en  deux  points  C  et  C  ;  de  là  deux 
solutions,  AB  et  AB'.  Les  deux  cercles  AB  et  AB'  sont  aussi  tangents  au 
cercle  symétrique  du  cercle  PB;  car  ce  cercle  et  son  symétrique  appar- 
tiennent aux  deux  nappes  d'un  même  cône  dont  le  sommet  est  au  centre 
de  la  sphère,  et  le  plan  de  chacun  des  cercles  AB  et  AB'  est  tangent  à  ce 
cône. 

La  construction  que  nous  venons  d'indiquer  s'applique  au  problème  ana- 
logue de  Géométrie  plane  ;  mais  elle  exige  plus  de  place  que  celle  du  n**169. 

PROBLÈME. 
831.  Décrire  un  grand  cercle  tangent  à  deux  petits  cercles  donnés* 

m 

Nous  nous  bornerons  à  indiquer  la  solution  et  les  conditions  de  possi- 
bilité, laissant  au  lecteur  le  soin  de  faire  la  figure  et  de  compléter  la  dis- 
cussion. 

Soient  P  et  P'  les  pôles  des  deux  petits  cercles,  R  et  R'  leurs  rayons 
sphériques  et  D  la  distance  sphérique  PP';  D,  R  et  R',  étant  évalués  en 
prenant  le  quadrant  pour  unité.  Soit  d'abord  un  grand  cercle  tangent 
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qui  coupe  l'arc  PP'  sur  son  prolongement;  si  Â  et  A'  sont  les  points  où 
il  touche  les  cercles  P  et  P',  son  pôle  sera  à  la  fois  sur  les  grands  cercles 
PAetP'A';ilsera  donc  le  troisième  sommet  d'un  triangle  dont  les  autres 
sommets  sont  P  et  P\  et  dont  on  connaît  les  trois  côtés  D,  i— R,  i—R'. 
Les  conditions  de  possibilité  sont 

D>R— R'    et    D-f-RH-R'<a. 

Considérons  en  second  lieu  un  grand  cercle  tangent  qui  coupe  Tare  PP' 
entre  P  et  P'.  On  verra  que  son  pôle  est  le  troisième  sommet  d'un  triangle 
dont  les  autres  sommets  sont  P  et  P',  et  dont  on  connaît  les  trois  côtés  D, 
I— R,  i+R'.  Les  conditions  de  possibilité  sont 

D>R-hR'    et    D-t-R-R'<2. 

Les  conditions  trouvées  peuvent  être  interprétées  géométriquement.  Les 
premières  signifient  que  la  plus  grande  des  deux  calottes  sphériqaes  R 
et  R'  ne  contient  pas  la  plus  petite,  et  est  extérieure  à  la  symétrique  de 
celle-ci.  Les  dernières  signifient  que  la  plus  grande  des  deux  calottes 
sphériques  R  et  R'  est  extérieure  à  la  plus  petite  et  ne  contient  pas  la 
symétrique  de  celle-ci. 

§  V.  -  AIRE  DE  LA  SPHÈRE. 

DÉPIIflTIOKS. 

832.  On  appelle  zone  la  portion  de  la  surface  sphérique 
comprise  entre  deux  cercles  dont  les  plans  sont  parallèles.  Ces 
cercles  sont  les  bases  de  la  zone  et  la  distance  de  leurs  plans 
est  sa  hauteur.  Ainsi»  tandis  que  la  demi-circonférence  PABF 
engendre  une  sphère  en  tournant  autour  du  diamètre  PP' 
{fig.^5']).  Tare  AB  décrit  une  zone  dont  les  bases  sont  les 


cercles  AC  et  BD  décrits  par  les  points  A  et  B,  et  dont  la  hau- 
teur est  la  projection  CD  de  l'arc  AB  sur  Taxe  PP". 
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Si  l'un  des  plans  est  tangent  à  la  sphère,  l'un  des  cercles 
considérés  se  réduit  à  un  point,  et  la  zone,  qui  n'a  plus  alors 
qu'une  base,  reçoit  le  nom  de  calotte  sphérique.  Ainsi  l'arc  PA, 
en  tournant  autour  de  PF,  engendre  une  calotte  sphérique 
dont  le  cercle  AC  est  la  base  et  dont  PC  est  la  hauteur* 

THÉORÈME. 

833.  Lorsqu'une  droite  AB  tourne  autour  d'un  axe  xjr  situé 
dans  son  plan,  l'aire  qu'elle  engendre  a  pour  mesure  le  produit 
de  la  projection  CD  de  cette  droite  sur  F  axe  par  la  circonfé- 
rence dont  le  rayon  est  la  perpendiculaire  10,  élevée  au  mi- 
lieu I  de  la  droite  AB  jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe  xy. 

Fig.  458.  Jig.  459.  Fig.  460. 


ly 


A 

I 

B 

1 
1 

1 

1 
1 

1 

1 

1 
t 

«c         MODyscA        Moe       y     l     c         m 

Nous  supposerons  que  la  droite  AB  est  située  tout  entière 
d'un  même  côté  de  l'axe  xy.  Quelles  que  soient  alors  les 
positions  relatives  de  AB  et  de  xjr,  l'aire  engendrée  par  AB  a 
pour  mesure  (761  ) 

(1)  27r.IH.AB, 

IM  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  xjr. 

Si  la  droite  AB  est  parallèle  à  ^yi/ig-i^o),  le  théorème 
propos'é  est  tout  démontré  ;  sinon  il  faut  transformer  l'expres- 
sion (i).  A  cet  effet,  menons  AE  parallèle  à  jy  jusqu'à  la  ren- 
contre de  la  projetante  BD  (Jig.  4^8);  les  triangles  ABE,IMO, 
sont  semblables  comme  ayant  les  côtés  respectivement  per- 
pendiculaire», et  l'on  a 

^=7?'    d'où    1M.AB  =  10.AE. 
AE      AB 

L'expression  (  1  )  peut  donc  être  remplacée  par 

a7r.IO.AE     ou     271. 10. CD, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

11.  i3 
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Dans  le  cas  où  le  point  A  est  situé  sur  l'axe  xy  (fig.  4S9}» 
le  raisonnement  subsiste;  seulement  la  droite  AE  se  confond 
avec  Taxe. 

THËORÈME. 

834.  Laire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  ABGD, 
tournant  autour  d'un  diamètre  xy  qui  ne  la  trai^erse  pas,  a 
pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence  inscrite  dans  la 
ligne  brisée  par  la  projection  A'D'  de  cette  ligne  sur  l'axe  xy 

KM'  461  ). 

Fig.  46f. 


>^  ^  ; 

'^  ~~^.  ^<^''\\'    Il 

Soient  0  le  centre  et  01  =  OK  =  OL  Tapothèn^e  de  la  ligne 
brisée  régulière  ABCD;  si  Ton  désigne  par  aire  AB  l'aire  en- 
gendrée par  la  rotation  de  AB  autour  de  xy,  on  a»  d'après  le 
théorème  précédent» 


aire  AB:::- A' B'.  cire  ,01, 


et  de  même 


aire  AC  =  B'C'.circ.OI, 
aireCD  =  C'D'.circ.OI. 

d'ouy  en  ajoutant, 

aire  ABCD  =  (A'B'  -h  B'C  -h  CD'). cire.  01  ^  cire.  01. A'D'. 

GOROLLAIRB. 

835.  Considérons  un  arc  de  cercle  AD  et  une  ligne  brisée  régalière 
inscrite  ÂBCD;  tandis  que  Tare  AD  tourne  autour  du  diamètre  xO/,  la 
ligne  brisée  engendre  une  aire  qui  tend  vers  une  limite  indépendante  de 
la  loi  suivant  laquelle  ses  côtés  tendent  vers  zéro.  En  effet,  dans  le  pro- 
duit A'D'.circ.  01  qui  mesure  cette  aire,  le  premier  facteur  A'D'  est  in- 
^riable  et  le  second  cire.  01  a  toujours  pour  limite  cire.  OA.  C'est  cette 
limite  de  Taire  engendrée  par  la  ligne  brisée  régulière  inscrite  qu'on 
appelle  cdre  de  la  zone  décrite  par  l'arc  AD. 
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836.  On  voit  sans  peine  que  la  ligne  brisée  AjB,C,D,  circonscrite  au 
même  arc  et  seinblable  à  la  ligne  inscrite  ÂBCD,  engendre  une  aire  qui 
tend  vers  la  même  limite.  En  effet,  on  a 

aireA,B,C,D,  ^  A', iy,.circ.OA 
aire  ABCD    "  A' D'. cire. 01  ' 

cire  OA      OA 
Or  le  rapport    .    \.,  =  -^rr  tend  vers  Tunité  lorsque  le  nombre  des 
*^       circ.Ul       01 

côtés  de  la  ligne  brisée  ABCD  crott  indéfiniment,  et  il  en  est  de  même 

A'D' 
du  rapport  -—g^qui,  en  vertu  de  la  similitude  des  polygones  A'ABCDD', 

OA 
Â',  A,B,C,  D.D'.,  est  aussi  égal  à  ^• 

THÉORÈME. 

837.  L'aire  (Tune  zone  sphérique  a  pour  mesure  le  produit 
de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Par  définition.  Taire  de  la  zone  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  l'aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  inscrite 
dans  Tare  générateur  de  la  zone,  lorsque  le  nombre  des  côtés 
de  cette  ligne  brisée  crott  indéfiniment.  D'après  cela,  soient  S 
Taire  de  la  zone,  H  sa  hauteur,  et  R  le  rayon  de  l'arc  généra- 
teur, c'est-à-dire  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle  la  zone  ap- 
partient; soient  de  même  s  l'aire  engendrée  par  une  ligne  bri- 
sée régulière  inscrite  dans  l'arc  générateur,  et  a  Tapothème 
de  celte  ligne  brisée.  On  a  (834),  puisque  la  projection  de  la 
ligne  brisée  sur  Taxe  est  aussi  égale  à  H, 

s=  H.2ira. 

Mais,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  ligne  brisée,  H  reste  invariable,  s  tend  vers  S,  et  a  versR. 
On  a  donc,  à  la  limite, 

S=H.27rR. 
Corollaires. 

838.  Dans  des  sphères  égales,  deux  zones  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs  et,  par  suite,  deux  zones  de  même  hau- 
teur sont  équivalentes. 

i3. 
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839.  Considérons  la  calotte  sphérique  engendrée  par  l'arc  AB 
tournant  autour  du  diamètre  AD  (Jig.  462  ).  En  vertu  du  théo- 


rème précédent,  Taire  de  cette  calotte  a  pour  mesure 

27r.AO.AC  =  7r.AD.AC    ou  (228)    w^Âb'. 

Donc,  une  calotte  sphérique  quelconque  équivaut  au  cercle 
dont  le  rayon  est  égal  à  la  corde  de  l 'arc  générateur  de  la 

calotte. 

THÉORÈME. 

840.  L'aire  de  la  sphère  a  pour  mesure  le  produit  de  son 
diamètre  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Car  cette  aire  peut  être  considérée  comme  celle  d'une 
zone  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre  de  la  sphère. 
D'ailleurs  le  raisonnementfait  pour  la  zone  s'applique  textuel- 
lement à  ce  cas  particulier. 

Corollaires. 

sa,  S  étant  l'aire  d'une  sphère  de  rayon  R  ou  de  diamètre  D, 

on  a 

S=2R.27rR  =  47rR»  =  7rD\ 

L'aire  de  la  sphère  est  donc  égale  à  quatre  grands  cercles. 
On  peut  dire  encore  qu'elle  équivaut  à  l'aire  d'un  cercle  dont 
le  rayon  serait  égal  au  diamètre  de  la  sphère. 

Sk2,  Les  aires  de  deux  sphères  sont  entre  elles  comme  tes 
carrés  des  rayons  ou  des  diamètres. 

8i^3.  Voici  deux  applications  numériques  : 

I®  Trouver^  à  moins  cTun  myriamètre  carré,  la  surface  du 
globe  terrestre.  • 

On  sait,  par  la  définition  du  mètre^  que  la  circonférence 
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d'un  grand  cercle  du  globe  renferme  4o  millions  de  mètres  ou 

4000  myriamètres;  son  diamètre  est  donc  égal  à^^ —  et,  par 
suite  (841),  Taire  du  globe  est 

(ioooX*      16000000       -         *.oii„« 
V"j  = ^ =5o9^958»»S 

à  I  myrlamètre  carré  près. 

2''  L'aire  d'une  sphère  est  i  mètre  carré  :  quel  est  son  rayon? 
La  formule 

47rR'=i     donne    R  =  -i/-=:o",282, 
à  I  millimètre  près. 

THÉORÈME. 

84&.  Deuœ  triangles  sphériques  symétriques  ABC,  A'B'C, 
sont  équivalents  {Jig.  463  ). 

Fig.  463. 


Prenons  le  pôle  P  du  petit  cercle  qui  passerait  par  les  points 
A,  By  C,  et  menons  les  arcs  de  grand  cercle  PÀ,  PB,  PC,  qui 
sont  égaux  entre  eux  (780).  Traçons  le  diamètre  POP'  et  les 
arcs  de  grand  cercle  P' A',  P'B',  P'C  L'égalité  des  angles  POA, 
P'OA%  entraîne  celle  des  arcs  PA  et  P'A';  on  voit  de  même 
que  PB  =  P'B%  etPC  ==  P'C  ;  par  suite,  comme  PA  =  PB  =  PC, 
il  faut  qu'on  ait  F  A'  =  P'B'  =  P'C.  D'après  cela,  les  triangles 
PAB,  P' A'B',  sont  symétriques  et  isocèles;  ils  sont  donc  su- 
perposables.  De  même  les  triangles  PAC,  P' A'C^  sont  égaux 
entre  eux,  ainsi  que  les  triangles  PBC,  P'B'C.  Donc,  enfin,  le 
triangle  ABC,  somme  de  PAB,  PAC  et  PBC,  est  équivalent  au 
triangle  A'B'C,  somme  de  P' A'B',  P'A'C  et  P'B'C. 
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Si  le  pôle  P  tombait  à  l'extérieur  du  triangle  ABC,  ce  triangle 
neserait  plus  une  somme,  mais  une  différence. 


Corollaire. 

845.  Si  deux  arcs  de  grand  cercle  AC  A',  BC  B',  se  coupent 
dans  un  même  hémisphère  C'ABA'B',  la  somme  des  triangles 
opposés  AC'B,  A'C'B\  est  égale  au  fuseau  dont  l'angle  est 

AC'B(/g^.464). 

On  nomme  fuseau  la  portion  de  surface  sphérique  com- 
prise entre  deux  demi-grands  cercles  CAC,  CBC,  qui  se  ter- 
minent à  un  diamètre  commun  COC;  l'angle  ACB  ou  AC'B 
de  ces  deux  arcs  est  dit  l'angle  du  fuseau. 

Cela  étant,  le  fuseau  compris  entre  CAC  et  CBC  se  com- 
pose du  triangle  ABC  et  du  triangle  ABC  ;  et,  comme  le  triangle 
A'B'C  est  évidemment  le  symétrique  de  ABC  et  que  deux 
triangles  symétriques  sont  équivalents,  on  voit  que  le  fuseau 
dont  l'angle  est  C  est  égal  à  la  somme  des  triangles  opposés 
ACB,  A'CB'. 

THÉORÈME. 

846.  Si  l'on  prend  pour  unité  d'angle  l'angle  droit  et  pour 
unité  d'aire  l'aire  du  triangle  trirectan^e,  un  fuseau  a  pour 
mesure  le  double  du  nombre  qui  mesure  son  angle. 

On  voit  immédiatement  que,  sur  la  même  sphère  ou  sur  des 
sphères  égales  :  i^  deux  fuseaux  de  même  angle  sont  super-- 
posables  ;  2®  un  fuseau  est  égal  à  la  somme  de  deux  autres^  si 
son  angle  est  égal  à  la  somme  des  angles  de  ces  deux  autres. 

Il  résulte  de  là  (135)  que  deux  fuseaux  quelconques  d'une 
même  sphère  sont  entre  eux  comme  leurs  angles. 

Cela  étant,  soient  A  et  A'  les  nombres  qui  mesurent  les 
angles  de  deux  fuseaux  d'une  même  sphère,  l'angle  droit 
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étant  pris  pour  unité;  et  soient  F  et  F'  les  nombres  qui  me*- 
surent  ces  fuseaux,  le  triangle  trirectangle  (813)  étant  pris 
pour  unité  d'aire;  on  aura 

F'""  A'' 

Prenons  A'  =  i  ;  le  fuseau  correspondant,  ayant  son  angle 
droit,  sera  égal  au  quart  de  la  sphère,  c'est-à-dire  au  double  du 
triangle  trirectangle  :  on  aura  donc  F'  =  2,  et  par  suite 

?  =  -    d'où    F  =  2A- 
a        1 

THËOBËME. 

847.  S  il' on  prend  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  et  le 
triangle  trirectangle  pour  unité  d'aire,  l'aire  d'un  triangle 
sphérique  a  pour  mesure  la  somme  des  nombres  qui  mesurent 
ses  angles,  diminuée  de  2. 

Fig.  465. 


Soit  (fig.  465)  ABC  le  triangle  proposé  ;  achevons  le  grand 
cercle  AB^  et  prolongeons  les  côtés  AC,  BC,  jusqu'aux  points 
A'  et  B'  où  ils  rencontrent  ce  grand  cercle.  On  aura  évidem- 
ment 

ABC  +  BCA  =fus.A, 

ABC  -+-  ACB'  rr=  fus.  B, 

et  (845) 

ABC-hB'CA'  =  fus.C. 

La  somme  des  premiers  membres  de  ces  trois  égalités  se  com- 
pose de  la  demi-sphère  et  de  deux  fols  Taire  du  triangle  ABC. 
Comme,  dans  le  système  d'unités  adopté,  la  demi-sphère  est 
mesurée  par  le  nombre  4»  si  l'on  désigne  par  S,  A,  B,  C,  les 
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nombres  qui  mesurent  Taire  et  les  angles  du  trianglei  on 
aura  (846) 

4  4-  2S=  2A  -^  aB  -H  2C, 

d'où 

(i)  S  =  A-HB-f-C  — a. 

ScOLIIS. 

848.  Soient  R  le  rayon  de  la  sphère  évalué  en  mètres,  c  Taire 
du  triangle  en  mètres  carrés,  et  a,  6,  y,  les  angles  de  ce  triangle 
évalués  en  degrés;  on  aura,  en  observant  que  le  triangle  tri- 
rectangle  est  égal  au  huitième  -  ttR^  de  la  sphère, 

A  —  ^       R—  ^       r  —  y       Q—     ^ 
90  90  90  ^ttK* 

et,  par  suite,  en  vertu  de  la  relation  (i). 

Voici  deux  exemples  : 

I®  Quelle  est,  sur  la  sphère  dont  l'aire  est  égale  à  1  mètre 
carré f  l'aire  du  triangle  dont  les  angles  sont  de  61  degrés, 
lOQ  degrés  y  127  degrés? 

Le  rapport  de  ce  triangle  au  triangle  trirectangle  est,  d'après 
la  formule  (i), 

61  +  109-^- 127  —  180 117 o  ^ 

et  comme  le  triangle  trirectangle  est  ici  le  huitième  du  mètre 
carré.  Taire  du  triangle  donné  est 

gX  1,3  =:o"S  1625. 

2**  Quelle  esty  sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  2'*,4>  l'aire  du 
triangle  sphérique  dont  les  angles  sont  de  5i**37',  73®  11', 
87^43'? 
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La  formule  (2)  donne,  en  réduisant  en  minutes, 

(5î -I- 73  H- 87  —  180)60-1-37 -h  II  4-43    ,     ,,, 

^= — ^ Tg^Tbii ^"^^^'^^ 

=  I  ,o4o533  X  TT  =  3"*i,  2689, 
à  I  centimètre  carré  près. 

849.  En  analyse,  on  évalue  généralement  les  angles  en  par- 
ties du  rayon  (297,  S"");  alors  l'angle  droit  répond  à  -9  et  si 

l'on  désigne  par  A\  B%  C\  les  angles  du  triangle  évalués  en 
parties  du  rayon,  on  a 

.       A'      a  A'      -,       2B'      ^      aC 

a 
et,  par  suite, 

A  -f-  B  4-  C  -  2  =  -  ( A'  4-  B'  -4-  C  -  tt). 
D'ailleurs,  le  rayon  de  la  sphère  étant  i,  l'aire  du  triangle  tri- 

TT 

rectangle  est  alors  mesurée  par  -  9  de  sorte  qu'on  a 

7r         7r 


S' étant  le  nombre  qui  mesure  l'aire  du  triangle  dans  ce  nou- 
veau système  d'unités.  On  a  donc  enûn  (847),  à  cause  de  la 

formule  (i), 

S'=:A'-+-B'-+-C'-7r. 

On  donne  à  ce  nombre  abstrait  A'h-  B'  -h  C—  tt  le  nom  i* excès 
sphérique  du  triangle. 

THÉORÈME. 

830.  Si  Von  prend  V angle  droit  pour  unité  d^ angle  et  le  triangle  tri^ 
rectangle  pour  unité  d^aire,  Vaire  d^un  polygone  sphérique  de  n  côtés  a 
pour  mesure  la  somme  des  nombres  qui  mesurent  ses  angles  y  diminuée  de 

a(yî  — 2). 

On  arrive  à  ce  résultat  en  décomposant  le  polygone  en  triangles  à  l'aide 
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d'arcs  de  grand  cercle  diagonaux  issus  d'ua  môme  sommet,  et  eu  appli- 
quant la  formule  (i]  du  n""  847  aux  (/z-— a)  triangles  ainsi  obtenus. 

Sgoue. 

851.  Soient,  dans  le  système  d*unités  adopté,  S,  A„  À,, . . . ,  Â„,  les  me- 
sures de  Taire  et  des  angles  d'un  polygone  sphérique  convexe  de  n  côtés  ; 

on  aura 

S=  (A, -HA,-h. .  .-hA,)  — a(«— a). 

Désignons  par  <Zp  a,, . . . ,  <i,,Mes  nombres  qui  mesurent  les  côtés  du  po- 
lygone polaire  (811  ),  en  prenant  pour  unité  de  longueur  le  quart  de  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  ;  on  aura 

A,  =  a  —  tf , ,    A,  =  a  —  o,, .  .  .  ,    A^  =  a  —  /i, , 
et,  par  suite, 

S  =  [a/i  — (<7,H-û[,-+-  ...-+-flj]  — a(/i— a)  =  4— («i-H-ûi-H  •••  -+-û«)i 

ou  enfin,  en  désignant  par  p  le  périmètre  du  polygone  polaire, 

Ainsi,  Vaire  d^un  polygone  sphérique  convexe  est  égale  à  4  moins  le  pé- 
rimètre du  polygone  polaire;  cette  relation  mérite  d'être  remarquée. 

THÉORÈME. 

■ 

852.  Le  lieu  géométrique  des  sommets  G  des  triangles  sphériques  de 
même  base  AB  et  de  même  aire,  est  un  arc  de  petit  cercle  passant  par 
les  points  E  er  D  diamétralement  opposés  aux  extrémités  ketB  de  la 
base  AB  (>%'.  466). 

Fig.  466. 


En  effet,  quand  l'expression  A  +  B+C— aest  constante,  il  en  est  de 
même  de  C  —  D  —  E,  puisqu'on  a  évidemment  A=a~E,  B=a  —  D. 
Le  lieu  proposé  est  donc  le  môme  que  celui  des  sommets  des  triangles  CDE, 
dont  la  base  DE  est  fixe  et  dont  la  différence  entre  l'angle  au  sommet  et 
la  somme  des  angles  à  la  base  est  constante.  Par  suite  (822),  c'est  un 
arc  de  petit  cercle  passant  par  les  points  fixes  D  et  E. 

La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  est  connue  sous  le  nom  de 
tliéorème  de  LexelL 
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§  VI.  ~  VOLUME  DE  LA  SPHÈRE. 

DÉFINITIONS. 

853.  Soient  (  fig.  467),  xABjr  le  demi-cercle  générateur 
d'une  sphère  et>  dans  ce  demi-cercle,  le  secteur  ÀOB  dont  la 
projection  de  la  base  ÂB  sur  xjr  est  ab.  Pendant  que  la  demi- 
circonférence  xABjr  engendre  la  surface  sphérique,  Tare  AB 


V 

I 


/■ 


Fig.  467 

— --^u 


sa  o 


engendre  une  zone  (832),  et  les  rayons  OA  et  OB  qui  limitent 
le  secteur  engendrent  (751)  les  surfaces  latérales  de  deux  cônes 
de  révolution  ayant  pour  bases  les  cercles  Aa  et  B6.  La  por- 
tion du  volume  de  la  sphère  comprise  entre  les  surfaces  laté- 
rales de  ces  deux  cônes  et  la  zone  AB,  est  le  secteur  sphé- 
rique  correspondant  au  secteur  circulaire  AOB. 

On  secteur  sphérique  est  donc  le  volume  engendré  par  la 
rotation  d'un  secteur  circulaire  autour  d'un  diamètre  extérieur 
à  sa  surface;  la  zone  engendrée  par  l'arc  du  secteur  circulaire 
est  la  base  du  secteur  sphérique* 

85&.  On  appelle  segment  sphérique  la  portion  du  volume 
de  la  sphère  comprise  entre  deux  plans  sécants  parallèles.  Les 
cercles  déterminés  par  ces  plans  parallèles  sont  les  bases  du 
segment  sphérique,  et  leur  distance  en  est  la  hauteur. 

Lorsqu'un  des  plans  parallèles  devient  tangent  à  la  sphère, 
le  cercle  correspondant  se  réduit  à  son  pôle,  et  Ton  a  un 
segment  sphérique  à  une  base. 

Si  Ton  ajoute  {fig*  4^7)  au  secteur  sphérique  AOB  les  deux 
cônes  KO  a,  BOfr,  on  obtient  le  segment  sphérique  compris 
entre  les  deux  plans  parallèles  déterminés  par  la  rotation  des 
perpendiculaires  Aa,  B6,  autour  de  ^7.  Ce  segment  sphérique 
correspond  donc  à  la  rotation  du  trapèze  mixtiligne  aK&b  au- 
tour du  même  axe. 
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THÉORÈME. 

8S5.  Lorsqu'un  triangle  tourne  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan  et  passant  par  Vun  de  ses  sommets  sans  traverser  sa 
surface,  il  engendre  un  volume  qui  a  pour  mesure  le  produit 
de  taire  que  décrit  le  côté  opposé  au  sommet  fixe,  par  le 
tiers  de  la  hauteur  relative  à  ce  côté. 

Soit  le  triangle  ABC  ayant  son  sommet  A  sur  l'axe  xy  et  AE 
pour  hauteur  relative  à  ce  sommet  :  nous  distinguerons  trois 
cas*  * 

Fig.  468.  Fîff.  469. 


E 


-t        A  D  B  y  -'•A  /'B  1>       9 

E 

i"*  Supposons  l'un  des  côtés  AB  du  triangle  ABC  confondu 
avec  Taxe  xy.  Suivant  que  la  hauteur  CD  qui  correspond 
au  côté  AB  tombe  à  Tintérieur  {fig.  4^8)  ou  à  l'extérieur 
(yig-.46g)  du  triangle  ABC,  le  volume  engendré  par  ce  triangle 
est  la  somme  ou  la  différence  des  cônes  engendrés  par  les 
triangles  rectangles  ACD,  BCD. 

En  même  temps,  le  cylindre  engendré  par  la  rotation  du 
rectangle  ABB' A',  qui  a  même  base  et  même  hauteur  que  le 
triangle  donné  ABC,  est  la  somme  {Jig.  468}  ou  la  différence 
{Jig.  469)  <l6S  cylindres  engendrés  par  la  rotation  des  rec- 
tangles ADCA' ,  BDCB',  dont  le  rectangle  A  BB' A'  est  lui-même 
la  somme  ou  la  différence.  D'ailleurs,  le  cône  ACD  est  le  tiers 
du  cylindre  ADCA',  et  le  cône  BCD,  le  tiers  du  cylindre  BDCB' 
(764).  Donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  volume  engendré  par 
le  triangle  ABC  est  le  tiers  du  cylindre  ABB'A',  et  l'on  a 


vol.ABC  =  ^7rCD  •  AB  =  ^7rCD.BC.AE. 

En  effet,  CD.AB  =  BC.AE,  ces  produits  représentant  tous 
deux  le  double  de  Taire  du  triangle  donné.  Or,  ir.CD.BC  ex- 
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prime  (756)  Taire  latérale  du  -cftne  BGD  ou  Taire  de  la  surface 
engendrée  par  le  côté  BC  dans  la  rotation  du  triangle  ABC. 
Par  suite, 

vol.ABC=:aireBC~. 

2?  Supposons  (^gr.  470)  que,  le  côté  AB  du  triangle  n'ayant 
plus  que  le  sommet  A  sur  Taxe  xy^  le  côtéBC  prolongé  vienne 
rencontrer  Taxe  au  point  D. 

Fîg.  470. 


Le  triangle  ABC  éunt  la  différence  des  triangles  ACD,  ABD, 
le  volume  qu'il  engendre  est  la  différence  des  volumes  engen- 
drés par  ces  triangles.  On  aura  donc  (1®) 

vol.  ABC  ==  (aire  DC~  aire  DB)^  =  aire  BG.~. 

3®  Supposons  enGn  que  le  côté  AB  du  triangle  n'ayant  plus 
que  le  sommet  A  sur  Taxe  xy,  le  côté  BC  soit  parallèle  à 
cet  axe. 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC,  est  la  somme 
Ifig*  4?' }  ^^  '^  différence  {Jig.  4?^)  des  volumes  engendrés 
par  les  triangles  AB£,  ACE.  Or,  le  volume  engendré  par  le 

Fig.  471-  T'ig-  47a 

r.  F B  R ._.  c 


I  \     i 


y' 


/ 


/ 


/;       ^^  ^    I 

^1  "^ 


% C  î  B^^      V  X      k  C  B'  » 

triangle  ABE  est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le 
rectangle  A  B'  BE,  et  le  vol ume  engendré  par  le  triangle  ACE,  les 
deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le  rectangle  AC'CE(764). 
Donc»  dans  Tun  et   Tautre  cas,  le  volume  engendré  par  le 
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triangle  ABC  est  les  deux  tiers*  du  cylindre  engendré  par  le 
rectangle  B'C'CB,  somme  (yîgf.  470  ou  différence  (^g^.  47^) 
des  rectangles  AB'BE,  AC'CE;  et  Ton  a  encore 

o      a  Al? 

vol.  ABC  =  ^  71 AE  .  BC  =r  aire  BC  •  ^  • 

27r.  AE.BC  exprime  en  effet  Taire  latérale  du  cylindre  engen- 
dré par  le  rectangle  B'C'CB  ou  l'aire  de  la  surface  décrite  par 
le  côté  BC  de  ce  rectangle. 

THÉORÈME. 

856.  Le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier 
tournant  autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface^  a  pour 
mesure  le  produit  de  l 'aire  que  décrit  la  ligne  brisée  qui  lui  sert 
de  base,  par  le  tiers  de  l'apothème  de  cette  ligne  brisée. 

Fig.  4:3. 


Soit  {Jig.  473)  le  secteur  polygonal  régulier  (U3)  OABCD, 
tournant  autour  du  diamètre  xy.  Décomposons  ce  secteur  en 
triangles,  en  joignant  au  centre  0  les  Commets  de  sa  base 
ABCD^  et  appelons  a  l'apothème  de  cette  base.  Le  volume 
engendré  parle  secteur  sera  la  somme  des  volumes  engendrés 
par  les  triangles  qui  le  constituent.  Or  (855) 

vol.  AOBrfrr  aire  AB.f, 
vol.  BOC=aireBC.f, 
vol.COD^aireCD.|. 
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En  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

vol,  OABCD  =  (aire  AB  h-  aire  BC  ^-  aire  CD  )  •  | 
ou 

vol.  OABCD  =  aire  ABCD  •  f  • 

SCOLIE. 

857.  Soient  ifig.il^ )  AOD  un  secteur  circulaire  et  OABCD,  0  A'B'C'D', 
deux  secteurs  polygonaux  réguliers  semblables,  l'un  inscrit,  Fautre  cir- 
conscrit au  secteur  circulaire.  Si  Ton  désigne  par  a  et  a'  les  apothèmes 
des  deux  secteurs  polygonaux,  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  la 
rotation  de  ces  secteurs  autour  de  Taxe  xx  est 

a       aire  ABCD 


a'   aire  A' B' CD' 


Mais,  lorsqu'on  fait  tendre  vers  zéro  les  côtés  de  la  ligne  brisée  régu- 
lière ABCD,  suivant  une  loi  d'ailleurs  quelconque,  les  deux  facteurs  du 
produitqu'on vient  d'écrire  tendent  Tun  et  l'autre  vers  l'unité  (290, 836). 
Donc,  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  les  deux  secteurs  polygo- 
naux a  l'unité  pour  limite  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  a  fortiori  du 
rapport  du  volume  du  secteur  sphérique  engendré  par  le  secteur  circu- 
laire AOD  au  volume  décrit  par  chacun  des  secteurs  polygonaux  qui  le 
comprennent.  Donc  en6n  : 

Le  7H)lume  d^un  secteur  sphérique  est  la  limite  commune  des  volumes 
engendrés  par  des  secteurs  polygonaux  réguliers  semblables  inscrit  et 
circonscrii  au  secteur  circulaire  correspondant,  lorsqiiCon  fmt  croître 
indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases. 

THÉORÈME. 

858.  Le  volume  d'un  secteur  sphérique  a  pour  mesure  le 
produit  de  l'aire  de  la  zone  qui  lui  sert  de  hase  par  le  tiers  du 
rayon  de  la  sphère. 

Le  volume  d'un  secteur  sphérique  est  la  limite  des  volumes 
engendrés  par  lessecteurs  polygonaux  réguliers  inscrits  dans  le 
secteur  circulairecorrespondant,  quand  on  fait  croître  indéfini- 
ment le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases.  D'après  cela,  soient  v 
le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier  inscrit, 
<  l'aire  de  la  surface  décrite  par  sa  base,  a  son  apothème; 
soient  de  même  V  le  volume  du  secteur  sphérique,  S  l'aire 
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de  la  zone  qui  lui  sert  de  base,  R  le  rayon  de  la  sphère. 

On  a  (856) 


a 


Mais  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  base  du  secteur  polygonal,  v  tend  vers  V»  s  vers  S  et  a 
vers  K.  On  a  donc>  à  la  limite. 


V  =  S.3« 


Corollâiebs. 


859.  Dans  des  sphères  égales»  deux  secteurs  sphériques 
sont  entre  eux  comme  les  zones  qui  leur  servent  de  bases»  et, 
par  suite,  deux  secteurs  sphériques  dont  les  bases  ont  même 
hauteur  sont  équivalents. 

THÉORÈME. 

860.  Le  volume  de  la  sphère  a  pour  mesure  le  produit  de 
son  aire  par  le  tiers  du  rayon. 

Car  ce  volume  peut  être  considéré  comme  celui  d'un  sec-* 
teur  sphérique  ayant  pour  secteur  circulaire  correspondant  un 
demi-cercle  ou  pour  base  Taire  de  la  surface  sphérique  elle- 
même.  D'ailleurs,  le  raisonnement  fait  pour  le  secteur  sphé- 
rique s'applique  textuellement  à  ce  cas  particulfer. 

Corollaires. 

861.  V  étant  le  volume  d'une  sphère  de  rayon  R  ou  de  dia- 
mètre D,  on  a 

3       3  b 

862*  Les  volumes  de  deux  sphères  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  des  rayons  ou  des  diamètres. 

863.  Voici  deux  applications  numériques  : 

I**  Trouver  le  volume  du  globe  terrestre. 

L'aire  du  globe  est  (8i^3),  à  moins  d'un  myriamètre  carré» 
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I-  »..*  .        ^  '     «  j,   .11  20000000™ 

5092958  mynamelres  carres.  Son  rayon  esta  ailleurs 

ou  6366  kilomètres,  à  i  kilomètre  près.  Le  volume  du  globe 
terrestre,  égal  au  produit  de  son  aire  par  le  tiers  du  rayon,  sera 
donc  1 081 000000  myriamètres  cubes,  à  un  million  de  myria- 
mètres  cubes  près. 

Si  l'on  prend  le  rayon  du  globe  terrestre  pour  unité,  le  rayon 
du  Soleil  est  représenté  par  io8,5.  L'aire  et  le  volume  du  So- 
leil sont  donc  environ  11800  fois  et  1280000  fois  Taire  et  le 
volume  de  la  Terre  (8^2,862). 

2"  Trouver  le  rayon  de  la  sphère  dont  le  volume  est  un 
mètre  cube. 

La  formule 

^ttR'^i     donne     R=i  1/7— =  0^,620, 
à  y  47r 

à  moins  d'un  millimètre. 

SCOLIE. 

864.  Les  volumes  de  deux  polyèdres  circonscrits  à  la  même 
sphère  ou  à  des  sphères  égales  sont  entre  eux  comme  les  aires 
de  ces  mêmes  polyèdres. 

Si  l'on  décompose,  en  effet,  les  polyèdres  donnés  en  pyra- 
mides, en  prenant  pour  centre  de  décomposition  le  centre  de 
la  spbère  inscrite,  la  mesure  du  volume  de  chacun  d'eux  s'ob- 
tient en  multipliant  l'aire  de  sa  surface  par  le  tiers  du  rayon 
de  la  sphère  (6i^6). 

THÉORÈME. 

865.  Le  volume  engendré  par  un  segment  circulaire  tour- 
nant autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface  équivaut 
au  sixième  du  cylindre  qui  a  pour  rayon  la  corde  du  segment 
et  pour  hauteur  la  projection  de  cette  corde  sur  l'axe. 

Le  segment  A.mB{Jig.  474)  est  la  différence  du  secteur  cir- 
culaire AOB  et  du  triangle  isocèle  AOB;  la  portion  du  volume 
de  la  sphère  engendrée  par  la  rotation  de  ce  segment  sera  donc 
n.  i4 


égale  à  la  différence  des  volumes  du  secteur  sphérique  AOB 
et  du  triangle  tournant  AOB. 


DF  étant  la  projection  de  AB  sur  xy  et  01  la  hauteur  du 
triangle  AOB,  on  aura  (858, 837,  855,  833] 

sect.  sph.  AOB  =  zone  AB  •  -^  ==  • -ttOA  .  DF, 


Par  suite, 


vol.AOB  =  aireAB~=|7rOl\DF. 


vol.AmB=:|7r(OA'-Ol')DF. 


Le  triangle  rectangle  OIA  donnant 

OA-OI    =:AI   =^ï 

4 

il  vient,  en  réduisant. 


vol.  AmB:=:rT7rAB  .DF, 

o 

ce  qui  vérifie  l'énoncé. 

THÉORÈME. 

866.  Le  volume  d'un  segment  sphérique  équivaut  au  vo^ 
lume  cVune  sphère  ayant  pour  diamètre  la  hauteur  du  seg- 
ment,  augmenté  de  la  demi-somme  des  volumes  de  deux  cjr^ 
lindres  ayant  pour  hauteur  commune  celle  du  segment,  et  pour 
bases  respectives  les  bases  du  segment. 

Le  trapèze  mixiiligne  DAmBF  [fig»^']^)  engendre  un  seg- 
ment sphérique  en  tournant  autour  du  diamètre  x/( 854).  Ce 
segment  est  donc  la  somme  des  volumes  engendrés  par  le 
segment  circulaire  AmB  et  le  trapèze  rectangulaire  DABF. 
On  a  d'abord  (865) 

vol.AmBi=:i7rAB\DF. 

o 


LITRB  TH.   —   LS9  COBPB  BOHDS.  ail 

Le  trapèze  DARF  engendrant  un  tronc  de  cône  de  révolution, 
on  a  aussi  (766) 

vol.DABF  =  :l7rDF(BFVÂDVBF.AD). 

6 

m 

Par  suite, 

vol.DAmBF=i7rDF(ÂB'-f-2BF*-+-2ÂDV2BF.AD)- 

o       • 

D'ailleurs,  la  corde  AB  est  liée  à  la  hauteur  DF  et  aux  rayons 

Fig.  475. 


BF  et  AD  des  bases  du  segment  sphérique  par  la  relation 

Âb'  =  Âe'  -f-  BË'  ==  Df'  -4-  ( BF  -  ad)' 
ou 

AB*=  DF'  ^  bF  V  Âd'  -  2BF.  AD. 

En  substituant  celte  valeur  de  AB  et  en  simplifiant,  il  vient 

vol.  DAmBF  =  ^ttDF  (df' -+- SBf' +  3Âd')  , 

b 

ce  qu'on  peut  écrire 

vol.  DAmBF  =1: 'tttDfV  i  (ttBf'.  DF-f- ttÂD  .  DF), 

o  2 

de  manière  à  vérifier  l'énoncé  (861,  7^6). 

Si  le  segment  considéré  n'a  qu'une  base,  c'est-à-dire  si 
(yî^.  476)  le  point  D  vient  occuper  Tune  des  extrémités  du 
diamètre  xy,  on  a  simplement 


vol.D/iiBF=:  n îtDF'  -h  - ttBf'. DF. 

b  2 


iL 
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Sgolib. 

867.  Quand  le  segment  sphérique  n*a  qu'une  base  (fig.  476), 
on  peut  exprimer  son  volume  V  en  fonction  de  sa  tiauteur 


X     il     f        0 


DF  =  A  et  du  rayon  R  de  la  sphère.  On  a  alors,  d'après  la  for* 
mule  précédente, 

V=:^7rA»-f--7rBF\A. 
o  2 

D'ailleurs  (223)  ^ 

BF'=:/|(2R  — A), 

d'où 

V=^7:A^H-i7rA'(2R— A) 
o  2 

ou,  en  simplifiant, 

(1)  V=7rA'(R--^Ay 

On  peut  trouver  directement  celte  formule,  en  regardant  le 
segment  à  une  base  comme  la  somme  ou  la  différence  du 
secteur  sphérique  terminé  à  la  même  calotte  sphérique  et  du 
cône  de  révolution  qui,  ayant  la  même  base  que  le  segment, 
î^son  sommet  au  centre  de  la  sphère.  Le  segment  sphérique 
est  la  somme  ou  la  différence  des  deux  volumes  indiqués,  sui- 
•vant  qu'il  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  la  demi-sphère. 

Dans  le  second  cas  (Jig.  476},  on  a 

V=  \  ni^li  -  -  ttBf' (R -  A); 

dans  le  premier  (même  figure), 

V=  I  TtR'^  -H  ^  tBf'  (A  — R). 
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Ces  deux  formules  sont  identiques,  puisque  BF  a  toujours 
la  même  expression;  et,  en  les  simplifiant,  on  retrouve  la  for- 
mule (i). 

THËORËBŒ. 

868.  Le  volume  d'une  pyramide  sphérique  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère. 

Une  pyramide  sphérique  est  la  portion  du  volume  de  la 
sphère  /comprise  entre  les  faces  d'un  angle  polyèdre  dont  le 
sommet  est  au  centre  de  la  sphère;  le  polygone  sphérique 
correspondant  à  cet  angle  polyèdre  est  la  hase  de  la  pyramide. 
Deux  pyramides  sphériques  sont  dites  symétriques  lorsqu'elles 
ont  pour  bases  des  polygones  sphériques  symétriques. 

On  appelle  onglet  la  portion  du  volume  de  la  sphère  com- 
prise entre  deux  demi-grands  cercles  CAC,  CBC  {fig,  4^4)  '  '^ 
fuseau  C'ACBC  est  la  base  de  Tonglet,  et  son  angle  est 
l'angle  de  l'onglet.* 

On  démontre  que  : 

!•  Deux  pyramides  sphériques  triangulaires  symétriques 
sont  équivalentes  (Skk); 

2?  Si  l'on  prend  pour  unité  d'angle  l'angle  droit,  et  pour 
unité  de  volume  la  pyramide  trirectangle  qui  est  le  huitième 
du  volume  de  la  sphère,  un  onglet  a  pour  mesure  le  double 
du  nombre  qui  mesure  son  angle  (846)  ; 

3*  Dans  le  même  système  d'unités,  le  volume  d'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  a  pour  mesure  le  nombre  A  H-  B  -+-  C  —  2, 
A,  B,  C  étant  les  mesures  des  angles  du  triangle  sphérique  qui 
sert  de  bas*,  à  la  pyramide  (847). 

Il  résulte  de  là  que  le  rapport  du  volume  d'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  à  Taire  de  sa  base  est  égal  au  rapport 
de  la  pyramide  sphérique  trirectangle  au  triangle  trirectangle; 
mais  ce  dernier  rapport  est  égal  à  celui  du  volume  de  la  sphère 
à  son  aire,  c'est-à-dire  au  tiers  du  rayon.  Donc,  le  volume 
de  la  pyramide  sphérique  triangulaire  est  égal  au  produit  de 
sa  base  par  le  tiers  du  rayon;  et  ce  théorème  s'étend  à  la 
pyramide  sphérique  polygonale,  en  décomposant  sa  base  en 
triangles. 


.-"w 
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§  VIL  -  GÉNÉRALITÉS  SDR  LES  SURFACES. 

DÉFINITIONS. 

869.  Une  surface  est  le  lieu  des  positions  successives  d'une 
ligne  qui  change  de  position  et  même  de  forme,  suivant  une 
loi  déterminée  et  continue.  Le  plus  souvent  on  règle,  au 
nQOins  en  partie,  le  mouvement  de  cette  ligne,  qu'on  nomme 
génératrice^  en  Tastreignant  à  rencontrer  sans  cesse  certaines 
lignes  Qxes  qu'oii  appelle  directrices. 

Voici  des  exemples  : 

i"*  Une  surface  conique  est  le  lieu  des  positions  successives 
d'une  droite  A, SA  (fig,  477)  Q^i  passe  toujours  par  un  point 
fixe  S  et  qui  s*appuie  sur  une  ligne  fixe  AMB  plane  ou  gauche. 
Ici,  la  génératrice  est  constante  de  forme,  c'est  une  droite,  et 
Tune  des  directrices  se  réduit  à  un  point  S  qu'on  nomme 
sommet.  Une  surface  conique  a  deux  nappes  SAiBi,  ^Sfi^  se- 
.  parées  par  le  sommet. 


Fig.  477. 


Fig.  478. 
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2^  Une  surface  cylindrique  est  le  lieu  des  positions  succès*- 
sives  d'une  droite  AA'  qui  s'appuie  sur  une  ligne  flx^e  ABC  et 
reste  parallèle  à  une  direction  donnée  (fig*  47^)*  ^^^  surface 
cylindrique  peut  être  considérée  comme  la  limite  d'une  sur* 
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face  conique  dont  le  sommet  s'est  éloigné  indéfiniment  dans 
la  direction  donnée  ;  ou,  plus  brièvement,  c'est  une  surface 
conique  dont  le  sommet  est  à  l'inûni  dans  une  certaine  di- 
rection. 

S**  Une  surface  de  révolution  est  le  liea  des  positions  suc- 
cessives d'une  ligne  MNP  qui  tourne  autour  d'une  droite 
fixe  XY  à  laquelle  elle  est  invariablement  liée  [Jig.  479)*  Dans 
ce  mouvement,  tout  point  M  de  la  génératrice  MNP  décrit 
une  circonférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  XY, 
et  dont  le  centre  0  est  sur  cet  axe;  d'après  cela,  toutes  les 
sections  faites  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont 
des  cercles  :  ces  cercles  M.  M  M},  N.NN,,  P,PPa,. . .,  sont  les 
parallèles  de  la  surface.  On  appelle  méridiens  les  sections  faites 
dans  la  surface  par  des  plans  passant  par  Taxe  XY;  deux  méri- 
diens quelconques  M.NiPi,  MaNiPa,  sont  des  lignes  supçrpo- 
sables  :  car,  si  l'on  fait  tourner  le  plan  XOPi  de  l'angle  PiOP„ 
de  manière  à  amener  le  point  Pi  sur  le  point  Pi,  les  points 
M„  N,, . . . ,  arriveront  respectivement  sur  Ma,  N,, . . . ,  attendu 
que  les  anglesM,  OM»,  N,  ON,,. .  ,  P|OPa,  sont  égaux  comme 
angles  plans  d'un  même  dièdre. 


Toute  courbe  tracée  sur  une  surface  de  révolution  peut 
être  prise  pour  génératrice  de  cette  surface;  le  plus  souvent 
on  choisit  pour  génératrice  la  courbe  méridienne.  Nous  avons 
déjà  étudié  trois  surfaces  de  révolution  :  la  surface  conique 
de  révolution  dont  le  méridien  est  une  droite  qui  rencontre 
l'axe,  la  surface  cylindrique  de  révolution  dont  le  méridien 
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est  une  droite  parallèle  à  Taxe,  et  la  sphère  dont  le  méridien 
est  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  Taxe. 

Les  surfaces  de  révolution  admettent  un  second  mode  de 
génération  fort  remarquable  :  on  peut  les  considérer  comme 
le  lieu  des  positions  d'un  cercle  dont  le  centre  parcourt  Taxe 
fixe  XY,  dont  le  plan  reste  perpendiculaire  à  cet  axe,  et  dont 
le  rayon  varie  suivant  une  loi  telle,  que  le  cercle  rencontre 
sans  cesse  un  méridien  ou  toute  autre  courbe  tracée  sur 
la  surface.  C'est  ce  cercle  variable  de  grandeur  et  de  position 
qui  est  alors  la  génératrice^  et  le  méridien  ou  la  courbe  Qxe 
considérée  sur  la  surface  qui  est  la  directrice. 

THÉORÈME. 

870.  1*  Les  sections  d'une  surface  cylindrique,  par  deux 
plans  parallèles,  sont  égales. 

2*»  Les  sections  d*une  surface  conique,  par  deux  plans  pa- 
rallèles, sont  semblables. 

En  effet  : 

I**  Soient  la  surface  cylindrique  AÂ'  et  deux  sections  ABC» 
A'B'C,  faites  par  deux  plans  parallèles  (/îgr-478).  Prenons 
quatre  points  A,  B,  C,  M,  sur  la  première  section,  et  menons 
les  génératrices  AA',  BB%  (LC,  MM',  qui  rencontrent  la  se- 
conde section  en  A',  B',  G,  M'.  Les  quadrilatères  ABCM, 
A'B'C'M',  sont  superposables  comme  bases  opposées  d'un 
prisme  quadrangulaire.  D'après  cela,  si  Ton  transporte  le  plan 
de  la  seconde  section  sur  celui  de  la  première,  dès  que  les 
trois  points  A',  B',  C,  seront  appliqués  sur  leurs  correspon- 
dants A,  B,  C,  tout  point  M'  de  la  seconde  section  coïncidera 
avec  son  correspondant  M  de  la  première. 

La  section  A'B'C  peut  être  considérée  comme  la  projec- 
tion oblique  (586)  de  ABC;  on  peut  donc  encore  énoncer  ce 
théorème  de  la  manière  suivante  :  Une  courbe  plane  quelconque 
est  égale  à  sa  projection  oblique  (ou  orthogonale)  sur  un  plan 
parallèle  au  sien. 

2<»  Soient  la  surface  conique  SAMB  et  deux  sections  AHB> 
A'M'B',  faites  par  deux  plans  parallèles  {fig.  477)«  Menons  par 
le  sommet  une  droite  quelconque  SOO'  qui  rencontre  les  deux 
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plans  en  0  et  0',  et  projeions,  parallèlement  à  SOO',  la  pre- 
mière section  AMB  sur  le  plan  de  la  seconde;  cette  projection 
amb  étant  égale  à  AMB  (i^),  la  proposition  sera  démontrée  si 
nous  prouvons  que  amb  ex  A.' M!  B'  sont  homothétiques.  Or, 
SHM'  étant  une  génératrice  quelconque  de  la  surface»  les 
droites  OM  et  O'M'  sont  parallèles,  et  l'on  a 

OM  _  SO 

ou,  en  observant  que  la  projection  m  de  M  est  située  sur 
CKM'etqueO'/îi^OM, 

O'm  _S0 
U'M'""SU'' 

Le  second  membre  de  cette  égalité  ayant  une  valeur  indépen- 
dante de  la  position  du  point  M'  sur  la  courbe  A'M'BS  les 
courbes  amb  et  A'  M'B'  sont  homothétiques. 

SCOLIES. 

871.  On  nomme  section  droite  d'une  surface  cylindrique  la 
section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices. 

Un  cylindre  est  le  corps  compris  entre  une  surface  cylin- 
drique et  deux  sections  planes  parallèles.  Ces  sections  sont 
les  bases  du  cylindre,  et  la  distance  de  leurs  plans  parallèles 
est  la  hauteur  de  ce  corps.  Le  cylindre  est  droit  ou  oblique^ 
suivant  que  ses  génératrices  sont  perpendiculaires  ou  obliques 
au  plan  de  la  base.  Le  cylindre  droit  à  base  circulaire  n'est 
autre  que  le  cylindre  de  révolution  étudié  dans  le  §  I. 

L'aire  latérale  d'un  cylindre  quelconque  est  égale  au  pro- 
duit  de  son  arête  par  le  périmètre  de  sa  section  droite. 

Le  volume  d'un  cylindre  quelconque  est  égal  au  produit  de 
ui  base  par  sa  hauteur. 

On  arrive  à  ces  théorèmes  en  considérant  le  cylindre  comme 
la  limite  d'un  prisme  inscrit,  lorsque  les  côtés  de  la  base  po- 
lygonale tendent  vers  zéro. 

Les  théorèoies  relatifs  au  prisme  tronqué,  démontrés  aux  n"  719,  720, 
722,  723,  sont  de  même  applicables  au  cylindre  tronqué. 
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872.  Un  cône  est  le  corps  compris  sous  une  surface  conique 
limitée  d'une  pan  à  son  sommet  et  de  l'autre  à  une  section 
plane,  qui  prend  le  nom  di^  base  ;  la  hauteur  du  cône  est  la 
distance  du  sommet  au  plan  de  la  base.  Un  c6ne  à  base  circu^ 
taire  est  droit  ou  oblique  suivant  que  la  projection  orthogo- 
nale du  sommet  sur  le  plan  de  la  base  coïncide  ou  non  avec 
le  centre  du  cercle.  Le  cône  circulaire  droit  n'est  autre  que 
le  cône  de  révolution  étudié  au  §  II. 

Le  volume  d'un  cône  quelconque  est  égal  au  tiers  du  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 

On  arrive  à  ce  théorème  en  considérant  le  cône  comme  la 
limite  d'une  pyramide  inscrite,  lorsque  les  côtés  de  la  base 
polygonale  tendent  vers  zéro. 

THÉORÈME. 

873.  Dans  un  cône  ou  dans  un  cylindre,  le  plan  SNT,  déter- 
miné par  une  génératrice  SN  et  parla  tangente  NT  menée  à 
une  courbe  ANB  située  sur  la  surface,  au  point  N  où  cette 
courbe  rencontre  la  génératrice,  est  le  même,  quelle  que  soit 
la  courbe  considérée  (fig>  48o  ). 

Fî(T,  /|8o. 


/ 


s 

A 
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/ 
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Il  suffit  de  prendre  une  seconde  courbe  CHD  sur  la  surface, 
coupant  la  génératrice  SN  au  point  M,  et  de  prouver  que  le 
plan  SNT  renferme  la  tangente  MR  menée  par  le  point  M  à 
cette  courbe.  Or,  le  plan  NSN',  mené  par  la  génératrice  SMN 
et'une  génératrice  voisine  SM'N',  a  pour  limite  SNT,  puisque 
la  corde  NN'  tend  vers  la  tangente  NT.  D'ailleurs,  quand  N' 
vient  en  N,  M'  vient  en  M,  et  les  sécantes  NN',  MM',  de- 
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viennent  en  même  temps  les  tangentes  NT  et  MR;  comme 
les  sécantes  MM%  NN',  sont  sans  cesse  contenues  dans  le  plan 
SNN',  on  voit  que  le  plan  SNÏ  renferme  la  tangente  MR. 

Ce  plan  SNT  est  dit  le  plan  tangent  au  cône  ou  au  cylindre 
suivant  la  génératrice  SN. 

Corollaire. 

^k.  En  supposant  que  la  courbe  ANS  soit  plane,  on  arrive 
à  ce  théorème  :  La  tangente  NT  à  la  projection  ou  à  la  per- 
spective ANB  d'une  courbe  CMD,  est  la  projection  ou  laper- 
spective  de  la  tangente  MR  à  cette  courbe  (586). 

Ce  corollaire  souffre  toutefois  une  exception»  lorsque  la  tan- 
gente de  l'espace  est  elle-même  une  des  droites  projetantes. 
La  projection  ou  la  perspective  de  la  tangente  se  réduit  alors 
à  un  point,  tandis  que  la  tangente  de  la  projection  ou  de  la 
perspective  est  une  droite  bien  déterminée;  c'est  la  trace  sur 
le  plan  de  projection  du  plan  tangent  au  cylindre  ou  au  cône 
projetant,  suivant  la  génératrice  qui  coïncide  avec  la  tangente 

de  l'espace. 

THÉORÈME. 

875.  Dans  le  cône  oblique  à  base  circulaire,  toute  section 
anti^parallèle  à  la  base  est  un  cercle. 

Soit  [Jig'  481)  S  le  sommet  d'un  cône  oblique  ayant  pour 
base  le  cercle  0.  On  nomme  p/an  principal  le  plan  SAB  mené 
par  la  droite  qui  joint  le  sommet  S  au  centre  0  de  la  base, 
perpendiculairement  au  plan  de  cette  base;  on  dit  qu'un  plan 
CMD  est  anti-parallèle  à  la  base,  lorsqu'il  est  perpendiculaire 
sur  le  plan  principal  SAB  et  que  sa  trace  CD  sur  ce  plan  prin- 
cipal est  anti-parallèle  à  AB  par  rapport  à  l'angle  ASB(195).  11 
s*agit  de  prouver  que  la  section  CMD  est  un  cercle. 

Par  un  point  quelconque  M  de  la  section,  menons  un  plan 
parallèle  à  la  base;  ce  plan  coupera  le  cône  suivant  un  cercle 
A'MB'  (870)  décrit  sur  A'B'  comme  diamètre,  et  le  plan  CMD 
suivant  une  droite  MP  perpendiculaire  au  plan  principal  (561). 
Or,  dans  le  cercle  A'  MBS  on  a  (223) 

MP':=:3PA'.PB'. 

D'ailleurs,  les  triangles  PCA',  PDB',  sont  semblables  comme 
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ayant  leurs  angles  égaux;  ils  donnent 


P\'       PC 

FD'^PF'     d'où     PA'.PB'  =  PC.PD. 


Donc 


MP   =:PC.PD 


et,  par  suite  (223),  le  point  M  appartient  à  un  cercle  décrit 
sur  CD  comme  diamètre. 


Fig.  482. 


—  JB 


876.  RÉciPaoQUEMENT,  il  rCya  que  les  sections  parallèles  et  les  sections 
anti-parallèles  à  la  base  qui  soient  des  cercles. 

En  effet,  considérons  une  section  cirbulaire  CMD  non  parallèle  à  la  base, 
et  soit  (Jig.  4B1)  RR'  la  trace  de  son  plan  sur  le  plan  de  la  base;  du 
centre  0,  abaissons  sur  RR'  la  perpendiculaire  OQ  qui  rencontre  la  circon- 
férence de  base  en  A  et  B;  menons  les  génératrices  SA,  SB,  et  les  tan- 
gentes AKetBL  qui  sont  évidemment  parallèles  à  QR.  Les  plans  SAK,  SBL, 
tangents  au  cône,  couperont  le  plan  MRR'  suivant  deux  droites  GG  et  DU, 
tangentes  au  cercle  CMD  et  parallèles  à  RR';  par  suite,  la  droite  DCQ  sera 
perpendiculaire  à  RR',  et  Ton  conclut  de  là  que  les  cercles  AB  et  CD  sont 
perpendiculaires  au  même  pian  SAB  qui  passe  par  leurs  centres  et  par 
le  sommet  du  cône.  D'ailleurs,  en  menant  la  section  B'M  A' parallèle  à  la 
base,  on  a 

MP'=PA'.PB',    MP'=PC.PD,    d'où    PA'.PB'  =  PG.PD. 

Les  triangles  PA'C,  PDB',  sont  donc  semblables,  et  les  angles  DB'A'> 
DCA',  sont  égaux,  de  sorte  que  CD  est  anti-parallèle  à  AB. 

Corollaires. 

877.  La  même  propriété  subsiste  pour  le  cylindre  oblique  à  base  cir- 
culaire. 
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878.  Dûîix  sectionsy  l'une  Â^B^  paralièle.  Vautre  CD  anti-parallèle  à  la 
base  d*un  cône  oblique  à  base  circulaire ^  sont  toujours  situées  sur  une 
même  sphère;  car  les  deux  sections  circulaires  A^  B^  et  CD  Ifig.  482]  doivent 
(875)  être  perpendiculaires  à  un  n^ème  plan  SÂ.B  passant  par  leurs 
centres,  et  le  quadrilatère  Â,B,DC  situé  dans  ce  plan  doit  être  iuscrip- 
tible;  les  cercles  Â,B|  et  CD  sont  donc  sur  la  sphère  dont  le  grand  cercle 
passe  par  les  quatre  points  Âp  B,,  C,  D. 

Inversement,  par  deux  cercles  A,  B,  et  CD  placés  sur  la  surface  d*une 
sphère,  on  peut  toujours  faire  passer  deux  cônes,  —  En  eCFet,  soient 
{fig.  iS^)  A,B,DC  une  section  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  par 
les  centres  des  deux  cercles,  et  A^B^,  CD,  les  diamètres  de  ces  cercles, 
déterminés  par  la  section  A^B^CD;  les  plans  de  ces  cercles  seront  per- 
pendiculaires au  plan  sécant  A.B.CD.  Or,  si  l'on  mène  les  droites 
Â,C  et  B|D,  leur  point  de  concours  S  sera  le  sommet  d'un  cône  ayant 
pour  base  le  cercle  A,B,  et  passant  par  les  points  C  et  D.  Mais  Tangle 
DCS  est  égal  à  Tangle  A,  B,S;  donc,  la  section  CD  faite  dans  le  cône  par  un 
plan  perpendiculaire  à  A,B|DC  sera  un  cercle  ayant  CD  pour  diamètre; 
donc  ce  cercle  se  confond  avec  le  cercle  CD  de  la  sphère.  Il  y  a  un  se- 
cond cône  qui  coupe  la  sphère  suivant  les  mômes  cercles  A,  B.  et  CD  ; 
son  sommet  est  à  Tintersection  S'  des  deux  diagonales  B^C  et  A,D.  Ces 
deux  cônes  peuvent,  dans  certains  cas,  dégénérer  en  cylindres. 

879.  II  résulte  encore  des  considérations  précédentes  que,  lorsqu'un 
cône  S  pénètre  dans  une  sphère  suit^ant  un  cercle  A.^B^,  il  en  sort  suivant 
un  second  cercle  CD. 

880.  Dans  un  cône  oblique  à  base  circulaire,  les  centres  des  sections 
parallèles  à  la  base  sont  distribués  sur  une  même  droite  passant  par  le 
sommet;  les  centres  des  sections  an  ti -parallèles  à  la  base  sont  aussi  placés 
sur  une  seconde  droite  passant  par  le  sommet.  Il  importe  de  connaître 
la  situation  respective  de  ces  deux  droites. 

Soit  SAB  la  section  principale  du  cône  dont  la  base  est  le  cercle  décrit 
sur  AB  comme  diamètre.  Le  cercle  circonscrit  su  triangle  ASB  Ifig.  483) 
est  un  grand  cercle  de  la  sphère  qui  contient  le  cercle  AB  et  le  sommet  S 
du  cône.  La  tangente  SG  au  cercle  SAB  est  la  trace  sur  SAB  du  plan 
tangent  à  la  sphère  en  S,  et  ce  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan 
SÂBde  la  figure;  d'ailleurs,  la  droite  SGr  est  anti-parallèle  à  AB,  à  cause 
de  l'égalité  des  angles  BAS,  BSG.  Donc  le  plan  tangent  SG  est  parallèle 
aux  plans  des  sections  anti-parallèles  à  la  base  AB,  et  la  question  se  ré- 
duit à  trouver  le  centre  d'une  section  quelconque  parallèle  à  ce  plan  tan- 
gent. Nous  choisirons  celle  qui  passe  par  le  point  de  concours  T  des  tan- 
gentes en  A  et  en  B  au  cercU  ASB,  c'est-à-dire  par  le  sommet  T  du  cône  qui 
est  circonscrit  à  la  sphère  suivant  le  cercle  AB.  En  menant  par  le  point  T 
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la  parallèle  CTD  à  S6,  on  aura  le  diamètre  de  cette  section.  Or,  il  est  aisé 
de  voir  que  le  point  T  en  est  précisément  le  centre,  c'est-à-dire  que  le 

Fig.  483. 
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point  T  est  le  milieu  de  CD.  En  effet,  Fangle  TBD,  égal  à  SBK,  a  pour 
mesure  la  moitié  de  Tare  SIB;  l'angle  TDB,  alterne-interne  de  BSG,  a  la 
même  mesure  ;  donc  le  triangle  TBD  est  isocèle  et  Ton  a  TD  =  TB.  On  voit 
pareillement  que  TC  =  TA;par  suite,  comme  TA  =  TB  (i70),  on  a 
TC  =  TD.  Ainsi,  le  lieu  des  centres  des  sections  anti-parallèles  à  la  base 
AB  est  la  droite  ST  qui  joint  le  sommet  S  au  sommet  T  dUm  cône  auxi- 
liaire circonscrit,  suivant  le  cercle  AB,  à  la  sphère  déterminée  par  ce 
cercle  et  par  le  sommet  S  du  cône  primitif. 

THÉORÈME. 

881 .  Le  lieu  des  tangentes  menées  par  un  point  d^une  surface  aux  di- 
verses courbes  que  Von  peut  tracer  par  ce  point  sur  la  surface  est  un  plan. 

Soient  M  le  point  donné,  AMÂ'  une  section  plane  passant  par  ce  point,  et 
BB',  ce,. ..,  des  sections  voisines  faites  par  des  plans  parallèles  au  pre- 
mier (fig,  4B4)*  Si  l'on  prend  sur  ces  courbes  les  points  P,  Q, . . .,  où  la 
tangente  est  parallèle  à  MT,  on  obtiendra  une  courbe  continue  MPQ, . . ., 
située  sur  la  surface.  SoH  MU  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  M  ;  tout 
se  réduit  à  prouver  que  le  plan  TMU  renferme  la  tangente  MV  à  une 
courbe  quelconque  MG  tracée  par  M  sur  la  surface. 

Or,  soit  M' le  point  où  la  courbe  MG  rencontre  la  section  BPB'  ; 
menons  les  cordes  MP,  MM',  et  projetons,  parallèlement  à  MP,  sur  le  plan 
de  la  première  section  AMA',  la  section  BPB';  la  courbe  MM, B^  ainsi 
obtenue  sera  tangente  en  M  à  MT.  En  effet,  la  tangente  à  la  projec- 
tion MM,  B,  doit  être  la  projection  de  la  tangente  PS  à  la  courbe  de  l'es- 
pace BPB'  (874),  et  la  projection  de  PS,  parallèlement  à  MP,  est  précisé- 
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ment  MT,  puisque,  par  hypothèse,  PS  et  MT  sonl  parallèles.  Gela  étant, 
si  M,  est  la  projection  de  Û'y  le  plan  M,MP  des  deux  cordes  MM^  et  MP 

Fig.  484. 


renferme  sans  cesse  la  corde  MM'  ;  par  suite,  la  tangente  MV  sera  con- 
tenue dans  le  plan  limite  de  M^MP;  or  ce  plan  n'est  autre  que  TMU, 
puisque  les  cordes  MM^  et  MP  ont  respectivement  pour  limites  les  tan- 
gentes MT  et  MU. 

Ce  plan,  lieu  des  tangentes  aux  diverses  courbes  que  l'on  peut  mener 
par  le  point  M  sur  la  surface,  prend  le  nom  de  plan  tangent  de  Ut  surface 
au  point  M. 

SCOLIES. 

882.  La  normale  à  une  surface  au  point  M  est  la  perpendiculaire  au 
plan  tangent  en  ce  point. 

883.  Lé  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  est  déterminé  par  les 
tangentes  à  deux  courbes  quelconques  menées  par  ce  point  sur  la  surface. 

884.  Dans  toute  surface  réglée^  c'est-à-dire  engendrée  par  une  ligne 
droite,  le  plan  tangent  en  un  point  contient  la  génératrice  qui  passe  par 
ce  point;  il  est  alors  déterminé  par  cette  génératrice  et  par  la  tangente 
à  une  courbe  quelconque  menée  par  ce  point  sur  la  surface.  Ce  plan 
tourne  en  général  autour  de  la  génératrice.  Il  est  pourtant  une  classe  de 
surfaces  réglées,  pour  lesquelles  le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long 
de  la  génératrice,  comme  cela  arrive  (873)  pour  les  cônes  et  les  cylin- 
dres. Ces  surfaces  sont  dites  développaùles,  tandis  qu'on  appelle  gauc/tes 
leâ  surfaces  réglées  qui  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété.  Les  surfaces 
développables  sont  ainsi  nommées,  parce  qu'on  peut  les  étendre  sur  un 
plan  sans  les  déchirer  ni  les  replier.  Considérons,  en  effet,  une  surface 
telle  que  les  plans  tangents  soient  les  mômes  le  long  de  chaque  généra- 
trice, c'est-à-dire  ne  changent  qu'en  passant  d'une  génératrice  à  l'autre  : 
l'ensemble  des  plans  tangents,  suivant  les  diverses  génératrices,  formera 


2^4  GÉOHftTllIB  DANS  L*B9PAGI. 

une  surface  polyédrique  circonscrite,  qui  a  pour  limite  la  surface  consi- 
dérée. Or  cette  surface  polyédrique  peut  être  étendue  sur  un  plan,  en 
faisant  tourner  chaque  face  plane  autour  d'une  arête,  de  manière  à  la 
rabattre  sur  le  plan  de  la  face  précédente  ;  et  comme  cette  propriété  a 
lieu,  quelque  rapprochées  que  soient  les  génératrices j  il  en  est  de  même 
à  la  limite  pour  la  surface  considérée. 

885.  Le  plan  tangent  à  une  surface  peut  laisser  la  surface  tout  entière 
d'un  seul  côté;  il  y  a  alors  un  point  de  contact  unique  ou  une  ligne  de 
contact;  le  premier  cas  se  présente,  par  exemple,  pour  la  sphère,  le 
second  pour  le  cylindre  et  le  cône  à  base  circulaire.  Le  plan  tangent  peut 
aussi  couper  la  surface,  et  la  section  est  alors  une  courbe  à  nœud:  c'est 
ce  qui  arrive,  par  exemple,  en  un  point  de  la  gorge  d'une  poulie. 

886.  Enfin,  nous  devons  observer  que  le  théorème  précédent  (881) 
cesse  parfois  d^ôtre  vrai  en  certains  points  singuliers ,  tel  que  le  sommet 
d'un  cône  ;  en  ce  point,  le  lieu  des  tangentes  forme,  non  pas  un  plan, 
mais  la  surface  conique  proposée.  Il  en  est  de  mèmç  au  point  d'une 
surface  de  révolution  situé  sur  l'axe,  lorsque  la  méridienne  rencontre 
cet  axe  sous  un  angle  différent  de  90  degrés.  Ajoutons  cependant  que,  si 
un  point  décrit  sur  la  surface  d'un  cône  une  courbe  bien  déterminée  et 
aboutissant  au  sommet,  le  plan  tangent  au  cône  en  chacune  des  positions 
du  mobile  sur  sa  trajectoire  est  parfaitement  déterminé,  et  il  Test  encore 
au  moment  où  le  mobile  atteint  le  sommet  du  cône;  c'est  le  plan  tangent 
suivant  la  génératrice  qui  touche  au  sommet  la  courbe  considérée. 

THÉORÈME. 

887.  Le  plan  tangent  en  un  point  M  d^une  surface  de  réfvluiion  est 

perpendîcidaire  au  plan  méridien  ZOM  qui  passe  par  le  point  de  contact 

(fig-  485). 

Fig.  /|85. 
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En  effet,  le  plan  tangent  en  M  contient  la  tangente  MT  au  parallèle 
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Ûii,  et  cette  tangente  MT  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  ZOM, 
comme  étant  à  angle  droit  sur  les  deux  droites  CM  et  OZ  de  ce  plan.  • 

Corollaires. 

888.  La  normale  MS  à  la  surface  au  point  M  est  contenue  dans  le  plan 
méridien  ZOM  (882).  Le  point  S,  où  eUe  rencontre  Taxe  ZZ,,  est  d'ailleurs 
le  même  pour  toutes  les  normales  qui  répondent  aux  divers  points  d\in 
même  Darallèle;  d'où  l'on  conclut  que  les  normales  menées  à  une  surface 
de  révolution  par  les  divers  points  d'un  parallèle  forment  un  cône  de 
révolution  qui  a  son  sommet  S  sur  Vaxe  de  la  surface.  Les  tangentes  aux 
différents  méridiens  en  des  points  situés  sur  un  même  parallèle  forment 
aussi  un  cône  de  révolution  qui  est  circonscrit  à  la  surface  et  qui  a  son 
sommet  S^  sur  Vaxe  de  cette  surface»  L'angle  S,  M  S,  qui  mesure  Tangle 
des  plans  tangents  aux  deux  cônes  au  point  M,  est  droit  ;  les  deux  cônes 
sont  donc  orthogonaux, 

THÉORÈME. 

889.  Quatre  plans  tangents  à  une  surface  gauche,  menés  par  une 
même  génératrice,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs 
quatre  points  de  contact. 

En  effet,  soient  G  une  génératrice  d*une  surface  gauche  (884),  et  A,  B, 
C,  D,  les  plans  qui  touchent  cette  surface  respectivement  aux  points  a,  b, 
c,  d,  de  cette  génératrice.  Considérons  quatre  courbes  fixes  aa^  tp^  cy, 
di^  tracées  à  volonté  sur  la  surface  et  passant  respectivement  par  les 
points  a,  b,  c,  d\  désignons  par  a\  b\  c\  d\  les  points  où  ces  courbes 
rencontrent  une  génératrice  G'  voisine  de  la  génératrice  G,  et  menons  les 
cordes  aa\  bb\  cd ^  dd\  Le  faisceau  des  quatre  plans  (jaa*^  Gbb\  Gcc\ 
Gdd'y  étant  coupé  par  la  transversale  G'  aux  points  a\  b\  c\  d\  le  rap- 
port anharmonique  de  ces  quatre  points  est  égal  à  celui  des  quatre  plans. 
Cette  propriété  ayant  lieu,  quelle  que  soitlaposilion  de  G'  sur  la  surface, 
subsiste  quand  G'  vient  se  confondre  avec  G  ;  mais  alors  les  points  a\  b\ 
c',  d\  se  confondent  avec  a,  ^,  c,rf,  et  les  plans  Gaa\Gbb'^Gcc'yGdd', 
deviennent  les  plans  tangents  Â,  B,  C,  D,  puisque  les  cordes  âra',  bb^, 
cff^  dd\  ont  pour  limites  les  tangentes  en  a^  6,  c,  d^  aux  courbes  ^za, 
^P)  <^7)  à,^'  I^onc  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  tangents  Â, 
B,  C,  D,  est  égal  à  celui  de  leurs  points  de  contact  a^  6,  c,  d. 

Corollaires. 

890.  La  relation  (727) 

ca    da  _  sîn  CA     sin  DA 

sm  CB     sm  DB 
II  i5 
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qui  est  la  traduction  analytique  du  théorème  {M-écédent)  permet  de  déter- 
miner le  plan  D  qui  touche  la  surface  en  un  point  donné  quelconque  d 
de  la  génératrice  G,  dès  qu'on  connaît  les  plans  tangents  A,  B,  G,  en  trois 
points  donnés  a,  b^  c,  de  celte  génératrice. 

891.  On  dit  que  deux  surfaces  gauches  S  et  S',  qui  ont  une  généra- 
trice commune  G,  se  raccordent  suivant  cette  génératrice,  lorsqu'elles  se 
touchent  en  tout  point  de  cette  ligne. 

Deux  surfaces  gauches  S  et  S'  se  raccordent  suivant  une  générairîce 
commune  G  dès  qiCelles  se  touchent  en  trois  points  a^  b,  c,  de  cette 
génératrice. 

En  effet,  soient  d  un  point  quelconque  de  la  génératrice  G;  D  et  D' les 
plans  qui  touchent  respectivement  au  point  d  les  surfaces  S  et  S';  enfin 
A,  B,  G,  les  plans  tangents  communs  en  a,  b,  c.  Les  rapports  anharmo- 
niques  des  deux  systèmes  dequatre  plans  (A,  B,  C;  D),  (A,  B,  G,  D')  sont 
égaux  entré  eux,  puisque,  d'après  le  théorème  précédent,  chacun  d'eux 
est  égal  à  celui  des  quatre  points  a,  6,  c,  d.  Donc  les  plans  D  et  D'  coïn- 
cident, et  les  deux  surfaces  S  et  S'  se  touchent  en  un  point  quel- 
conque d  de  la  génératrice  commune. 

G'est  surtout  en  étudiant  la  Géométrie  descriptive  qu'on  comprendra 
rimportance  de  ce  principe  fondamental. 

§  VlII.  -  APPENDICE. 

THÉORÀMB  DB  GULDIN. 

89â.  L'importante  proposition  connue  sous  ce  nom  se  trouve  indiquée 
dans  Pappus  (fin  du  iv'  siècle).  Elle  a  été  ensuite  retrouvée  par  Guldin 
(commencement  du  xiv"  siècle). 

THÉORÈME. 

893.  L*aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  plane  quelconque,  tour- 
nant autour  d'un  axe  extérieur  quelconque  situé  dans  son  plan^  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  longueur  de  la  ligne  brisée  par  la  circonférence 
que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Nous  savons  que  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  brisée  plane  est  le 
centre  des  distances  proportionnelles  des  centres  de  gravité  de  ses  côtés 
(714). 

Si  la  ligne  brisée  se  réduit  à  une  droite  AB^  la  proposition  a  déjà  été 
démontrée  (761),  puisque  le  centre  de  gravité  d'une  droite  est  en  son 
milieu  (714). 


Soit  mamtenant  (/%.  486)  la  ligne  brisée  plane  quelconque  MKt^R 
tournant  autour  de  Taxe  xy.  Soient  a,  b,  c,.,.,  les  longueurs  des  côtés 


de  cette  ligne;  a,  p,  7,...,  les  distances  des  milieux  Â,  B,  C,...,  de  ses 
côtés  à  raxex/.  L'aire  totale  S,  engendrée  par  la  ligne  brisée  MNPQR, 
étant  la  somme  des  aires  engendrées  par  ses  côtés  MN,  NP, . . . ,  on  aura 
(76i) 

Si  Ton  désigne  par  z  la  dij^tance  à  Taxe  xjr  du  centre  des  distances  pro- 
portionnelles des  points  Â,  B,  C,. . . ,  on  a  (710) 

d*où 

S  =  (a-f-^-4-c-+-..  .).27rz, 

expression  de  renoncé. 

COROLLAIRB. 

8d4.  Le  théorème  subsiste,  quels  que  soient  le  nombre  et  la  grandeur 
des  côtés  de  la  ligne  brisée,  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  il  s'agit  d'une 
ligne  courbe  en  tout  ou  en  partie.  Le  centre  de  gravité  de  la  ligne  obte- 
nue est  alors  la  position  limite  du  centre  de  gravité  de  la  ligne  polygonale. 
Par  suite,  raire  engendrée  par  une  ligne  courbe  plane  tournant  autour 
d'un  axe  extérieur  quelconque  situé  dans  son  plan  a  pour  mesure  le  pro- 
duit de  sa  longueur  (289]  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de 
gravité, 

ÂPPUGATIONS. 

898.  i**  Quelle  est  r expression  de  l'aire  engendrée  par  une  circonfé- 
rence de  rayon  r,  en  tournant  autour  d^une  droite  xy  de  son  plan  qui 
ne  la  coupe  pas  ? 

Soit  </ la  distance  du  centre  de  cette  circonférence  à  Taxe  xy\  le  centre 
d'une  circonférence  est  évidemment  son  centre  de  gravité,  car,  dans  la 

i5. 
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recherche  du  centre  des  moyennee  distances,  on  peut  remplacer  plnsieurs 
points  par  leur  centre  particulier  (713),  et  le  centre  qui  correspond 
aux  extrémités  d'un  diamètre  quelconque  est  le  centre  de  la  drconfé- 
rence.  L'aire  de  la  surface  engendrée,  qu'on  appelle  tore^  sera  donc 

a«r.airrf=  4it'7ï/. 

a*^  Trouver  la  position  du  centre  de  gravité  d^une  demi'Circonférence 
de  rayon  r. 

Soit  X  la  distance  du  poinft  cherché  au  diamètre  qui  termine  la  demi- 
circonférence.  Si  on  la  fait  tourner  autour  de  ce  diamètre,  elle  engen- 
drera une  surfoce  sphérique  de  rayon  r.  On  devra  donc  avoir  (841  ) 

a/" 
Trr.aitx    ou    aTr'rx  =  4^'*'»    d'où    x=  — • 


Le  centre  de  gravité  cherché  étant  d'ailleurs,  d'après  une  remarque  pré- 
cédente, situé  sur  le  rayon  perpendiculaire  à  l'axe,  sa  position  est  par- 
faitement déterminée. 

THÉORÈME. 

896.  Le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d*un  axe 
extérieur  situé  dans  son  plan  a  pour  mesure  le  produit  de  Vaire  da 
triangle  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Nous  distinguerons  trois  cas  : 

i"*  L'un  des  côtés  du  triangle  se  confond  avec  Taxe  {fy.  487). 

FJg.  487. 


:c       B 


D    G' 


C        V 


Le  volume  engendré  par  le  triangle  ÂBC  tournant  autour  de  l'axe  x;*  a 
pour  expression  (855,  1^) 

iff.AD^.BC, 


c'est-à-dire,  en  désignant  par  S  Taire  du  triangle  dont  le  double  est  re- 
présenté par  AD.BC, 

^  '»r.AD.S. 
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SiG  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC,  on  a  (715),  pour  la  per- 
pendiculaire GG^  à  Taxe, 

GG'=^- 

Le  volume  engendré  a  donc  finalement  pour  mesure 

S.air.GG'. 
a""  Le  triangle  n'a  qu'un  sommet  situé  sur  l'axe  [fig.  489)* 


Prolongeons  le  celé  AC  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'axe  oy.  On  a 

vol.  ABC  =  vol.  ABD  —  vol.  CBD. 

Si  g  et  g^  sont  les  centres  de  gravité  des  triangles  ABD  et  CBD,  il  vient 
donc,  d'après  le  premier  cas, 

vol.  ABC  =  a7r(ABD.^^'—  CBD.g:,^;). 

Le  triangle  ABC  étant  la  différence  des  deux  triangles  ABD  et  CBD,  son 
centre  de  gravité  G  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
^,  ^,,  si  l'on  attribue  aux  trois  points  considérés  des  coefficients  propor- 
tionnels aux  aires  des  trois  triangles  correspondants,  en  donnant  à  ces 
coefficients  les  signes  convenables  (7i6).  On  aura  par  suite 

ABD.gg-  CBD.^,  g\  =  ABC.GG', 

d'où 

voI.ABC  =  ABC.27rGG'. 

3^  L'axe  est  complètement  extérieur  au  triangle  {fg.  489). 

Les  trois  côtés  du  triangle  ne  pouvant  être  parallèles  à  l'axe,  prolon- 
geons le  côté  AB,  par  exemple,  jusqu'à  sa  rencontre  en  D  avec  l'axe  xy, 
et  joignons  CD.  On  aura 

vol.  ABC  =  vol.  ACD  —  vol.BCD, 
c'est-à*diA,  d'après  le  second  cas,  en  désignant  par  g  et  g^  les  centres 


de.  gravité  desi  tiian^tes  ACD  et  6Q), 

vol.ABC  =  a7r(ACD.gg',  -  BCD.g',  ^J. 

Le  triangle  ABC,  dont  le  centre  de  gravité  est  G,  étant  la  différence 

Fig.  489. 


9\  g'  c 


des  triangles  ACD  et  BCD,  on  a  comme  ci-dessus 

ACD.g-^  -  BCD./?,  ^,  =  ABC.GG', 

d'où  encore 

vol.ABC  =  ABC.aTrGG'. 

THÉORÈME. 

897.  Le  volume  engendré  par  un  polygone  tournant  autour  d'un  axe 
extérieur  situé  dans  son  plan  a  pour  mesure  le  produit  de  son  aire  par 
la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  grauité. 

Décomposons  le  polygone  donné,  dont  l'aire  est  S,  en  triangles  ayant 
pour  aires  tyt^^t",....  Soient  ^,  J',  ^', . . . ,  les  distances  des  centres  de 
gravité  de  ces  triangles  à  Taxe,  et  c^  la  distance  du  centre  de  gravité  du 
polygone  (  716  )  au  même  aie.  Le  volume  engendré  par  le  polygone,  somme 
des  volumes  engendrés  par  les  triangles  qui  le  composent,  est 

Mais,  d'après  les  propriétés  du  centre  des  distances  proportionnelles, 
la  parenthèse  est  égale  à  S.^.  Par  suite,  le  volume  cherché  a  pour  ex- 
pression 

S.aTT^. 

Corollaire. 

898.  Le  théorème  subsiste,  quels  que  soient  le  nombre  et  la  grandeur 
des  côtés  du  polygone,  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  le  polygone  ou  une 
partie  du  polygone  devient  une  courbe.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité 
de  la  surface  obtenue  est  la  position  limite  du  centre  de  gravité  de  la 


sorfBM»  polygcwale.  Par  euite,  le  vokune  engendré  pat  wte  su/rfitce  plane 
quelconque  tournant  autour  d'un  axe  extérieur  situé  dans  son  plan  a 
pour  mesure  le  produit  de  son  mre  par  la  circonférence  que  décrit  son 
centre  de  gravité, 

ApPLICATICfïfS. 

*  ■ 

899.  1®  Quel  est  le  volume  élu  tore? 

En  conservant  les  notations  du  n^  895,  ce  volume  a  pour  eipression 

a*  Trouver  la  position  du  centre  de  gravité  d^un  demi-cercle  de  rayon  r. 

Le  centre  de  gravité  cherché  appartient  évidemment  au  rayon  perpen- 
diculaire au  diamètre  qui  termine  le  demi-cercle  donné.  De  plus,  si  Ton 
fait  tourner  le  demi-cercle  autour  de  ce  diamètre,  il  engendre  une  sphère 
de  rayon  r.  On  a  donc,  en  appelant  x  la  distance  du  centre  de  gravité  à 
Taxe, 

^''^  4.^.  ,  4'" 

•  aTTo:  =  ;r7rr",     d  où     a:=;r-« 

a  3  .  oTT 

La  position  du  point  demandé  est  donc  complètement  déterminée. 

SUR  LE  MAXIMUM  ET  LE  MINIMUM  DES  FIGURES. 

900.  Nous  nous  proposons  ici  de  prouver  que,  de  tous  les  corps  de 
même  aire^  la  sphère  est  celui  qui  a  le  plus  grand  volume. 

LEMME. 

901 .  Quand  une  figure  plane  possède  deux  axes  de  symétrie  OA  et  OB 
faisant  entre  eux  un  angle  a  incommensurable  avec  tt,  cette  figure  est 
un  cercle. 

D'abord,  la  droite  OC  {fig,  490),  symétrique  de  OA  par  rapport  à  OB, 
est  un  nouvel  axe  de  symétrie  ;  car,  M  étant  un  point  quelconque  de  la 
figure  et  N  son  symétrique  par  rapport  à  OA,  si  l*on  replie  la  figure  au- 
tour de  OB,  les  deux  points  M' et  N',  sur  lesquels  s'appliquent  M  et  N,  lui 
appartiennent  encore  à  cause  de  la  symétrie  par  rapport  à  OB,  et  ils  sont 
symétriques  par  rapport  à  OC,  puisque  OA  s'applique  sur  OC. 

Par  suite,  en  faisant  tourner  OB  de  Tangle  a  autour  du  point  0,  on  ob- 
tient un  troisième  axe  de  symétrie  OC  ;  une  nouvelle  rotation  de  même 
amplitude  a  en  donnerait  un  quatrième,  etc.—  D'ailleurs,  a  étant  incom- 
mensurable avec  TT,  on  ne  saurait  trouver  de  nombres  entiers  m  et  n 
tels  que  moi=  nn;  en  d'autres  termes,  en  continuant  la  rotation  on  ne 
retombera  jamais  sur  un  axe  précédemment  obtenu.  Donc  enfin  la  figure 
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possède  une  infinité  d'aies  de  symétrie  passant  par  le  point  0;  d'où  Ton 
conclut  qire  c'est  un  cercle» 


Fig.  490. 


Fig.  491. 


LEMME. 

902.  Si  par  les  milieux  /?,  ^,  c,  des  arêtes  latérales  AA',  BB',  CC',  d'tm 
tronc  fie  prisme  triangulaire,  on  mène  un  plan  :  1*  les  deux  segments 
du  tronc  sont  équivalents  ;  2"  la  section  abc  est  en  général  moindre  que 
la  demi-somme  des  bases  ABC,  A'B'C 

La  première  partie  est  évidente  d'après  le  n°  653  ;  quant  à  la  deuxième, 
elle  résulte  de  ce  que  la  section  abc  est,  comme  on  le  voit  aisément,  égale 
à  la  demi-somme  des  projections  des  bases  ABC,  A'B'C,  sur  le  plan  abe. 

Il  résulte  de  cette  proposition  que  si  tlans  un  corps  terminé  par  une 
surface  convexe  on  mène  une  série  de  cordes  parallèles,  la  surface  lieu 
des  milieux  de  ces  cortles  divise  le  corps  en  deux  parties  d'égal  volume 
et  a  elle-même  une  étendue  moindre  que  la  moitié  de  l'aire  totale  du 
corps, 

THÉORÈME. 

• 

903.  «  Parmi  tous  les  corps  de  même  surface,  la  sphère  a  le  plus 
»  grand  volume;  et  parmi  tous  les  corps  d'égal  volume,  eUe  a  la  plus 
»  petite  surface, 

7>  Que  Ton  se  représente  un  corps  qui  ait  la  propriété  d'avoir  le  plus 
»  grand  volume  parmi  les  corps  de  même  surface,  il  existera  évidemment 
»  dans  toutes  les  directions  un  plan  qui  divise  la  surface  en  deux  parties 
»  égales. 

»  Soit  A  un  pareil  plan  (fig,  491))  et  soient  a  et  ^  les  moitiés  de  la 
»  surface.  Si  le  corps  n'était  pas  divisé  par  ce  plan  en  deux  parties  équi- 
»  valentes  en  volume,  si,  par  exemple,  on  avait  a  A  >  ^A,  il  ne  pourrait 
»  pas  avoir  un  volume  maximum  ;  car  on  pourrait  remplacer  ^  par  une 
»  partie  symétrique  de  a,  et  le  volume  total  aurait  grandi  sans  que  la 
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B  sarfiioe  eAt  changé.  11  tani  donc  que  pA  s=  «A.—  8î,  dans  cette  anp- 
»  position,  p  n'était  pas  symétriquement  égal  à  a,  on  n'aurait  qu'à  se 
»  représenter  du  même  cété  de  A  que  p  une  surface  a,  symétriquement 
9  é^le  A  a,  et  l'on  aurait 

a,  A  =  «A  =  pA, 

»  et  le  oorpe  ou,  =  «p.  Que  i'on  mène  dans  les  espaces  compris  entre  p 

>  et  oe,  des  droites  parallèles  entre  eUes,  limitées  par  ces  surftices,  leurs 

>  milieux  se  trouvent  sur  une  troisième  surface  7,  qui  a  la  même  base 

>  que  p  et  a„  et  l'on  a 

7A  =  pA  =  a,  A,    ou    7»  =  pa, 

>  mais  en  même  temps  (902)  27  <  P  -4-  a„  ou  7  <  p  puisque  P  =  «,  ;  la 

>  surface  7  qui  est  plus  petite  que  p  limiterait  donc  avec  a  un  espace 
I  équivalent  en  volume  à  celui  qui  se  trouve  entre  p  et  a,  ce  qui  est 
»  contraire  à  l'hypothèse  ;  il  faut  donc  que  p  soit  symétriquement  égal 

>  à  a,  et  le  corps  supposé  a  la  propriété  d'admettre  pour  plan  de  symé- 
B  trie  tout  plan  qui  divise  sa  surface  en  deux  parties  équivalentes  (*).  » 

Cela  posé,  considérons  une  droite  quelconque  D  de  l'espace,  et  par 
cette  droite  menons  deux  plans  quelconques  P,  et  Q,  faisant  entre  eux  un 
angle  a  incommensurable  avec  tt.  Le  corps  maximum  admettra  deux  plans 
de  symétrie  P  et  Q  respectivement  parallèles  à  P^  et  à  Q,  ;  par  suite,  toute 
section  du  corps  faite  perpendiculairement  à  l'intersection  des  plans  P 
etQ,  c'est-à-dire  perpendiculairement  à  la  droite  D,  aura  pour  axes  de  sy- 
métrie les  deux  droites  p  et  q  suivant  lesquelles  le  plan  de  cette  section 
coupe  les  plans  P  et  Q.  Mais  ces  droites  p  et  g  font  un  angle  a  incom- 
mensurable avec  7r;  donc  cette  section  est  un  cercle  (901),  et  comme  la 
direction  D  est  arbitraire,  on  voit  que  le  corps  maximum  est  coupé  par 
Qn  plan  quelconque  suivant  un  cercle  ;  d'où  l'on  conclut  que  c'est  une 
sphère. 

DES  POLYÈDRES  RÉGULIERS  CONVEXES. 

904.  Un  polyèdre  régulier  est  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces  sont 
des  polygones  réguliers  égaux  et  dont  tous  les  angles  polyèdres  sont 
égaux  entre  eux. 

THÉORÈME. 

903.  //  ne  peut  exister  que  cinq  polyèdres  régidicrs  convexes. 

Cette  proposition  n*est  qu'un  cas  particulier  de  celle  du  n**  695.  On 
peut  d'ailleurs  la  démontrer  directement  en  quelques  mots. 


(')  SnnmR,  Journal  de  Crelle,  t.  XXIV. 
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La  Bomine  des  ftces  d'un  apgle  ptdyôdre  conTesederBiA  Mn  infériinn 
à  (jutUre  angles  droits  (K70),  si  les  faces  sost  des  triut^ee  Aquilalérawi, 
<m  oe  peut  saaeinbler  autour  d'un  luéme  point,  pour  former  un  angle  po- 
lyèdre,  que  mis  ou  quatre  ou  eirtg  de  ces  trianglaB.  On  confitrait  ainà  : 
laiétraédre  régulier  compris sousquatre  triangles équilaléraux  ;  Voctaèdre 
régulier,  compris  sous  huit  triangles  équilatérauz  ;  Vicosaèdre  régplier, 
«Hnprissoua  vingt  triangtee  équilatiraux.  Au  delà,  a'x  triBD|;(eeA^ laté- 
raux assemblés  aoUmr  d'un  même  point  donnent  six  angles  plans  dont  la 
soDUDe  est  égale  à  quatre  angles  droits;  il  n'^  e  plus  d'angle  potyMte  : 
les  six  triangles  se  trouvent  développés  dans  un  même  plan. 

On  ne  peut  employer  les  carrés  ou  les  pentagones  réguliers  qu'en  les 
assemblant  par  tmis,  puisque  l'angle  d'un  carré  est  droit  etque  celui  d'un 
pentagone  régulier  est  égal  i  i  d'angle  droit.  On  a  ainsi  l'ArxdMv  régn- 
lier  ou  cube,  compris  eous  nx  carrée  égaux,  et  le  dodécaèdre  régulier, 
compris  sous  douze  pentagones  réguliers. 

Aucun  autre  polyèdre  régulier  convexe  n'est  poesibie,  puiique,  Tangle 
d'un  beugone  régulier  étant  égal  à  |  d'angle  droit,  trois  angles  d'hexa- 
gone régulier  Tonl  en  somme  quatre  angles  droits. 

Noua  prouverons  l'exislence  des  cinq  polyèdres  réguliers  énoncés,  en 
raontrant  comment  on  peut  effectuer  leur  construction. 

PROBLÈME. 

906.  Construire  tut  pofyédre  réguUer,  eonnabsant  son  arête. 

La  construction  du  tétraèdre  régulier  (_/!^.  49i)etcelleducube(^.  493} 
ne  peuvent  offrir  aucune  difficullé,  d'après  ce  qai  a  été  dil  aux  n"  591 
et  645.  Nous  ne  nous  occuperons  que  de  l'octaèdre,  du  dodécaèdre  et  de 
l'icosaèdre. 


Octaèdre  régulier. 

Prenons  [fig.  49J  ]  un  carré  ABCD  de  cété  a.  Élevons  en  son  centre  0 
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oM  peipMdicnlaire  indéfinis,  <t  {K»t(His  de  part  et  d'nitre  du  point  Obqf 
cette  pMpeDdiculaiK  vas  Iwgneur  égale  au  rayon  du  carré  ABCD,  «'est- 
a-dire à ■  En  joignant  les  pointa  S  et  S' ainsi  obtenus  aux  sommet» 

Fie- 494- 


A,  B,  C,  D,  on  forme  un  octaèdre  régulier  SABCDS'.  En  effet,  les  huit 
arêtes  SA,  SB,...,S'D,  sont  égales  entre  elles  et  à 


-\n-T' 


Les  ttntt'faces  du  pcdyèdre  construit  sont  donc  des  triangles  éqnilat^raus 
égaux.  De  plus,  les  six  angles  polyèdres  sont  égaux  entre  eux;  car  les 
angles  S  et  B,  par  exemple,  sont  les  angles  au  sommet  de  deux  pyramides 
qaadrangulaires  régulières  SABCD,  BASCS',  évidemment  soperposebles 
comme  ayant  même  base  et  même  hauteur. 

Onpeutrésumerlaconstructiondel'octaëdre  régulier  en  remarquant  que 
trois  droites  égaies  et  perpendiculaires  entre  elles  en  leur  milien,  telles 
qtieAC,  BD,  SS',  ont  pour  exlrémitéslessixsommetsd'un  pareil  polyèdre. 
Dodécaèdre  régidier. 

Soit  (_fig.  igS)  un  pentagone  régulier  ABCDE  de  câté  a.  Prenons  d'au- 
tres pentagones  réguliers  do  côté  a.  Avec  deux  de  ces  pentagones  joints 
au  pentagone  ABCDE,  formons  en  A  un  angle  trièdre  qui,  ayant  ses  faces 
égales,  aura  aussi  ses  angles  dièdres  égaux-  Les  trois  cAtés  BA,  BC,  BB, 
déterminent  alors  un  angle  trièdre  B,  égal  à  l'angle  trièdre  A,  comme 
ayant  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  entre  elles  et 
chacune  à  chacune.  On  peut  donc  former  à  tous  les  sommets  du  penta- 
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gose  ABCDEde§  angles  trièdres  égaux  à  A,  enepplopntdespenUgoiKS 
régaliers  égaux  k  ce  penlagone  et  disposés  comme  l'indique  la  figure.  Le 
pentagone  ABCDE  est  commun  à  tous  les  engles  trièdres  :  le  second,  le 
troîsîàme  et  le  quatrième  trièdrenécessEtent  l'addition  d'un  nouveau  pen- 
tagone; le  dernier  angle  trièdre  en  B  se  trouve  tout  construit. 


Pig.  495. 


On  obtient  ainsi  un  assemblage  do  six  pentagones  réguliers  ^ux  et 
également  inclinèa.  Cet  assemblage  constitue  une  surface  polyédrale  ou- 
verte, moiUé  du  dodécaèdre  ;  et  les  sommets  du  décagone  gaiirhe  (  '  ) 
FGHlKLHNPRqui  la  termine  correspondent  successivement  k  un  tXkdeux 
pentagones.  D'ailleurs  les  angles  de  ce  décagone  sont  égaux  entre  eux  ; 
en  elTet,  les  deux  angles  trièdres  en  A  et  pu  F  sont  égaux  comme  ayant 
un  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  entre  elles  et  chacune  à 
chacune.  L'angle  BFG  est  donc  égal  h  l'angle  EAB  et,  par  suite,  à  l'angle 
FGH.  On  peutalors  faire  tourner  le  polygone  FGHIKLMNPR  sur  lui-même, 
en  faissal  passer  le  sommet  F  en  G,  le  sommet  G  en  H,  etc.,  sans  qu'il 
cesse  de  coïncider  avec  sa  première  position. 

Si  l'on  construit  de  la  même  manière  la  seconde  moitié  du  dodécaèdre 
et  si  on  la  retourne  pour  l'opposer  à  la  première  moitié,  on  pourra,  d'a- 
près cela,  rapprocher  les  deux  calottes  polyédrales  et  appliquer  l'un  sur 

(')  Ce  décagono  est  gauehe;  car  si  les  qnalre  pointa  R,  F,  G,  H,  étaient  iwat 
nD  mène  pUn,  ce  plan  contenant  auitl  le  point  A,  Il  n'y  Borail  pini  d'ati§Ie 
trIAdre  en  K. 
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l'autre  les  polygoseequi  lea  terminent,  en  établissant  la  coïncidence  des 
sommais  du  premier  où  il  n'y  a  qu'un  penlagone  et  des  sommets  du  se- 
oow)  qui  en  réuniseest  deux.  Comme  les  plans  de  ces  pentagtmce  ont 
déjà  entre  eus  l'inclioaison  nécessaire  pour  composer  un  angle  trièdra 
égal  à  l'angle  A,  l'ensemble  obtenu  sera  bien  un  dodécaèdre  régulier 
compris  sous  douze  pentagones  réguliers  égaux  formant  vingt  angles 
Iriëdres  égaux. 

Icosaèdre  régaUer. 
PrenooB  [^.496]  un  pentagone  régulier  ABCD&  de  côté  a.  Élevons  ai 

Fi(.  49"- 


son  centra  0  une  perpendïcnlaire  et,  dans  le  plan  déterminé  par  le  rayon 
OA  et  cette  perpendiculaire,  décrivons  do  point  A  comme  centre,  avec  a 
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pour  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  perpendiculaire  au  point  S  ; 


i/^-^v^ 


car  a  est  plus  grand  que  OÀ  =>  â  i/  — ^  •  Les  arêtes  SA,  SB, ... ,  SB, 

seront  égales  entre  elles  et  à  a.  Par  suite,  la  surface  latérale  de  la  pyra- 
mide pentagonale  SABCDC  sera  formée  de  cinq  triangles  équilatéraux 
égaux  entre  eux  et  également  inclinés,  puisque  les  angles  trièdres  isocèles 
en  À,  B,...,E,  sont  égaux  entre  eux  comme  ayant  leurs  trois  faces 
égales  chacune  à  chacune. 

Cela  posé,  en  chacun  des  sommets  A  et  B  du  triangle  SÀB ,  plaçpns 
(comme  l'indique  la  seconde  figure)  le  sommet  d'une  pyramide  identique 
à  la  première  SABCDE,  de  manière  que  les  deux  nouvelles  pyramides 
ABSEFG,  BASCHG,  aient  respectivement  avec  la  première  les  faces  com- 
munes ASB  et  ASE,  BAS  et  BSC,  et  entre  elles  les  faces  communes  ASB 
et  ABG.  Nous  aurons  ainsi  un  assemblage  de  dix  triangles  équilatéraux 
égaux  et  également  inclinés. 

Cet  assemblage  forme  une  surface  polyédrale  ouverte,  moitié  de  l'ico- 
saèdre,  et  les  sommets  de  Thexagone  gauche  (  '  )  CDEFGH  qui  la  termine 
réunissent  successivement  deux  et  trois  triangles.  D'ailleurs,  les  angles 
de  cet  hexagone  sont  égaux  :  Tangle  DEF,  par  exemple,  est  égal  à  l'angle 
EFG,  car  tous  deux  sont  évidemment  égaux  à  l'angle  EAG.  On  peut  donc 
faire  tourner  le  polygone  CDEFGH  sur  lui-même,  en  faisant  passer  le 
sommet  C  en  H,  le  sommet  H  en  G,  etc.,  sans  qu'il  cesse  de  coïncider 
avec  sa  première  position. 

Si  Ton  construit  de  la  même  manière  la  seconde  moitié  de  l'icosaèdre 
et  si  on  la  retourne  pour  l'opposer  à  la  première  moitié,  on  pourra  donc 
rapprocher  les  deux  calottes  polyéd raies  et  appliquer  l'un  sur  l'autre  les 
polygones  qui  les  limitent,  en  faisant  correspondre  les  sommets  de  l'un 
qui  réunissent  trois  triangles  aux  sommets  de  l'autre  qui  en  réunissent 
deux.  Comme  les  plaps  de  ces  triangles  ont  déjà  entre  eux  l'inclinaison 
nécessaire  pour  constituer  alors  eu  chaque  sommet  un  angle  polyèdre 
égal  à  l'angle  S,  l'ensemble  obtenu  sera  bien  un  icosaèdre  régulier  compris 
sous  vingt  triangles  équilatéraux  égaux  formant  douze  angles  penlaèdres 
égaux. 

SCOLIB. 

«F  nY 

907.  En  ayant  recours  aux  formules  S  =  —  et  A  =  —  du  n**  695,  on 

(*]  Le  contour  CDEFGH  est  gauche;  car  si  les  quatre  points  G,  D,  E^  F,  étaient 
dans  un  même  plan,  les  deui  pentagones  ABGDE,  BSEFG,  qui  ont  déjà  dans 
le  plan  CDE  les  sommets  B  et  E  communs,  seraient  tous  deux  dans  ce  même 
plan,  qui  contiendrait  le  point  À  en  même  temps  que  lés  points  B,  E,  F;  ee 
qui  est  impossible,  d*après  ce  qui  précède. 
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forme  facilement  le  tableau  snivaitt,  qui  renferme  les  nombres  des  élé- 
ments des  cinq  polyèdres  réguliers  convexes,  dont  nous  connaissons  les 
nombres  de  faces  : 


, 

F 

n 

S 

m 

A 

Tétraèdre  régulier. . . 

4 

3 

4 

3 

6 

Hexaèdre  régulier. . . 

6 

i 

.8 

•     3 

13 

Octaèdre  régulier  . . . 

'    8 

3    • 

6 

4 

13 

Dodécaèdre  ré{;ulier. 

I!l 

5 

30 

3 

3o 

Icosaèdre  régulier. . . 

30 

3 

13 

5 

3o 

Le  nombre  des  faces  de  l'hexaèdre  et  ie  nombre  de  côtés  de  ses  faces 
sont  respectivement  égwùi  au*  nombre  des  sommets  de  Toctaèdre  et  au 
nombre  d'arêles  de  ses  angles  polyèdres.  H  en  est  de  même  réciproque* 
ment  pour  Toctaèdre  comparé  à  Thexaèdre;  le  nombre  d'arêtes  reste  le 
même  de  part  et  d'autre.  Les  mêmes  conditions  sont  remplies  par  ie 
dodécaèdre  et  ricosaèdre.  On  peut  donc  regarder  les  polyèdres  régoËers 
convexes  comme  conjugues  deux  à  deux  ;  car  le  tétraèdre  régulier  ayant 
aataot  de  faces  que  de  sommets  est  conjugué  à  lui-même. 

THÉORÈME. 

908.  Tout  polyèdre  régulier  convexe  est  inscriptible  et  circonscriptible 
I   à  la  sphère. 

Soient  [Jig,  497  )  dans  le  polyèdre  régulier  considéré  deux  faces  adja- 
centes ABCDE,  ABC'D'E',  dont  0  et  0'  sont  les  centres. 

Fîg.  497- 


Les  perpendiculaires  OK  et  O'K  au  côté  commun  ÂB  se  couperont  en 
un  même  point  K  ;  les  perpendiculaires  OS  et  O'S  aux  deux  faces  ABCDE, 
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ABG'D'Ë',  lieux  respectifs  des  points  à  ^le  distance  de  leurs  sommets, 
se  couperont  en  un  point  S,  car  elles  sont  situées  dans  le  plan  OKO'  per- 
pendiculaire à  AB  au  point  K.  Les  deux  triangles  rectangles  KOS,  KO' S, 
seront  d'ailleurs  égaux  entre  eux ,  puisqu'ils  ont  l'hypoténuse  KS  com- 
mune et  le  côté  KO  égal  au  côté  KO'  comme  apothèmes  de  deux  poly- 
gones réguliers  égaux.  L'angle  OKO'  mesurant  Tinclinaison  constante  de 
deux  faces  adjacentes  du  polyèdre,  Tangle  OKS  égal  à  l'angle  O'KS  sera 
la  moitié  de  cette  inclinaison,  et  le  triangle  KOS  sera,  par  suite,  constant 
pour  toutes  les  faces. 

Si  Ton  considère  une  troisième,  face  0*,  contiguè'  à  la  face  ABCDE  par 
le  côté  CD  dont  le  milieu  est  L,  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  face  par 
son  centre  0'  coupera  donc  la  droite  OS  au  point  S,  de  manière  que  le 
triangle  LO'S  soit  identique  au  triangle  KOS  ou  à  son  égal  OLS. 

En  continuant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  perpendiculaires 
élevées  aux  différentes  faces  du  polyèdre  par  leurs  centres  se  coupent 
mutuellement  en  un  même  point  S,  situé  à  la  même  distance  de  toutes  les 
faces  et  à  la  môme  distance  de  tous  les  sommets. 

Donc,  la  sphère  de  centre  S  et  de  rayon  SA  passe  par  tous  les  sommets 
du  polyèdre  régulier  ou  lui  est  circonscrite;  la  sphère  de  même  centre  S 
et  de  rayon  SO  est  tangente  à  toutes  les  faces  du  polyèdre  en  leurs  centres 
ou  lui  est  inscrite. 

Le  point  S  est  le  centre  du  polyèdre  régulier;  SA  est  son  ra^vn,  SO  son 
apothème» 

COEOLLAIBBS. 

909.  Si  l'on  décompose  un  polyèdre  régulier  en  pyramides  en  prenant 
pour  centre  de  décomposition  le  centre  même  du  polyèdre,  les  pyramides 
obtenues  sont  régulières  :  Tout  polyèdre  régulier  peut  donc  être  partagé 
en  autant  de  pyramides  régulières  qvCil  a  de  faces. 

Les  faces  latérales  de  ces  pyramides  étant  prolongées  décomposent 
évidemment  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite  en  autant  de  polygones 
sphériques  réguliers  égaux  que  le  polyèdre  considéré  a  de  faces. 

Le  volume  d'un  polyèdre  régulier  a  pour  mesure  le  produit  de  son 
aire  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite  (646). 

Deux  polyèdres  réguliers  de  même  ordre  étant  nécessairement  sembla- 
bles, le  rapport  des  côtés,  des  aires  ou  des  volumes  de  ces  polyèdres  est 
aussi  celui  des  rayons,  des  carrés  ou  des  cubes  des  rayons  des  sphères 
inscrites  ou  circonscrites, 

910.  Les  centres  des  faces  d'un  polyèdre  régulier  sont  les  sommets 
d'un  autre  polyèdre  régulier  conjugué  du  premier  [fig,  498). 

Soient  A  l'un  des  sommets  du  polyèdre  donné  et  S  le  centre  conunun 
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des  sphères  inscrite  et  circonscrite  à  ce  polyèdre.  Désignons  par  0,  0', 
O*,...,  les  centres  des  faces  réunies  autour  du  point  A.  Ces  points, 


étant  également  distants  des  points  S  et  À,  sont  situés  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  SA  en  un  point  qui  est  le  centre  du  cercle  circonscrit 

au  polygone  OO'O' De  plus,  L  étant  le  milieu  du  côté  AB,  le  triangle 

OLO'  est  constant,  et  le  polygone  inscrit  OO'O'. . .  ayant  ses  côtés  égaux 
est  régulier.  Le  polyèdre  formé  en  joignant  les  centres  des  faces  du  po- 
lyèdre proposé  a  donc  déjà  pour  faces  des  polygones  réguliers  égaux,  et 
le  nombre  de  ces  polygones  est  égal  à  celui  des  sommets  du  polyèdre 
donné.  Il  reste  seulement  à  propver  que  ces  polygones  sont  également 
inclinés.  Or,  si  Ton  considère  les  deux  faces  du  nouveau  polyèdre  qui 
s*appuient  sur  le  côté  OO',  l'angle  dièdre  qu'elles  comprennent  est  le 
supplément  de  Tangle  constant  ASB  des  deux  perpendiculaires  SA  et  SB 
à  ces  deux  faces. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  évidente. 

On  voit  qu'en  appliquant  la  construction  indiquée  sous  l'une  ou  sous 
Fautre  forme,  le  tétraèdre  régulier  conduit  à  un  nouveau  tétraèdre, 
l'hexaèdre  régulier  à  un  octaèdre  régulier  et  réciproquement,  le  dodé- 
caèdre régulier  à  un  icosaèdre  régulier  et  réciproquement;  ce  qui  justifie 
la  dénomination  de  conjugués  donnée  à  ces  polyèdres  (907). 

PROBLÈME. 

9H.  Un  polyèdre  régulier  convexe  étant  donnée  trouver  :  i"  Vincli' 
naison  de  deux  faces  adjacentes  ;  i^  les  rayons  des  sphères  inscrite  et 
circonscrite, 

1^  Soient  [fig.  499)  S  le  centre  de  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite, 
AB  le  côté  commun  aux  deux  faces  adjacentes  dont  les  centres  sont  0  et 
0',  L  son  milieu  :  Fangle  OLO'  mesure  l'inclinaison  cherchée  L 

AB  étant  perpendiculaire  au  plan  OLO',  les  plans  OLO'  et  ASB  sont  per- 
pendiculaires. Par  suite,  si  du  point  S  comme  centre  nous  décrivons  une 
II.  16 
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sphère ,  sa  rencontre  avec  Tangle  trièdre  SÂLO  déterminera  un  triangle 
sphérique  alo^  rectangle  en  /. 

Fig.  499* 

D 


\y- 


!      /  _^;0' 


■  \'  '  ' 
o\\  >■ 
\\  II, 


Soient,  dans  le  polyèdre  considéré,  n  le  nombre  de  côtés  de  chaque 
face ,  m  le  nombre  d'arêtes  de  chaque  angle  polyèdre.  On  aura  évidem- 
ment 


et 


angle  ao/=  angle  AOL  =  —  =  -? 


angle  oai  =  angle  OAL  =  —  =  —  • 


Le  triangle  sphérique  rectangle  alo  donne  d'ailleurs 

cosoal  =  CQSol.sinaoL 
Mais 

coso/  —  cosOSL  =  ainOIâ  =  sîn  -  L 

a 

On  a  donc  la  formule  générale 

cos  — 
.    I  -  m 

sin  - 1  = • 

a  .    n 

sm- 

n 

En  l'appliquant  aux  différents  polyèdres  réguliers  convexes,  on  trouve 
pour  l'inclinaison  I  les  valeurs  suivantes  : 

Tétraèdre  régulier 7o*»3i'43*,6 

Hexaèdre  régulier ^* 

Octaèdre  régulier io9*»a8'  iG",  4 

Dodécaèdre  régulier 1 16"  35'  54",  a 

Isocaèdre  régulier 1 38^  1 1 'aa',  y 5 

Les  valeurs  indiquées  sont  exactes  pour  Thexaèdre  et  l'icosaèdre,  ap- 
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procbées  pour  les  trois  autres  polyèdres.  Les  inclinaisons  des  faces  du 
télraèdre  et  de  Toctaèdre  régulier  sont  supplémentaires  Tune  de  Tautre. 
2"  Soient  a  le  côté  du  polygone  donné,  r  son  apothème,  R  son  rayon. 
Le  triangle  OLÂ  donne 

I  ir 

OL  =  AL  cot  AOL  =  -  a  col  -  • 

%         n 

Le  triangle  rectangle  SOL  donne  à  son  tour 

SO  =  OL  tangOLS, 
c'est-à-dire 

(i)  r= -flcot- tang-I. 

Le  triangle  sphérique  eiol  donne  enfin 

cosoa  =  cot  no/,  cot  oa/. 


Or 


On  a  donc 


ou 


On  en  déduit 


SO 

cosofl  =  cosOSA  =  ^ 


^Tc  =  tang^o/.tangoo/ 


R       ,        ir  ^         ir 

-  =tang-  tang  — 


(a)  R=^flteng^teng^L 

*  /  a  /7t  a 

En  appliquant  les  formules  (i)  et  (a)  aux  différents  polyèdres  réguliers 
convexes,  on  obtient  les  valeurs  suivantes  : 

Tétraèdre  régulier r  =  ^^^  ? 

^  la 

Hexaèdre  régulier r  =  -  j 

°  a 

Octaèdre  régulier r  —  — !^—  > 


R  = 

ûv/6 
4 

R  = 

ay/% 
a 

R  = 

flv/a 

Ikxiécaèdre  régulier r  =  - 1/ !— -  »    R  =  -^ — -^ — -'  • 

Icosaèdre  régulier r  =  -^^ —  ?       R  =  - 1/     "^  ^    • 

o  la  a  Y        a 

i6. 
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SCOLIE. 

912.  Pour  deux  polyèdres  conjugués,  les  nombres  n  et  m  oe  faisant 

que  s'échanger  (907),  le  rapport  -  demeure  constant.  Donc,  si  R  est  le 

même  pour  ces  deux  polyèdres,  r  est  aussi  le  même.  En  d'autres  termes, 
si  deux  polyèdres  conjugués  sont  inscrits  à  une  même  sphère,  ils  sont 
aussi  circonscrits  à  une  même  sphère,  et  réciproquement. 

POLYGONES  ET  POLYÈDRES  RÉGULIERS  d'ESPECB   SUPÉRIEURE. 

913.  Nous  avons  déjà  parlé  (270)  des  nouveaux  polyèdres  réguliers 
découverts  par  M.  Poinsot,  et  nous  savons  quV7  y  a  autant  de  polygones 
réguliers  différents  de  m  côtés  que  de  nombres  premiers  à  m  depuis  i 

jusqu^à  -  (m  —  i). 

Pour  préciser  davantage  ce  résultat,  soit  la  circonférence  divisée  en 
m  parties  égales  aux  points  A,  B,X)  etc.;  représentons  Tare  AB  par  a, 
et  joignons  ces  points  de  p  en  p,  k  partir  de  A. 

Si  p  est  premier  avec  /7t,  le  plus  petit  multiple  commun  de  Tare  pa  et 
de  la  circonférence  ma  sera  pma;  c'est-à-dire  qu'on  ne  reviendra  au 
point  de  départ  qu'après  avoir  décrit  p  fois  la  circonférence  ou  m  fois 
l'arc  pa.  On  aura  donc  ainsi  un  polygone  étoile  de  m  côtés. 

Si  m  et  p  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  0,  le  plus  petit  multiple 

commun  de  la  circonférence  ma  et  de  l'arc  pa  est  -^  a.  On  revient  alors 
au  point  de  départ,  après  avoir  décrit  ^  fois  la'  circonférence,  ou  après 
avoir  compté  ~  fois  l'arc /mz;  c'est-à-dire  qu'on  trouve  ainsi  un  polygone 

étoile  inférieur  de  -^  côtés. 

D ailleurs,  si  /?,  entier  inférieur  à  //i,  est  premier  avec  m,  m—p  rem- 
plit les  mêmes  conditions.  Donc,  les  nombres  entiers  inférieurs  à  m  et 
premiers  avec  lui  se  divisent  en  deux  séries  dont  les  termes  correspon- 
dants forment  une  somme  égale  à  m.  Deux  termes  correspondants  con- 
duisent au  même  polygone.étoilé  de  m  côtés,  car  la  corde  de  l'arc /mï  est 
aussi  celle  de  l'arc  (m  —  p)a. 

914.  Les  polygones  étoiles  qu'on  obtient  en  suivant  la  marche  indi- 
quée a  ont  leurs  ni  côtés  et  leurs  m  angles  bien  nets^et  bien  distincts  : 
»  ce  sont  les  angles  qui  ont  lieu  aux  bouts  réunis  deux  à  deux  des 
»  m  droites  dont  la^chatne  continue  achève  complètement  la  figure.  Les 
»  autres  angles,  formés  par  les  côtés  non  contigus  qui  se  traversent,..., 
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»  ne  doivent  pas  être  comptés;  pas  plus  que,  dans  les  polygones  ordi- 
»  naires,  on  ne  compte  les  angles  qui  auraient  lieu  à  la  rencontre  des 
»  côtés  non  contigus  suffisamment  prolongés.  Sous  ce  point  de  vue,  la 
»  différence  de  ces  polygones  étoiles  aux  polygones  ordinaires  est  que, 
»  dans  ceux-ci,  un  côté  quelconque  aurait  besoin  d'être  prolongé  pour 
»  être  rencontré  par  les  côtés  non  contigus  aussi  prolongés,  au  lieu  que, 
»  dans  les  autres ,  les  côtés  mêmes  peuvent  être  actuellement  traversés 

B  par  les  autres  côtés Mais  toutes  ces  distinctions  sont  plus  appa- 

»  rentes  que  réelles ,  et  disparaissent  tout  à  fait  dans  l'analyse  où  ces 
j»  polygones  se  présentent  d'une  manière  inséparable.  Si  Ton  cherche,  en 
B  effet,  le  côté  d'un  polygone  régulier,  on  trouve  une  équation  de  degré 
D  supérieur,  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  et  qui  donne  à  la  fois  les 
9  différents  côtés  de  toutes  les  espèces  de  polygones  réguliers  de  Tordre 
9  que  l'on  considère.  »  Poinsot,  Journal  de  PÉcole  Polytechnique,  t.  lY, 
p.  a5). 

915.  L'ordre  m  d'un  polygone  est  marqué  par  le  nombre  m  de  ses 
côtés  ou  de  ses  sommets  ;  son  espèce  varie  en  raison  du  nombre  premier 
à  /n  qui  lui  a  donné  naissance.  Or,  si  ce  nombre  est  p^  il  faut  décrire 
p  fois  la  circonférence  (913)  pour  décrire  le  polygone  lui-même.  L'espèce 
d'un  polygone  étoile  est  donc  le  nombre  de  circonférences  parcourues  en 
suivant  tous  ses  sommets,  ou  le  nombre  de  fois  que  les  projections  de  ses 
côtés  sur  la  circonférence  circonscrite  recouvrent  cette  circonférence. 
Si  l'espèce  d'un  polygone  étoile  est  /?,  la  somme  de  ses  angles  au  centre 
vaut  p  fois  4  angles  droits. 

916.  L'ordre  d'un  angle  polyèdre  est  marqué  par  le  nombre  de  ses 
faces.  Il  est  d'ailleurs  de  même  espèce  que  le  polygone  qui  résulte  de  sa 
section  par  un  plan.  Si  l'on  considère  une  pyramide  régulière  ayant  pour 
base  un  pentagone  étoile  ou  de  seconde  espèce,  l'angle  polyèdre  au  som- 
met est  de  seconde  espèce,  et  les  angles  plans  qui  le  forment,  projetés  sur 
la  base^de  la  pyramide ,  remplissent  deux  fois  les  quatre  angles  droits. 

9i7.  tt  . .  En  conservant  toujours  la  définition  générale  des  polyèdres 
9  réguliers,...,  on  voit  la  possibilité  de  construire  de  nouveaux  polyèdres 
»  réguliers,  non-seulement  avec  les  nouveaux  polygones  (réguliers),..., 
«  mais  même  avec  les  polygones  réguliers  ordinaires;  et,  pour  bien  en- 
»  tendre  ceci ,  il  faut  commencer  par  distinguer  nettement  dans  un  po- 
»  lyèdre  ses  faces,  ses  arêtes  et  ses  sommets. 

»  Gomme  un  même  polyèdre  peut  paraître  également  construit  sous 
»  tels  ou  tels  polygones,  on  prend  pour  ]e&  faces  les  plans  qui,  en  plus 
9  petit  nombre,  achèvent  complètement  ce  même  polyèdre. . . . 

9  Pour  les  arêtes,  ce  sont  les  côtés  mêmes  qui  terminent  les  faces  du 
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»  polyèdre,  et  par  lesquels  ces  faces  se  joignent  deux  à  deux,  de  sorte 
n  que  chaque  arête  sert  de  côté  à  deux  faces  adjacentes,  et  qu'ainsi  le 
0  nombre  des  arêtes  est  (  toujours]  égal  à  la  moitié  du  nombre  des  côtés 
»  de  toutes  les  faces. 

»  C'est  à  ces  seules  droites,  comme  faites,  que  se  trouvent  les  angles 

.  »  dièdres  du  polyèdre  ;  les  autres  angles  que  pourraient  former  les  faces 

n  en  se  traversant  n'en  font  point  partie;  et  de  même,  c'est  aux  seuls 

»  points  où  se  réunissent  les  extrémités  des  arêtes  que  sont  les  sommets 

»  et  les  angles  polyèdres  du  polyèdre. 

»  Cela  posév*.  on  peut  construire  de  nouveaux  polyèdres  parfaitement 
n  réguliers. . .  :  ils  ont  toutes  leurs  faces  égales  et  régulières,  également 
»  inclinées  deux  à  deux,  et  assemblées  en  même  nombre  autour  de  chaque 
»  sommet.  Ils  peuvent  être  inscrits  et  circonscrits  à  la  sphère  (*)....  La 
»  différence  essentielle  de  ces  polyèdres  aux  polyèdres  (réguliers)  ordi- 
»  naires  est  que,  dans  ceux-ci,  les  faces  étant  projetées  par  des  rayons 
»  sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite,  les  polygones  (sphériques)  cor- 
n  respondanls  recouvrent  une  seule  fois  la  sphère  ;  au  lieu  que,  dans  les 
»  autres ,  ces  polygones  la  recouvrent  exactement  ou  deux  fois  ou  trois 
»  fois ,  efc. ,  et  cela  d'une  manière  uniforme ,  de  sorte  que  la  surface  est 
»  partout  ou  doublée  ou  triplée,  etc.  »  (Poinsot,  Journal  de  PÉcole  Po- 
lytechniqucy  t.  IV,  p.  35.)  On  voit  ici  l'analogie  étroite  entre  les  po- 
lygones étoiles  {94S)  et  les  nouveaux  polyèdres. 

918.  V ordre  d'un  polyèdre  régulier  est  marqué  par  le  nombre  de  ses 
•faces.  V espèce  diVL  polyèdre  est  le  nombre  de  fois  que  sa  projection,  effec- 
tuée comme  on  vient  de  le  dire  (917)  sur  la  sphère  inscrite  ou  circon- 
scrite, recouvre  cette  sphère. 

Dans  les  polyèdres  réguliers  ordinaires,  les  angles  polyèdres  sont  aussi 
de  première  espèce  (916)  ;  mais,  dans  les  nouveaux  polyèdres,  Fespècede 
l'angle  polyèdre  ne  fait  pas  celle  du  polyèdre.  Le  polyèdre  peut  être  d'une 
espèce,  et  l'angle  polyèdre  d'une  autre. 

919.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  prolongeant  les  côiés  d'un  j^olygone 
régulier  jusqu'à  leur  rencontre,  on  forme  un  polygone  étoile  de  même 
ordre,  qui  a  pour  noyau  le  polygone  primitif.  Les  polyèdres  réguliers 
d'espèce  supérieure  dérivent  d'une  manière  analogue  des  polyèdres  régu- 
liers ordinaires,  et,  en  prolongeant  les  arêtes  ou  les  faces  d'un  des  po- 
lyèdres réguliers  déjà  connus,  on  obtient,  sauf  les  cas  d'impossibilité,  un 


(■)  Car  la  démonstration  du  n®  908  est  fondée  seulement  sur  l'égale  incli- 
naison des  faces  éj^ales  et  régulières  du  polyèdre  et  sur  l'identité  de  position 
du  centre  de  chacune  d'elles  par  rapport  à  ses  intersections  avec  les  faces  ad- 
jacentes. 
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nouveau  polyèdre  régulier  qui  a  pour  noyau  le  polyèdre  régulier  ordi- 
naire qui  a  servi  de  poinlde  départ.  C'est  ce  qu*a  établi  M.  Cauchy  (/o//r- 
na/  de  l'École  Polytechnique,  t.  IX,  p.  68). 

Plus  tard,  M.  J.  Bertrand  (Comptes  rendus  de V Aca€lémie  des  Sciences, 
t.  XLVI)  a  rattaché  les  nouveaux  polyèdres  aux  polyèdres  réguliers  déjà 
connus,  par  une  démonstration  du  même  genre,  mais  beaucoup  plus  sim- 
ple :  c'est  celle  que  nous  allons  exposer. 

920.  Nous  regarderons  d'abord  comme  évident  que,  des  points  quel- 
conques étant  donnés  dans  r espace,  on  peut  toujours  trouver  un  polyèdre 
CONVEXE,  dont  les  sommets  soient  pris  parmi  les  points  donnés,  et  qui 
contienne  tous  les  autres  points  dans  son  intérieur,  à  moins  qu*il  rCait 
précisément  pour  sommets  tous  les  points  donnés  eux-mêmes. 

Nous  savons  d'ailleurs  (693)  qu'il  ne  peut  exister  de  polyèdre  convexe 
dont  chaque  sommet  soit  la  réunion  de  plus  de  cinq  faces. 

THÉORÈME. 

921.  Étant  donné  un  polyèdre  régulier  A,  d^ espèce  quelconque^  il 
existe  toujours  un  polyèdre  régulier  convexe  X  qui  a  les  mêmes  sommets 
que  le  polyèdre  A. 

Les  sommets  du  polyèdre  régulier  quelconque  A  étant  sur  une  même 
sphère  (908),  tout  polyèdre  convexe  dont  les  sommets  sont  pris  parmi 
oeux  de  A  ne  saurait  contenir  les  autres  dans  son  intérieur.  Il  existe 
donc  (920)  un  polyèdre  convexe  X  dont  tous  les  sommets  se  confondent 
avec  ceux  du  polyèdre  A.  Il  reste  à  prouver  que  ce  polyèdre  convexe  X 
est  régulier. 

Désignons  par  P  la  6gure  formée  par  l'ensemble  des  deux  polyèdres 
considérés,  et  par  Q  une  autre  figure  identique  à  la  première.  Puisque  le 
polyèdre  A  est  régulier,  la  coïncidence  des  deux  figures  pourra  être  ob- 
tenue en  plaçant  un  sommet  quelconque  de  Q  sur  un  sommet  déterminé 
de  P,  ce  qui  entraîne  Pégalité  de  tous  les' angles  polyèdres  du  polyèdre 
convexe  X. 

De  plus,  deux  sommets  étant  l'un  sur  l'autre,  la  coïncidence  des  deux 
polyèdres  A  qui  font  partie  de  P  et  de  Q,  et  par  suite  celle  des  figures 
totales,  pourra  être  obtenue  au  moins  de  trois  manières  différentes;  car 
les  sommets  considérés  appartiennent  à  des  angles  au  moins  trièdres  et, 
sur  Tune  des  faces  du  premier  angle,  on  peut  placer  une  face  quelconque 
du  second.  Les  angles  polyèdres  correspondants  des  deux  polyèdres  con- 
vexes X  sont  donc,  à  leur  tour,  non-seulement  égaux,  mais  susceptibles 
de  coïncider  aussi  de  trois  manières  différentes  au  moins;  et  comme  ces 
angles  sont  trièdres,  tétraèdres  ou  pentaèdres  (695),  ils  ont  alors  néces- 
sairement toutes  leurs  faces  égales  et  également  inclinées. 
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Les  faces  des  deux  polyèdres  X  sont  donc  des  polygones  équiangles  et 
également  inclinés,  dont  la  coïncidence  peut  être  établie  en  plaçant  un 
sommet  arbitraire  de  Q  sur  un  sommet  désigné  de  P;  en  d'autres  termes, 
ces  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux.  Le  polyèdre  X,  ayant  pour 
faces  des  polygones  réguliers  égaux  et  pour  angles  des  angles  polyèdres 
égaux,  est  régulier. 

THÉORÈME. 

922.  //  n'existe  que  quatre  polyèdres  réguliers  d'espèces  supérieures 

«  En  vertu  du  théorème  précédent,  pour  obtenir  les  polyèdres  régu- 
»  liers  d'espèces  supérieures,  il  faut  évidemment  prendre  les  polyèdres 
0  réguliers  convexes  (905),  et  procéder  de  la  manière  suivante  :  choisir 
4  un  sommet  sur  l'un' de  ces  polyèdres,  et  chercher  s'il  existé  d'au- 
»  très  sommets  qui,  réunis  à  celui-là,  puissent  former  un  polygone  ré- 
»  gulier.  »  (J.  Bertrand,  toc.  cit.)  Ce  polygone  est  alors  une  face  pos- 
sible d'un  polyèdre  d'espèce  supérieure  ayant  mômes  sommets  que  le 
polyèdre  convexe  proposé.  Si  le  polyèdre  d'espèce  supérieure  existe,  le 
nombre  des  polygones  égaux  partant  alors  d'un  même  sommet  est  le 
nombre  de  faces  de  son  angle  polyèdre;  mais,  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
ces  polygones  égaux  doivent  pouvoir  former  un  angle  polyèdre. 

((  Il  est  clair  que  cette  construction  appliquée  au  tétraèdre  ne  donne 
»  rien. 

»  Chaque  sommet  de  l'octaèdre  appartient  à  deux  carrés,  lesquels  ne 
»  peuvent  évidemment  pas  former  les  faces  d'un  polyèdre. 

9  Chaque  sommet  du  cube  peut  former,  avec  deux  autres  sommets 
»  convenablement  choisis,  un  triangle  ëquilaléral,  et  cela  de  trois  ma- 
A  nières  différentes;  mais  ces  trois  triangles  appartiennent  à  un  tétraèdre 
»  régulier. 

»  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  régulier  peut,  de  trois  manières  dif- 
»  férentes,  former  des  triangles  équiiatéraux  avec  des  sommets  apparte- 
»  nant  à  deux  des  faces  qui  s'y  réunissent  ;  mais  ces  triangles  ne  feront  pas 
»  un  angle  polyèdre,  deux  d'entre  eux  n'ayant  jamais  d'arête  commune. 

»  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  régulier  peut  également  être  consi* 
t>  déré  comme  le  sommet  de  six  triangles  équiiatéraux  dont  les  autres 
9  scHnmets  appartiennent  à  des  faces  contiguës  à  celles  qui  contiennent 
n»  le  sommet  donné.  Mais  ces  six  triangles  équiiatéraux  sont  les  foces  de 
«  deux  tétraèdres  régtdiers. 

»  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  est  enfin  le  sommet  commun  de  trois 
«  pentagones  réguliers  dont  Jes  quatre  autres  sommets  appartiennent  au 
'>  même  polyèdre.  Ces  trois  pentagones  ne  forment  pas  les  faces  d'un 
»  angle  trièdre^  parce  que  deux  d'entre  eux  n'ont  pas  d'arête  commune  ; 
»  mais  les  pentagones  étoiles  qui  ont  les  mêmes  sommets  forment  un 
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»  angle  trièdre,  et  leur  ensemble ,  pour  tout  le  polyèdre,  forme  le  dodé- 
»  caèdre  régulier  (de  septième  espèce). 

»  Chaque  sommet  de  Ticosaèdre  est  le  sommet  commun  de  cinq  trian- 
n  gles  équilatéraux  ayant  pour  côtés  les  droites  les  plus  courtes  que  Ton 
»  puisse  mener  entre  les  sommets,  après  celles  qui  forment  les  côtés  des 
n  faces.  Ces  triangles  forment  Ticosaèdre  de  septième  espèce. 

»  Chaque  sommet  de  Ticosaèdre  peut  être  considéré  comme  le  sommet 
»  commun  de  cinq  pentagones  réguliers  de  première  espèce,  dont  les 
»  quatre  autres  sommets  appartiennent  également  à  l'icosaèdre  ;  ces  pen- 
»  tagones  sont  les  faces  du  dodécaèdre  de  troisième  espèce  (à  faces  con- 
n  vexes).  Enfin  les  mêmes  sommets  peuvent  être  considérés  comme  ap- 
»  partenant  à  des  pentagones  étoiles  qui  forment  le  dodécaèdre  (de 
»  troisième  espèce,  à  faces  étoilées). 

»  n  n'y  a  donc  en  tout  que  quatre  polyèdres  étoiles,  qui  sont  précisé- 
9  ment  ceux  que  M.  Poinsot  a  découverts.  »  (J.  Bertrand,  ioc.  cit.) 

Avant  d*exa miner  chacun  de  ces  nouveaux  polyèdres  réguliers  en  par- 
ticulier, cherchons  une  formule  qui  nous  permette  de  déterminer  exacte- 
ment l'espèce  de  chacun  d'eux. 

PROBLÈME. 
923.  Trouver  Vespèce  d'un  polyèdre  régulier, 

La  formule  d'Euler,  A  -f-  a  —  F  -»-  S,  démontrée  au  n**  688,  n'est  pas  ap- 
plicable à  tous  les  polyèdres  réguliers.  Elle  ne  subsiste  que  pour  ceux, 
d'ailleurs  quelconques,  dont  la  projection  (917),  faite  sur  une  sphère  de 
centre  intérieur  au  polyèdre,  recouvre  exactement  celte  sphère  sans  aucune 
duplicature. 

Pour  généraliser  la  formule  d'Euler  et  la  rendre  applicable  aux  nou- 
veaux polyèdres  réguliers,  il  faut  tenir  compte  à  la  fois  de  l'espèce  du  po- 
lyèdre considéré  (918),  de  l'espèce  de  ses  faces  (915)  supposées  toutes 
de  même  espèce,  et  de  celle  de  ses  angles  polyèdres  (916)  supposés  tous 
de  même  espèce.  Cela  posé,  projetons  le  polyèdre  donné  sur  la  sphère 
inscrite  ou  circonscrite,  en  prenant  pour  centre  de  projection  le  centre 
de  cette  sphère  (917). 

Soient/?  le  nombre  des  côtés  de  Tune  des  faces  du  polyèdre,  f  le  nombre 
qui  en  marque  l'espèce,  a  Taire  du  poly.i;one  sphérique  correspondant, 
s  la  somme  des  angles  de  ce  polygone.  Décomposons-le  en  triangles  en 
joignant  à  ses  sommets,  par  des  arcs  de  grands  cercles,  la  projection  du 
centre  de  la  face  considérée.  L'aire  de  l'un  de  ses  triangles,  ayant  a  pour 
somme  de  ses  angles,  sera,  en  prenant  pour  unités  l'angle  droit  et  le 
triangle  trirectangle  (847),  a— 2.  L'aire  a  du  polygone  sphérique,  qui 
contient  /i  de  ces  triangles,  sera  a=ia  —  ^n.  Or  la,  c'est  la  somme 
des  angles  des  n  triangles  on  la  somme  s  des  angles  du  polygone  aug- 
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mentée  de  la  somme  des  angles  au  sommet  de  ces  mêmes  triangles, 
somme  qui  est  égale  à  4t)  puisque  l'espècede  la  face  projetée  est  f  (916). 
11  vient  donc 

a  =  s-^if  —  2/1. 

En  désignant  par  /i',  a",. . .,  x\  j*,.  . .,  /i',  /?',.. .,  les  quantités  ana- 
logues à  /7,  j  et  /i,  on  aura  pour  les  autres  faces 

a'  =  s'  -h  itf  —  2w', 
a'  ~  s"  T-  if  ^  2/ï*, 


Soit  E  l'espèce  du  polyèdre  ou  le  nombre  exact  de  fois  que  sa  projec- 
tion recouvre  la  sphère  dont  Taire  est  ici  représentée  par  8  (B13);  nous 

aurons 

a^a'-ha''-^,,,=r.  8E, 

ou,  en  supposant  F  faces, 

SE  =[s -h  s' -i- s" -h,,.) -h  iff. ¥— 'i[n'*-n'  -^n''-r,..). 

La  somme  n -^  n' -i- n" -h . . .  est  évidemment  égale  à  aÂ,  A  étant  le 
nombre  des  arêtes  du  polyèdre.  Quant  à  la  somme  s -\- s' -h  s" -h...,  elle 
représente  la  somme  des  angles  de  tous  les  polygones  sphériques  obtenus. 
Mais  la  somme  des  angles  réunis  autour  de  chacun  de  leurs  sommets, 
projections  de  toutes  les  faces  de  Tangle  polyèdre  correspondant,  vaut 
c  fois  4  angles  droits,  c  marquant  Tespèce  des  angles  polyèdres  (916). 
On  aura  donc,  s*il  y  a  S  sommets, 

•s -^  s' -h  s" -i-  .  .  .=  4(7S. 

Il  vient,  par  suite,  en  substituant  et  en  simpliGant, 

(I)  A^-aE=^ç.F-^(^.S. 

Si  l'on  fait  dans  celte  formule  E  —  o  =  arc=i,  on  retrouve  la  formule 
d'Euler. 

M.  Poinsot  (Mémoire  cité)  trouve  A-haE=F-+-<xS,  parce  qu'il  ne 
tient  pas  compte  de  Tespèce  de  la  face  du  polyèdre  :  cette  différence 
explique  les  noms  différents  adoptés  pour  deux  des  nouveaux  polyèdres. 

La  formule  d'Euler,  complètement  généralisée  pour  les  polyèdres  non 
réguliers  d'espèces  supérieures,  est  la  suivante  : 

A-+-aE=:ï(<p.F)-t-2(a.S). 
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934,  Dodécaèdre  régulier  de  teptUme  apèce  (PoinsoT,  quatrième 
espèce]. 

On  l'obtient  à  I%ide  de  pentagones  étoiles  ou  de  seconde  espèce,  for- 
mant des  angles  trièdres  de  première  espèce  autour  de  chaque  Bommel 
d'un  dodécaèdre  régulier  ordinaire  (flSS).  Ce  nouveau  polyèdre  {fig.  Soo) 


a  donc  vingt  sommets  (907).  En  désignant  par  m  le  nombre  des  arêtes 
d'un  de  ses  angles  polyèdres  et  par  n  le  nombre  des  côtés  d'une  de  ses 
faces,  on  a  [699) 

aA  =  /HS    et    lA^nF, 

d'où  l'on  déduit  (en  Taisant  S  =  ao,  m  —  3,  /i  =  5) 

A  =  3o    et    F=  12. 

La  rorinule(I)  donne  ensuite,  en  y  Taisant  v=  t,  f—  a,  A  =  3o,  F  =  ia, 
S=ao, 

aB=a4-^ao  — 3o    ou    E  =  7. 

Ce  nouveau  dodécaèdre  est  donc  de  septième  espèce. 

928.  Icosaédre  régulier  de  septième  espèce. 

On  l'obtient  (932)  à  l'aide  de  triangles  équilaléraui  formant  des  angles 
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penlaèdres  de  seconde  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'nn  icosaèdre  ré- 
gulier ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  (J!g.  Soi)  adonc  iïsommet8[907). 


En  Taisant  S  =  ii,  m  — 5,  n  —  3,  dans  les  équations  lA  =  mS  el 
aA  =  n¥,  on  trouve 

A  -  36    et    F  =  ao. 

La  Tormule  (1)  donne  ensuite,  en  y  faisant  f  =  i  et  9  ^  a, 

aE  =  20  -t-  a4  —  3o    ou    E  =  7. 

Ce  nouvel  icosaèdre  est  donc  de  septième  espèce. 

926.  Dodécaèdre  régulier  de  troisième  espèce,  à  faces  connexes. 
On  l'obtient  (922)  à  l'aide  de  pentagones  réguliers  ordinaires  formant 
des  angles  pentaédres  de  seconde  espèce  autour  de  cbaqne  sommet  d'un 
icosaèdre  régulier  ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  ayant  12  sommets,  les 
équations  aA  =  mS  et  aA  =  /iF  donnent  (pour  /n  =  5  et  /i  =  5) 

A  =  3o    et    F  =  la. 

La  formule  (I)  donne  ensuite,  pour  ^  =  i  et  o  =  a, 

2E  =  i2-+-a4-3o    ou    E  =  3. 
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CenouveaD  dodécaèdre  à  Tacee  convexes  [Jig.  5oa)  est  donc  de  troisiëiiie 
etpèce. 

Fig.  In. 


9*7.  Dodécaèdre  réguiierde  troisième  espèce,  à  faces  éti^léetiJ?onwn, 
seconde  espèce). 
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On  l'obtient  (922)  à  Taide  de  pentagones  étoiles  formant  des  angles 
pentaèdres  de  première  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'un  icosaèdre 
régulier  ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  a  donc  la  sommets  (907).  Les 
équations  aA  =  /nS  et  2^  =  aF  donnent  alors,  pour  m  =  5  et  /i  =  5, 

A  ==  3o    et    F  =  II. 

La  formule  (I )  donne  ensuite,  pour  cp  =  a  et  (r  =  i , 

aE  =  24  -+- 12  —  3o    ou    E  =  3. 

Ce  nouveau  dodécaèdre  à  faces  étoilées  [fig.  5o3  ]  est  donc  aussi  de  troi- 
sième espèce. 

928.  Voici  fe  tableau  des  éléments  des  quatre  nouveaux  polyèdres  ré- 
guliers. 


Dodécaèdre  régulier  de  Beptième 

espèce 

Icosaèdre   régulier  de  septième 

espèce 

Dodécaèdre  régulier  de  troisième 

espèce,  à  faces  convexes 

Dodécaèdre  régulier  de  troisième 

espèce,  à  faces  étoilées 


F 

n 

9 

S 

m 

9 

A 

£ 

13 

5 

1 

20 

3 

I 

3o 

7 

20 

3 

1 

1!2 

5 

3 

3o 

•  7 

13 

•5 

I 

13 

5 

3 

3o 

3 

II 

a 

13 

5 

I 

3o 

3 

• 

On  voit  que  les  nouveaux  polyèdres  sont  conjugués  deux  à  deux,  comme 
les  polyèdres  réguliers  ordinaires  (907). 

929.  Pour  familiariser  davantage  le  lecteur  avec  les  nouveaux  polyèdres, 
nous  terminerons  en  indiquant  aussi  leur  mode  de  construction  d'après 
Cauchy  (919),  parce  quMl  fait  peut-être  mieux  image  que  celui  adopté 
plus  haut  (922). 

a  En  prolongeant  dans  le  dodécaèdre  ordinaire  les  arêtes  qui  forment 
B  les  côtés  de» douze  pentagones^ on  obtient  le  dodécaèdre  étoile  (de  troi- 
»  sième  espèce). 

V  Si|  dans  le  dodécaèdre  ordinaire ,  oa  prolonge  le  plan  qui  contient 
s  chaque  face  jusqu'à  la  simple  rencontre  4b8  plans  des  cinq  faces  qui 
j»  entourent  la  face  opposée,  on  obtiendra  le  dodécaèdre  de  troisième 
»  espèce,  compris  comme  le  dodécaèdre  ordinaire  sous  des  pentagones 
»  de  première  espèce. 


LIYRB  VII.    —   LB9  CORPS  RONDS.  205 

»  Enfin ,  si  Ton  prolonge  les  arêtes  qui ,  dans  ce  dodécaèdre  de  troi- 
»  sième  espèce,  forment  les  côtés  des  douze  pentagones,  on  obtiendra  le 
»  dodécaèdre  de  septième  espèce. 

>  On  obtiendra  Hcosaèdre  de  septième  espèce,  en  prolonges^nt  chaque 
9  face  de  l'icosaèdre  ordinaire  jusqu'à  la  rencontre  des  plans  des  trois 
9  triangles  qui  entourent  la  face  opposée  à  celle  que  Ton  considère.  » 

FIGURKS  HOMOTHénQUES  DANS  l'eSPACB. 

930.  Étant  donné  un  système  de  points  A,  B,  C,...,  situés  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  Tespace  (^g.  2^5  et  226) ,  si,  sur  les  rayons  SA, 
SB,  se,. . .,  issus  d'un  point  S  pris  à  volonté,  on  prend  à  partir  do  ce 
point  des  segments  SA',  SB',  SC', . . .  ^  tels  que 

SA'  _  SB'  _  SC'  _       _  , 
SA  "*  SB  ""se  ' 

hélant  un  nombre  quelconque,  on  dit  que  le  nouveau  système  de  points 
A',  B',  C, . . . ,  .est  /iomoihéti'fjue  au  système  primitif  ABC. . . .  Suivant  que 
le  rapport  k  d'homoi/iélie  est  |K)sitif  ou  négatif,  les  points  homologues 
tels  que  A  et  A'  sont  situés  d'un  même  côté  ou  de  côtés  différents  par 
rapport  au  centre  S  d'homot/iétie,  et  les  deux  systèmes  ABC...,  A'B'C'..., 
sont  dits  /tomot/iétiques  directs  ou  homothétiques  inverses, 

La  définition  de  Thomothétie  est  donc  la  même  pour  les  figures  de  l'es- 
pace que  pour  les  figurés  planes  (362).  Toutefois,  il  4'est  plus  vrai  de 
dire  ici,  comme  dans  le  plan,  que  Thomothétie  inverse  donne,  abstraction 
faite  de  la  position,  les  mêmes  figures  que  l'homothétie  directe;  F  étant 
une  figure  quelconque  de  l'espace,  si  Ton  construit,  à  l'aide  d'un  centre  S 
arbitraire ,  la  figure  homothétique  directe  F  suivant  le  rapport  k ,  et  la 
figure  homothétique  inverse  F,  suivant  le  rapport  ~  X-,  les  deux  figures 
F  et  F,  seront  symétriques  par  rapport  au  point  S  (6S8).  Or,  on  ne 
peut  plus  faire  coïncider  deux  pareilles  figures  (673),  tandis  que  dans  le 
plan  une  rotation  de  i8o  degrés  autour  du  point  S  entraînait  la  coïnci- 
dence (362). 

93i.  La  figure  liomothétique  d^une  sphère  est  une  sphère;  la  démons- 
tration est  la  même  que  celle  du  n**  363.  Par  suite,  comme  un  cercle  peut 
toujours  être  considéré  comme  l'intersection  de  deux  sphères,  la  figure 
homothétique  d'une  circonférence  par  rapport  à  un  point  quelconque  de 
Vespace  est  une  circonférence, 

932.  Le  théorème  du  n*  364  et  sa  démonstration  subsistent.  La  figure 
hofnothétique  d*une  droite  est  une  droite  parallèle  à  la  première,  et  i* angle 
de  deux  droites  est  égal  à  celui  de  leurs  droites  homologues  (365,  366). 
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La  figure  homothétique  d'un  plan  est  un  plan  parallèle  au  premier, 
car,  si  l'on  considère  dans  le  plan  donné  une  droite  qui  tourne  autour  d'un 
point  A ,  dans  chacune  de  ses  positions  cette  droite  aura  pour  homothé- 
tique une  droite  parallèle  passant  par  un  point  fixe  Â'  homothétique  de  A. 
Il  résulte  de  là  :  1°  q\i* un  plan  guipasse  par  le  centre  d'homothétie  est  à 
lui-même  son  homothétique;  a**  que  l'angle  de  deux  plans  est  égal  à  l'angle 
de  leurs  homothéticjues. 

Les  tangentes  en  deux  points  Iiomologues  de  deux  courbes  liomothétiques 
sont  parallèles,  comme  limites  de  sécantes  parallèles.  Par  suite  (883),  les 
plans  tangents  en  deux  points  homologues  de  deux  surfaces  homothétique  s 
sont  parallèles. 

933.  Deux  systèmes  sont  homothétiques,  s'il  existe  dans  l'espace  deujc 
jmnts  0  et  0'  tels,  que  les  droites  qui  joignent  le  point  0  aux  divers  points 
du  premier  système,  et  les  droites  qui  Joignent  le  point  0'  aux  divers 
points  du  second  s)'stème,  soient  parallèles  et  dans  un  même  rapport  h  ; 
la  démonstration  est  la  même  qu'au  n°  368. 

Il  résulte  de  là  que  deux  sphères  quelconques  sont  à  la  fois  homot/té^ 
tiques  directes  et  homothétiques  inverses  (370)  ;  les  deux  centres  d'home- 
thétie  divisent  harmoniquement  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères  ; 
ces  centres  sont  en  outre  les  sommets  des  deux  cônes  qu'on  peut  circon- 
scrire aux  deux  sphères.  Lorsque  les  deux  sphères  sont. tangentes,  leur 
point  de  contact  est  un  centre  d'homothétie,  directe  si  le  contact  est  inté- 

rieur,  inverse  si  le  contact  est  extérieur. 

s 

934.  Le  théorème  du  n°  371  et  sa  démonstration  subsistent.  Ainsi,  deujc 
systèmes  homothétiques  à  un  troisième  sont  homothétiques  entre  etix,  et 
les  trois  centres  d'homothétie  sont  sur  une  même  ligne  droite,  qu'on 
nomme  axe  d'homothétie  des  trois  systèmes. 

Trois  sphères  considérées  deux  à  deux  ont  trois  centres  d'homothétie 
directe  et  trois  centres  d'homothétie  inverse  (933).  Elles  ont  donc 
quatre  axes  d'homothétie  :  un  axe  d'homothétie  directe  qui  contient  les 
trois  centres  d'homothétie  directe,  et  trois  axes  d^homothétie  inverse  qui 
renferment  chacun  deux  centres  d'homothétie  inverse  et  le  centre  direct 
qui  répond  au  troisième  centre  inverse.  Ces  quatre  axes  d'homotJiétie 
sont  ceux  dos  trois  cercles  (374)  que  l'on  obtient  en  coupant  les  trois 
sphères  par  le  plan  qui  passe  par  leurs  centres. 

935.  Lorsque  quatre  systèmes  P,  P',  P",  P*",  sont  homothétiques  fleur 
à  deux,  leurs  six  centres  d'homothétie  sont  situés  dans  un  même  plan. 

En  effet,  soient  respectivement  0,,  0,,  0„  les  centres  d'homothétie  de 
P  et  F,  de  P  et  P',  de  P  et  P"'  ;  le  plan  0. 0, 0,  est  à  lui-môme  son  homo- 
logue dans  les  systèmes  P  et  P',  puisqu'il  contient  leur  centre  0,  ;  il  est 
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aussi  à  lui-même  son  homologue  dans  les  systèmes  P  et  P",  puisqu'il 
contienl  leur  centre  0,.  Donc,  ce  même  plan  est  eùcore  à  lui-même  son 
homologue  dans  les  systèmes  P'et  P*  (934)  ;  et,  par  suite,  il  contient  leur 
centre  d'homothétie.  On  prouverait  de  même  que  ce  plan  passe  par  les 
centres  d'homothétie  de  P'  et  P",  et  de  P*  et  P"^. 

Ces  six  centres  d*bomothétie  sont  les  sommets  d*un  quadrilatère  com- 
plet dont  les  côtés  sont  les  quatre  axes  d'homothétie  des  quatre  S}  sternes 
proposés  pris  trois  à  trois.  Le  plan  de  ce  quadrilatère  reçoit  le  nom  de 
plan  d'homothétie  des  quatre  systèmes  P,  F,  P",  P*. 

936.  Considérons  en  particulier  le  cas  de  quatre  sphères.  Comme  deux 
sphères  sont  à  la  fois  homothéliques  directes  et  homolhétiques  inverses, 
on  aura  douze  centres  d'homothétie,  dont  six  directs  et  six  inverses.  Il  est 
aisé  de  voir  qu'il  y  a  huit  plans  d'/iomothétie.  En  effet,  imaginons  le  té- 
traèdre dont  les  sommets  sont  les  centres  des  quatre  sphères;  sur  chaque 
face  de  ce  tétraèdre ,  il  y  a  six  centres  d'homothétie ,  trois  directs  et  trois 
inverses  (93i).  Considérons  Tun  0  des  six  centres  qui  sont  sur  Tune  des 
faces;  ce  point  0  appartient  à  deux  droites  Â  et  B  dont  chacune  passe 
par  deux  autres  centres  de  la  môme  face.  D'ailleurs,  ce  même  point  0  est 
commun  à  une  autre  face  du  tétraèdre,  et,  par  suite,  il  appartient  égale- 
ment à  deux  autres  droites  C  et  D  situées  sur  cette  seconde  face.  En  com- 
binant les  deux  droites  Â  et  B  de  la  première  face  avec  les  deux  droites  C 
et  D  de  la  seconde,  on  obtient  quatre  plans,  ÂOC,  AOD,  BOC,  BOD,  dont 
chacun  passant  par  cinq  centres  d'homothétie  renferme  nécessairement  le 
sixième  centre  correspondant.  Ainsi,  par  chaque  centre  0  de  la  première 
face ,  passent  quatre  plans  d'homothétie  ;  mais  chacun  de  ces  plans  est 
commun  à  trois  centres  de  cette  même  face.  Donc  le  nombre  total  des 
plans  d'homothétie  est  égal  à  huit. 

937.  Deux  figures  de  l'espace  sont  semblables  lorsque,  par  un  déplace- 
ment convenable,  on  peut  amener  la  seconde  sur  l'une  des  homothétiques 
directes  de  la  première.  Or,  d'après  le  u°  934,  pour  avoir  tous  les  systèmes 
homothétiques  à  un  système  donné,  il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  varier 
le  centre;  il  suffit ,  en  prenant  un  centre  arbitraire,  de  faire  varier  À-  de 
o  à  00  (372).  Donc,  on  obtiendra  toutes  les  figures  semblables  à  une 
figure  donnée,  en  construisant,  avec  un  centre  pris  à  volonté,  les  surfaces 
homothétiques  qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  du  rapport  /*,  depuis 
zéro  jusqu'à  l'infini. 

Ainsi  deux  sphères  quelconques  sont  semblables  (931  ). 

La  seule  figure  semblable  à  une  surface  conique  est  cette  surface  co^ 
nique  elle-même;  car  si  Ton  prend  le  sommet  0  pour  centre  d'homothétie, 
l'homologue  Â'  d'un  point  quelconque  À  de  la  surface  conique  proposée 
est  situé  sur  la  génératrice  OA  (363). 

H.  î7 
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Enfin,  deux  surfaces  cylindriques  sont  homothéiiques  lorsque  leurs 
généraêrices  sont  parallèles,  et  leurs  directrices  deux  courbes  komothé' 
tiques;  car  la  figure  homothétique  d'une  droite  est  une  droite  parallèle. 
Par  suite,  les  sections  par  un  même  plan  de  deux  cylindres  Itomothétiques 
sont  deux  courbes  homothétiques  dont  le  centre  est  à  la  rencontre  du  plan 
sécant  et  de  la  parallèle  aux  génératrices  menée  par  le  centre  d'booio- 
thétie  des  deux  cylindres  (369). 


FIGURES  HOMOLOGIQUBS  DANS  L  ESPACE. 

938.  La  définition  donnée  au  n^  732  pour  les  figures  planes  s'étend  aux 
figures  de  l'espace,  lorsqu'on  remplace  la  droite  fixe  X  par  un  plan  fixe. 

Ainsi,  étant  donnés  un  point  fixe  Oet  un  plan  fixe  Q,  si  sur  chaque 
rayon  0\i.  joignant  le  point  fixe  0  à  un  point  quelconque  \l  du  plan  Q,  on 
prend  deux  points  m  et  m' tels,  que  le  rapport  anharmonique[Q\t.mm*) 
ait  une  valeur  constante  X,  les  points  m  et  m'  décrivent  deux  figures  F 
et  ¥'  qu'on  dit  HOMOU)GlQUES. 

0  est  le  centre  d*homologie,  Q  le  plan  d*homologie,  et  X  le  coefficient 
d'homologie. 

Le  point  0  est  son  propre  homologue,  et  il  partage  cette  propriété  avec 
chacun  des  points  du  plan  Q. 

Au  lieu  de  donner  la  constante  X,  on  peut  donner  un  premier  couple 
(a,  a')  de  points  homologues.  Alors,  pour  obtenir  l'homologue  d'un  point 
quelconque  m  de  la  première  figure  F,  il  suffît  de  prendre  Tintersectionm' 
du  rayon  Om  avec  la  droite  a' s  qui  joint  le  point  a'  au  point  f,  où  la 
droite  am  rencontre  le  plan  d'homologie.  Ce  tracé  est  la  généralisation 
de  celui  du  n°  729  et,  d'après  les  considérations  développées  au  n°  732,  il 
équivaut  à  la  définition  donnée  ci- dessus. 

939.  Les  sections  faites  dans  les  figures  F  et  F'  par  un  plan  quelconque  R 
passant  par  le  centre  d'homologie  0  sont  évidemment  deux  figures  bomo- 
logiques  planes  ayant  pour  centre  d'homologie  le  point  0,  pour  axe  d'homo* 
logie  l'intersection  des  plans  Q  et  R,  et  pour  coefficient  X. 

D'après  cela,  à  une  droite  quelconque  de  la  figure  F  répond,  dans  la 
figure  F,  une  droite  coupant  la  première  sur  le  plan  d'homologie.  Toute 
droite  passant  par  0  est  sa  propre  homologue. 

A  tout  plan  P  de  la  figure  F  répond,  dans  la  figure  F',  un  plan  qui  ren- 
contre le  premier  sur  le  plan  d'homologie.  En  effet,  soient  A  Tinter- 
section  du  plan  P  et  du  plan  d'homologie  Q  ;  âr  un  point  fixe  du  plan  P 
et  af  son  homologue  ;  l'homologue  mf  d'un  point  quelconque  m  du  plan  P 
appartient  à  la  droite  homologue  àeam;  or  le  point  a  où  am  rencontre  À 
étant  son  propre  homologue,  la  droite  am  a  a  pour  homologue  a  a'  et,  par 


suite,  le  point  m' est  dans  le  pian  déterminé  par  le  point  a^  et  la  droite  ^. 
Tout  plan  passant  par  le  centre  d'homologie  est  son  propre  homologue. 
Si  un  plan  est  parallèle,  au  plan  d*homologie,  il  en  est  de  même  de  son 
homologue  ;  par  suite,  si  une  figure  F  est  située  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  d'homologie,  la  figure  homologue  F  est  semblable  à  la  première. 

940.  Dans  deux  figures  homologiques,  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  en  ligne  droite  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  homologues. 

II  en  est  de  même  pour  un  faisceau  plan  de  quatre  droites,  et  pour  le 
faisceau  correspondant;  pour  le  faisceau  de  quatre  plans  passant  par  une 
même  droite  et  pour  le  faisceau  formé  par  les  plans  homologues. 

Le  premier  principe  est  évident,  d'après  la  remarque  fai^e  en  tète  du 
numéro  qui  précède  ;  les  deux  autres  s*en  déduisent  immédiatement. 

941.  Lorsqu'un  point  m'  de  la  figure  F  est  à  l'infini,  Tégalité 

(Onmm')  =  \ 
se  réduit  à 

Donc  tous  les  points  à  Tinfini  de  la  figure  F'  ont  leurs  homologues  situés 
dans  un  plan  U  parallèle  au  plan  d*homologie;  ce  plan  est  dit  le  plan 
limite  de  la  figure  F. 

On  est  ainsi  conduit  à  généraliser  la  notion  acquise  au  n^  588,  sur  les 
points  à  l'infini  dans  un  plan.  Puisque  tous  les  points  à  l'infini  dans  l'es- 
pace ont  leurs  homologues  situés  dans  un  plan,  et  que  la  figure  homo- 
logue d'un  plan  est  un  plan,  on  doit  considérer  tous  les  points  à  V infini 
dans  r espace  comme  étant  situés  dans  un  même  plan  qu'on  nomme /'//z/z 
à  Vinfini;  ce  plan  contient  les  droites  à  Tinfini  de  tous  les  plans  do 
l'espace. 

Mais  revenons  aux  figures  homologiques.  La  figure  F'  a  aussi  son  plan 
limite  V  qui  répond  aux  points  à  l'infini  de  la  figure  F  ;  et  l'on  voit,  comme 
au  n**  732,  que  le  rapport  des  distances  du  plan  limite  U  au  centre  0  et  au 

plan  Q  d'homologie  est  égal  à  X,  tandis  que  ce  rapport  est  égal  à  ?-  pour 

A 

le  plan  limite  V. 

Étant  donnés  une  figure  F,  son  plan  limite  U,  ainsi  que  le  centre  0  et 
le  plan  Q  d'homologie,  on  obtient  l'homologue  m' d'un  point  quelconque  m 
de  la  figure  F  de  la  manière  suivante  :  /?  et  çr  étant  les  points  où  une 
droite  menée  par  m  rencontre  les  plans  U  et  Q,  on  mène  par  le  point  q 
la  parallèle  au  rayon  0/?,  et  l'on  prend  l'intersection  m'  de  cette  droite 
(homologue  éepmq)  avec  le  rayon  Om. 

1  " 
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942.  Pour  X=  —  I,  ]*homologie  est  dite  harmonique;  les  deax  plans 
limites  se  confondent  avec  le  plan  qui  est  équidistant  du  centre  et  du 
plan  d*homologie. 

Quand  le  plan  d'homologie  est  à  l'infini^  Thomologie  devient  Junno- 
thétie.  Si,  de  plus,  l'homologie  est  alors  harmonique,  on  est  ramené  à  la 
symétrie  par  rapport  à  un  centre. 

Lorsque  le  centre  d'homologie  est  à  Tinfîni,  Thomologie  devient  affi- 
nité; la  seconde  figure  se  déduit  de  la  première  en  dilatant  dans  un  rap- 
port constant  ses  ordonnées  normales  ou  obliques  par  rapport  au  plan 
d'homologie.  Si,  de  plus,  Thomologie  est  alors  harmonique,  on  est  ramené 
à  la  symétrie  (normale  ou  oblique]  par  rapport  à  un  plan. 

9i3.  Nous  montrerons  plus  tard  les  ressources  qu'offre  à  la  Géométrie 
pure  la  transformation  homologique.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  ici 
une  des  plus  intéressantes  applications  pratiques  de  cette  théorie;  nous 
voulons  parler  de  la  construction  des  bas-reliefs,  c*est-à-dire  de  ces 
figures  qui  forment  une  faible  saillie  sur  le  mur  d'un  édifice  et  à  Taide 
desquelles  on.  représente  un  sujet  ou  une  scène  quelconque.  Le  bas- 
relief  F  et  la  scène  F'  qu'il  représente  sont  deux  figures  homologiques. 
Soit  0  l'œil  du  spectateur  qui  est  en  avant  du  mur,  tandis  que  la  figure  F 
est  supposée  en  arrière  ;  désignons  par  a!  le  point  de  F'  qui  est  le  plus 
voisin  du  mur,  et  par  P'  le  plan  mené  parallèlement  au  mur  parle  point 
le  plus  éloigné.  On  prend  le  point  0  pour  centre  d'homologie,  le  plan  P 
du  mur  pour  plan  homologue  de  P',  et  l'on  se  donne  à  volonté,  un  peu  en 
avant  du  mur,  le  point  a  qu'on  veut  faire  correspondre  au  point  a!  et  qui 
sera  le  point  le  plus  saillant  du  bas-relief.  Ces  données,  c'est-à-dire  le 
centre  d'homologie  0,  un  couple  (a^a')  de  points  homologues  et  un 
couple  (P,  P')  de  plans  homologues,  suffisent  évidemment  pour  déter- 
miner la  figure  F  homologue  de  F',  m'  étant  un  point  quelconque  de  F', 
on  prend  l'intersection  b'  de  la  droite  a' m'  et  du  plan  P'  ;  le  rayon  Obf 
donne,  par  sa  rencontre  avec  le  plan  P,  l'homologue  ^  de  b'  ;  par  suite,  l'in- 
tersection m  de  ab  et  du  rayon  0 //l'est  le  point  m  du  bas-relief  qui  répond 
au  point  m'  de  la  figure  à  représenter.  On  pourrait  aussi  commencer 
par  déterminer,  à  l'aide  de  ces  données,  le  plan  d'homologie,  et  opérer 
ensuite  à  l'aide  du  plan  et  du  centre  d'homologie,  et  du  couple  [a^at), 

POLE  ET  PLAN  POLAIRE  PAR  RAPPORT  A  LA  SPHÈRE. 

944.  Un  point  0  et  une  sphère  C  étant  situés  d'une  manière  quel* 
conque  dans  l'espace,  si  par  le  point  0  on  mène  une  sécante  quelconque 
OFE  [fig.  ai 6  et  ai 7,  n**  346) ,  «7/  qt^on  détermine  le  conjugué  harmonique  I 
du  point  0  par  rapport  à  EF,  le  lieu  géométrique  du  point  1 ,  lorsque 
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la  sécante  tourne  autour  du  point  0,  est  un  plan  P  perpendiculcdre  au 
diamètre  AB  qui  passe  par  le  point  0  ;  car,  dans  chaque  plan  mené  par 
OC,  le  lieu  est  une  droite  (  346  )  perpendiculaire  au  diamètre  AB  et  menée 
par  le  point  U,  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  ce  diamètre. 

On  dit  que  le  point  0  est  le  pôle  du  plan  P,  et  que  le  plan  P  est  le 
plan  polaire  du  point  0  par  rapport  à  la  sphère  C. 

Le  plan  polaire  P  d'un  point  0  est  évidemment  le  lieu  des  polaires 
du  point  0  par  rapport  à  tous  les  cercles  de  la  sp/iere  dont  les  plans  pas- 
sent par  0. 

Le  rayon  de  la  sphère  est  moyen  promrtionnel  entre  les  distances  du 
centre  au  pôle  et  au  plan  polaire.  La  discussion  des  positions  du  pôle  et 
du  plan  polaire  par  rapport  à  la  sphère  est  la  même  qu'au  n**  347.  Nous 
remarquerons  seulement  que,  lorsque  le  pôle  est  extérieur  h  la  sphère,  le 
plan  polaire  est  le  plan  de  la  circonférence  de  contact  du  cône  qui  est  cir- 
conscrit à  la  sphère  et  qui  a  le  pôle  pour  sommet, 

945.  Les  plans  polaires  de  tous  les  points  cVun  plan  passent  par  le  pôle 
de  ce  plan;  et  inversement,  les  pôles  de  tous  les  plans  qui  passent  par  un 
même  point  sont  sur  le  plan  polaire  de  ce  point,  La  démonstration  du 
n**  348  subsiste,  seulement  XY  (J!^,  218)  représente  alors  la  projection, 
sur  le  plan  considéré,  de  la  droite  CO  qui  joint  un  point  quelconque  0  de 
ce  plan  au  centre  C  de  la  sphère. 

Il  résulte  de  là  que,  si  chacun  des  points  d'un  plan  P  est  pris  pour 
sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère,  les  plans  des  cercles  de  contact 
passent  tous  par  un  même  point  /?,  pôle  du  plan  P  ;  inversement,  si,  sui- 
vant chacun  des  cercles  de  la  sphère  dont  les  plans  passent  par  un  même 
point  /?,  on  circonscrit  un  cône  à  la  sphère,  les  sommets  de  ces  cônes  sont 
tous  dans  un  même  plan  P,  qui  est  le  plan  polaire  du  point  p, 

946.  Soient  une  sphère  dont  le  centre  est  0  et  une  droite  quelconque 

Fîg.  Soi, 
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AB  (^,  5o4).  Prenons  le  pôle  A'  de  AB  par  rapport  au  grand  cercle 


SiGs  OÉOKÉTRIB  DANS  l'eSPACI. 

ECFD  situé  dans  le  plan  AOB,  et  par  le  point  À'  élevons  la  perpendicu- 
laire Â'B'  à  ce  plan  ÂOB;  on  voit  que  réciproquement  la  droite  ÂBest  la 
perpendiculaire  au  pian  OÂ'B'  élevée  par  le  pôle  A  de  A'B'  par  rapport 
au  grand  cercle  EIFK  situé  dans  le  plan  OA'B'.  Les  deux  droites  AB, 
A'B\  ont  reçu,  d'après  cela,  le  nom  de  droites  réciproques  par  rapport 
à  la  sphère  0. 

Quand  deux  droites  sont  réciproques  par  rapport  à  une  sphère,  cha» 
cune  d'elles  est  le  lieu  des  pôles  de  tous  les  plans  passant  par  Vautre; 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  chacune  déciles  est  l'intersection  commune 
des  plans  polaires  des  divers  p^nts  de  l'autre.  En  efifet,  le  plan  polaire 
d'un  point  quelconque  M  de  AB  est  perpendiculaire  au  plan  FCE,  et  sa 
trace  sur  ce  plan  est  la  polaire  du  point  M  par  rapport  au  cercle  FGB. 
Cette  trace  passe  donc  (348)  par  le  point  A'  qui  est  le  pôle  de  AB  par 
rapport  au  cercle  FCE.  Par  suite ,  le  plan  polaire  QD  du  point  M  ren- 
ferme la  droite  A'B'. 

II  résuite  de  là  que,  lorsque  deux  plans  sont  tangents  à  la  sphère,  leur 
intersection  est  réciproque  de  la  droite  qui  unit  les  deux  points  de  contact, 
car  ces  points  de  contact  sont  les  pôles  des  plans  tangents. 

Remarquons  enfin  que  la  droite  AB  est  le  lieu  des  pôles  de  sa  réciproque 
A'B'  par  rapport  à  tous  les  cercles  de  la  sphère  dont  les  plans  passent 
par  A'B'.  En  effet,  A'  étant  le  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  au  cercle 
FCE ,  si  N  est  le  point  où  la  droite  AB  rencontre  le  diamètre  CD  d*un 
cercle  quelconque  CID  conduit  par  A'B',  les  points  C,  A',  D,  N,  forment 
un  système  harmonique;  donc  N  est  le  pôle  de  A'B'  par  rapport  au  cercle 
CID. 

PLAN  RADICAL  DE  DEUX  SPHÈRES. 

947.  Si,  par  un  point  M  de  Tespace,  on  mène  à  une  sphère  0  une  sé- 
cante arbitraire  qui  rencontre  la  sphère  en  A  et  B,  le  produit  MA. MB  a 
une  valeur  indépendante  de  la  direction  de  la  sécante.  Ce  produit  con- 
stant, qui  est  positif  lorsque  le  point  M  est  extérieur  à  la  sphère,  négatif 
lorsque  le  point  M  est  intérieur,  et  nul  lorsque  le  point  M  est  sur  la 
surface  sphérique,  prend  le  nom  de  puissance  du  point  M  par  rapport  à 
la  sphère  0. 

La  puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  sphère  est  égale,  en  gran- 
deur et  en  signe,  à  l'excès  du  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre 
sur  le  carré  du  rayon  (378).  Lorsque  le  point  est  extérieur  à  la  sphère, 
sa  puissance  est  égale  au  carré  de  la  tangente  menée  à  la  sphère  par  ce 
point. 

Quand  deux  sphères  se  coupent  orthogonalement,  le  carré  élu  rayon  de 
chacune  d'elles  est  égal  à  la  puissance  de  son  centre  par  rapport  à  l'autre 
sphère  (379). 
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948.  Le  lieu  des  points  d^égale  puissance  par  rapport  à  deux  sphères 
est  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  (380). 

Ce  plan  a  reçu  le  nom  de  plan  radical  des  deux  sphèi^.  —  Lorsque 
deux  sphères  se  coupent,  leur  plan  radical  est  le  plan  du  cercle  commun; 
lorsque  deux  sphères  se  touchent,  leur  plan  radical  est  le  plan  tangent  au 
point  commun.  —  Le  plan  radical  de  deux  sphères  concentriques  dispa- 
raît à  rinfini. 

Le  plan  radical  de  deux  sphères  est  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut 
leur  mener  des  tangentes  égales  (381).  C'est  aussi  le  lieu  des  centres  des 
sphères  qui  coupent  les  deux  premières  ortliogonalement  (382). 

949.  léCs  plans  radicaux  de  trois  sphères  considérées  deux  à  deux 
passent  par  une  même  droite  (383).  Cette  droite  est  la  perpendiculaire  au 
plan  des  centres  des  trois  sphères,  élevée  par  le  centre  radical  des  trois 
grands  cercles  contenus  dans  ce  plan  ;  elle  a  reçu  le  nom  à* axe  radical 
des  trois  sphères. 

Lorsque  les  centres  des  trois  sphères  sont  en  ligne  droite,  Taxe  radical 
se  transporte  à  l'infini  :  il  peut  cependant  arriver  que  les  trois  plans  ra- 
dicaux coïncident,  auquel  cas  les  trois  sphères  ont  un  plan  radical  au  lieu 
d'un  axe  radical. 

950.  Enfin,  les  six  plans  radicaux  de  qiuitre  sphères  considérées  deux 
à  deux  passent  par  un  même  point.  Car  le  point  où  Taxe  radical  des  trois 
premières  sphères  rencontre  le  plan  radical  de  Tune  de  ces  sphères  et  de 
la  quatrième  est  d*égale  puissance  par  rapport  aux  quatre  sphères  ;  il  est 
donc  commun  aux  six  plans  radicaux  des  sphères  considérées  deux  à 
deux ,  et  aussi  aux  quatre  axes  radicaux  des  sphères  considérées  trois 
à  trois. 

Ce  point  est  dit  le  centre  radical  des  quatre  sphères.  11  est  unique,  à 
moins  que  les  centres  des  quatre  sphères  ne  soient  dans  un  même  plan  ; 
dans  ce  cas,  il  peut  arriver  que  le  centre  radical  disparaisse  à  l'infini,  ou 
bien  qu'il  soit  remplacé  par  un  axe  radical,  ou  même  par  un  plan  radical 
si  les  centres  des  quatre  sphères  sont  en  ligne  droite. 

951.  Les  propriétés  des  n*"  387,  388,  subsistent  aussi  bien  que  leurs 
démonstrations.  Ainsi  : 

Les  plans  tangents  en  deux  points  anti-homologues  de  deux  chères  se 
coupent  suivant  une  droite  située  dans  le  plan  radical  des  deux  sphères; 

Le  plan  radical  de  deux  sphères  est  à  égale  distance  des  deux  plans 
polaires  de  l'un  quelconque  des  centres  de  similitude. 
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SPHÈRE  TANGENTE  A  QUATRE  SPHÈRES  DONNÉES. 

95Î.  Désignons  par  A,  B,  C,  D,  les  cenlres  des  qualre  sphères  données, 
et  cherchons  à  déterminer  la  sphère  &>  qui  enveloppe  les  sphères  A,  B,  C^  D, 
et  la  sphère  u'  qui  est  enveloppée  par  ces  mêmes  sphères  (389). 

Supposons  le  problème  résolu  :  soient  a  et  a!  les  points  de  contact  des 
sphères  o>  et  &>'  avec  la  sphère  A,  h  et  y  leurs  points  de  contact  avec  la 
sphère  B,  c  et  c'avec  la  sphère  C,  d  et  d' avec  la  sphère  D.  Tout  revient 
à  trouver  les  cordes  ad  ^  hb\  cc\  dd\  Ces  cordes  sont  dé  terminées  par  les 
deux  propriétés  suivantes  : 

|o  Chacune  des  cordes  aa\  bb\  cc^^  dd\  passe  par  le  centre  radical 
des  quatre  sphères  données  A,  B,  C,  D.  —  En  effet,  a  étant  le  centre  de 
similitude  directe  des  sphères  w  et  A ,  et  a'  le  centre  de  similitude  inverse 
des  sphères  &>'  et  A,  la  corde  at^  doit  passer  par  le  centre  de  similitude 
inverse  S  des  sphères  u  et  &>'  (034).  On  verrait  de  même  que  ce  point  S 
appartient  aussi  aux  cordes  bb\  ce'  et  dd'.  Un  raisonnement  analogue 
montre  que  ab  et  a'b'  concourent  au  centre  de  similitude  directe  C  des 
sphères  A  et  B;  donc ,  les  cordes  ad  et  bb'  des  sphères  A  et  B  sont  anti- 
homologues (351,  987],  et  leur  point  d'intersection  S  appartient  au  plan 
radical  des  sphères  A  et  B.  On  verrait  de  même  que  ce  point  de  concours  S 
de  aa\  bb\  cc\  dd' ^  appartient  à  chacun  des  plans  radicaux  des  sphères 
données  considérées  deux  à  deux  ;  il  est  donc  le  centre  radical  de  ces 
sphères  (950). 

a**  Chacune  des  cordes  ad  ^  bb/ ^  cd  ^  dd\  contient  le  pôle,  par  rapport 
a  sa  sphère,  du  plan  de  similitude  directe  des  quatre  sphères  données.  — 
En  effet,  puisque  S  est  un  centre  de  similitude  des  sphères  e<>  et  m',  les 
deux  cordes  ab  et  a'b'  sont  an ti -homologues,  et  leur  point  de  concours  C' 
doit  appartenir  au  plan  radical  des  deux  sphères  u  et  »'.  On  verrait  de 
même  que  ce  plan  radical  passe  par  chacun  des  centres  de  similitude  di- 
recte des  quatre  sphères  données  considérées  deux  à  deux.  Donc,  le  plan 
radical  des  sphères  »  et  m'  coïncide  avec  le  plan  de  similitude  directe  (935, 
936)  des  sphères  A,  B,  C,  D.  D'après  cela,  ce  plan  doit  contenir  Tinter- 
section  des  deux  plans  tangents  à  la  sphère  A  aux  deux  points  anti-ho- 
mologues a  et  a'  (951  ),  c'est-à-dire  la  droite  réciproque  de  la  corde  aa' 
par  rapport  à  la  sphère  A  (946)  ;  donc,  inversement,  la  corde  ad  doit 
renfermer  le  pôle  p^  par  rapport  à  la  sphère  A ,  du  plan  de  similitude 
considéré. 

On  conclut  de  là  la  règle  suivante  :  Déterminez  le  centre  radical  S  et 
le  plan  de  similitude  directe  des  quatre  sphères  données  A ,  B ,  G ,  D  ; 
prenez  par  rapport  à  chacune  d'elles  les  pôles  p,  q,  r,  s,  de  ce  plan,  et 
menez  les  drmtes  S/?,  S<7,  Sr,  Sj,  qui  rencontreront  les  sphères  A,  B,  C, 
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D,  aux  points  de  contact  a  et  a\  b  et  bf^  c  et  c\  d  et  d'  ;  il  ne  restera 
plus  alors  qiCk  faire  passer  une  sphère  ta  par  les  quatre  points  a,  b^  r,  dy 
et  une  splwre  w'  par  les  quatre  points  a\  b\  c^,  d'. 

En  remplaçant  le  plan  de  similitude  directe  par  chacun  des  sept  autres 
plans  de  similitude  (936),  on  obtiendrait  les  sept  autres  couples  de 
sphères  tangentes.  Le  problème  admet  donc  seize  solutions. 

La  construction  précédente  s'applique  à  tous  les  cas  particuliers  qu'on 
obtient  en  supposant  qu'une  ou  plusieurs  des  sphères  A,  B,  G,  D,  se  ré- 
duisent à  des  points  ou  à  des  plans. 

953.  Supposons  que  les  trois  sphères  A,  B,  C,  restant  6xes,  la  sphère  D 
varie.  Le  point  S,  centre  radical  des  quatre  sphères  (952),  décrira  Taxe 
radical  des  trois  sphères  fixes  A,  B,  C.  Le  plan  de  similitude  directe  des 
quatre  sphères  tourne  alors  autour  de  Taxe  de  similitude  directe  des 
trois  sphères  A,  B,  C;  par  suite,  le  point  p  décrit  la  droite  réciproque 
de  cet  axe  de  similitude  (946),  droite  qui  est  perpendiculaire  au  plan  des 
centres  des  sphères  A,  B,  C.  La  droite  Sp  s'appuie  donc  constamment  sur 
deux  droites  perpendiculaires  au  plan  des  centres  des  sphères  A,  B,  C,  et  le 
point  a  ne  sort  pas  du  plan  déterminé  par  ces  perpendiculaires.  Le  lieu 
du  point  a  est  donc  le  cercle  suivant  lequel  ce  plan  coupe  la  sphère  A. 

On  obtient  ainsi  ce  théorème  remarquable  dû  à  Dupuis  : 

Quand  une  sphère  variable  «  touche  constamment  de  la  même  manière 

trois  sphères  fixes  A,  B,  C,  chacun  des  trois  points  de  contact  décrit  un 

petit  cercle  de  la  sphère  fixe  correspondante, 

954.  Les  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  construction  donnée  au 
n®  952  [Gaultier  (de  Tours),  Journal  de  V École  Polytechnique  y  t.  IX; 
Hbegmann,  Mémoires  de  V Académie  de  Lille ^  iS23;  J.-A.  Serbet('), 
Journal  de  Crelle,  t.  XXXVII  ;  etc.]  ont  fondé  leur  démonstration  sur  le 
théorème  de  Dupuis.  Au  lieu  de  suivre  cette  marche,  qui  rompt  Tanalogie 
avec  la  solution  du  problème  correspondant  de  Géométrie  plane  (389  ), 
nous  avons  tenu  à  conserver  complètement  cette  analogie  et  à  traiter  di-- 
rectement  la  question  sans  le  secours  du  théorème  de  Dupuis,  qui  n'est 
plus  alors  qu'un  corollaire  immédiat  de  la  solution  trouvée.  Le  raisonne- 
ment y  gagne  d'ailleurs  en  simplicité. 

SPHiRB  TANGENTE  A  QUATRE  PLANS  DONN^. 

055.  Cette  question  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  précédente,  mais 
elle  est  assez  importante  pour  qu'il  soit  utile  de  la  traiter  directement. 


(')  Nous  engageons  le  lecteur  ramiliarisé  avec  la  Géométrie  analytique  h 
lire  l'analyae  aussi  élégante  qu'instructive  de  M.  J.-A.  Seikbt. 
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Supposons  que  les  quatre  plans  proposés  forment  un  tétraèdre  ABCD 
[fig^  ^o5),  et  cherchons  combien  il  peut  exister  de  sphères  tangentes 
aux  quatre  faces  de  ce  tétraèdre  indéfiniment  prolongées,  c'est-à*dire  de 
points  à  égale  distance  de  ces  quatre  faces. 


Le  lieu  des  points  à  égale  distance  des  deux  foces  ABC,  ABD,  prolongées, 
est  l'ensemble  des  deux  plans  bissecteurs  a  et  a\des  angles  dièdres  DABC, 
DABH,  formés  par  ces  faces.  De  même,  le  lieu  des  points  à  égale  distance 
des  deux  faces  ABC,  ACD,  est  Tensemble  des  deux  plans  bissecteurs  ^ 
et  ^'  des  dièdres  qu'elles  forment.  Les  deux  plans  p  et  P'  coupent  les 
deux  plans  a  et  a'  suivant  quatre  droites  partant  du  pointÀ.  L'une  d'elles 
AO,,  intersection  des  plans  a  et  p,  tombe  dans  ^intérieur  du  té- 
traèdre ABCD  ;  les  trois  autres  tombent  en  dehors.  L'intersection  OA,  des 
plans  a  et  ^'  perce  le  plan  BCD  dans  la  partie  EDCP;  l'intersection  AO, 
des  plans  a!  et  |3  perce  le  plan  BCD  dans  la  partie  HBDK;  enfin,  l'inter- 
section AO4  des  plans  a'  et  P'  perce  le  plan  BCD  dans  la  partie  GBCP. 

Les  quatre  droites  AO,,  AO,,  AO3,  AO4,  ainsi  obtenues,  étant  le  lieu  des 
points  de  l'espace  à  égale  distance  des  trois  faces  ABC,  ABD,  ACD,  les 
plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  faces  ABD,  ACD,  passeront 
par  ces  droites.  Les  centres  des  sphères  tangentes  aux  quatre  plans 
donnés  ne  peuvent  donc  se  trouver  que  sur  les  quatre  droites  déter- 
minées. Mais  ces  centres  doivent  aussi  appartenir  aux  deux  plans  bissec- 
teurs 7  et  7'  des  dièdres  formés  par  les  faces  ABC,  BCD,  prolongées;  et 
comme  un  plan  et  une  droite  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  commun,  il 
ne  peut  y  avoir  plus  de  huit  points  d'intersection  entre  les  quatre  droites 
considérées  et  les  deux  plans  7  et  7'.  En  outre,  les  points  ainsi  trouvés 
étant  à  égale  distance  des  quatre  faces  du  tétraèdre  ABCD,  sont  contenus 
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dans  les  plans  bissecteurs  des  autres  dièdres  à  la  base.  Il  ne  peut  donc 
exister  plus  de  huit  sphères  tangentes  aux  quatre  plans  donnés.  Voyons 
comment  elles  sont  placées. 

La  sphère  tangente  intérieurement  ou  inscrite  dans  le  tétraèdre  existe 
toujours  ;  car  le  plan  7  faisant  un  angle  aigu  avec  le  plan  BGD,  dans  le 
sens  CD,  rencontre  nécessairement  la  droite  AO,  dans  Tintérieur  du  té- 
traèdre. 

Les  quatre  sphères  tangentes  extérieurement  à  Tune  des  faces  du  té- 
traèdre et  aux  prolongements  des  trois  autres,  ou  sphèjes  ex-inscrites^ 
existent  également  toujours.  Car  le  plan  y  coupe  nécessairement  la 
droite  kO^  au-dessous  du  plan  BCD,  à  l'intérieur  de  l'espèce  de  tronc  de 
pyramide  ouvert  formé  par  ce  plan  et  les  prolongements  des  trois  autres 
faces  du  tétraèdre.  De  même,  si  ^  et  ^  sont  les  plans  bissecteurs  des 
dièdres  suivant  Tarète  CD,  le  plan  extérieur  9  coupe  AO,  en  un  point 
situé  entre  A  et  0„  centre  de  la  sphère  ex-inscrite  qui  repose  sur  la 
face  ACD.  Si  c  et  c'  sont  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  suivant  BD,  le 
plan  t'  coupe  AO3  au  centre  de  la  sphère  ex-inscrite  qui  repose  sur  la 
face  ÀBD.  Enfin,  le  plan  7'  coupe  AO^  au  centre  de  la  sphère  ex-inscrite 
qui  s*appuie  sur  la  face  ABC. 

Il  reste  à  considérer  les  sphères  tangentes  aux  seuls  prolongements 
des  faces.  Ces  sphères  ne  peuvent  être  contenues  que  dans  les  espèces  de 
combles  prismatiques  ayant  pour  faîtes  les  arêtes  du  tétraèdre.  Consi- 
dérons les  deux  combles  MCFNDE,  GBHD'AC,  qui  se  terminent  aux 
deux  arêtes  opposées  CD  et  AB.  Le  plan  bissecteur  9  coupera  AO,,  soit 
au-dessous  du  plan  BCD,  soit  au  delà  de  A  et  au-dessous  de  D^AC  Donc, 
s'il  existe  une  sphère  tangente  dans  Tun  des  deux  combles  répondant  à 
deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre,  elle  ne  pourra  pas  exister  dans  l'autre. 
Par  suite,  les  six  combles  prismatiques  ayant  pour  faîtes  les  six  arêtes  du 
tétraèdre  ne  pourront  renfermer  que  trois  sphères  tangentes;  ce  qui 
conduit  bien  au  nombre  total  de  huit  sphères  tangentes  indiqué  plus 
haut. 

Les  trois  dernières  n'existeront  pas  toujours,  car  il  peut  arriver 
que  le  plan  ^,  par  exemple,  soit  parallèle  à  la  droite  AO,  :  le  centre 
de  la  sphère  correspondante  se  transportant  alors  à  Tinfini,  elle  cessera 
d'exister. 

Soient  a,  6,  r,  d^  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  ABCD  opposées  aux 
sommets  A,  B,  C,  D,  et  V  son  volume;  soient  r,,  r,,  r,,  r^ ,  r^,  le  rayon 
de  la  sphère  inscrite  et  ceux  des  sphères  ex-inscrites  tangentes  aux  faces 
6,  c,  r/,  a.  Joignons  le  centre  de  chacune  d'elles  au  sommet  du  tétraèdre, 
et  exprimons  le  volume  de  ce  tétraèdre  eu  fonction  des  volumes  des  quatre 
tétraèdres  obtenus.  Ces  tétraèdres  sont  tous  additifs  pour  la  sphère 
inscrite  ;  et  pour  chaque  sphère  ex-inscrite,  celui  qui  repose  sur  la  face  à 
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laquelle  elle  est  tangente  devient  soustractif,  tandis  que  les  autres  restent 
additifs.  On  a  donc  successivement 

d'où  l'on  déduit 

_  3V _3  V ^ 3  y 

^"  a-^b-i-c-i-d^       ^~~  a -hc-hfl  —  b        ^'^a-hb-i-d-c 

3V  3V 

*       a-^b-hc  —  d         *      bt-c-r-d—a 

Toutes  ces  valeurs  positives  et  finies,  puisque  chaque  face  d'un  tétraèdre 
est  plus  petite  que  la  somme  des  trois  autres,  prouvent  de  nouveau 
Fexistence  certaine  des  cinq  premières  sphères  tangentes.  On  passe  de  la 
valeur  de  r,  à  Tune  quelconque  des  autres,  en  changeant  le  signe  de  la 
face  sur  laquelle  s'appuie  la  sphère  ex-inscrite  dont  on  cherche  le  rayon, 
parce  que  les  centres  de  cette  sphère  et  de  la  sphère  inscrite  sont  de 
côtés  différents  par  rapport  à  cette  face,  etdu  même  côté  par  rapport  aux 
trois  autres. 

Soient  maintenant  p^^  p^^  p,,  les  rayons  des  trois  |dernières  sphères. 
Le  centre  de  l'une  déciles,  comparé  à  celui  de  la  sphère  inscrite,  se  trouve 
d'un  même  côté  par  rapport  à  deux  des  faces  du  tétraèdre  et  de  côtés 
différents  par  rapport  aux  deux  autres  faces.  Si  la  sphère  considérée  est 
dans  le  comble  MCPNDE,  on  aura 

si  elle  est  dans  le  comble  opposé  GBHD'AC,  on  aura 

De  même,  s'il  s'agit  de  la  sphère  située  dans  le  comble  LBHNDR  ou  dans 
son  opposé  PCFB'AD',  on  aura 

Enfin,  pour  la  sphère  située  dans  le  comble  MCPLBG  ou  dans  son  op- 
posé EDK  S'A  C,  il  viendra 

V-i?,[(ô-^r)~(^-i-rf)]     ou    \-^Lp^[(n^d)^{b^c)l 
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Il  sera  facile  de  décider  entre  ces  valeurs;  car,  si  Ton  suppose  que  les 
quatre  faces  du  tétraèdre,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  donnent  la 
série  a,  b^  c,  d,  on  aura 

c'est-à-dire  que  les  rayons  des  deux  premières  sphères  auront  les  valeurs 
finies  et  positives    ■ 

_  3V  ^  3V    

Pi-  (a-i-b)~(c-^eiy     ^''~(a-^c)-[b-hci)' 

Les  autres  valeurs  de  p,  et  de  p,,  étant  négatives,  devront  être  rejetées. 

Si  la  somme  b-hc  n'est  pas  égale  à  la  somme  a +^,  elle  sera  plus  grande 

ou  plus  petite,  et  Ton  n'aura  aussi  pour  p,  qu'une  seule  valeur  finie  et 

positive  qui  sera 

3V 

On  prendra  en  dehors  de  la  parenthèse  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  sui- 
vant qu'on  aura  b-^cy>o\i<C.a-\-d. 

SI  b-hc  =  a-i-d,  Pj  est  infini,  et  Tune  des  trois  sphères  seulement  pos- 
sibles disparait. 

Si  Ton  a  à  la  fois  a  =  b  et  c  =  d^  auquel  cas  la  condition  précédente  est 
encore  satisfaite,  p,  devient  aussi  infini,  et  des  trois  sphères  seulement 
possibles  deux  disparaissent. 

Enfin,  si  l'on  a  à  la  fois  a  =  b,c=dj  et  a-hb  =  C'^d,  c'est-à-dire 
a  =  b  =  c=  d^  p,  devient  infini  comme  p,  et  pj,  et  les  trois  sphères  seu- 
lement possibles  disparaissent  toutes  les  trois.  - 

En  résumé,  les  huit  sphères  tangentes  se  réduisent  à  sept,  si  la  somme 
de  deux  des  faces  du  tétraèdre  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres 
faces;  elles  se  réduisent  à  six,  si  en  outre  chaque  face  du  premier  groupe 
est  équii^alente  à  une  face  du  second  groupe  ;  elles  se  réduisent  à  cinq,  si 
les  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  équivalentes, 

956.  Les  plans  proposés  peuvent  avoir  quelques-unes  de  leurs  intersec- 
tions parallèles  ;  ils  peuvent  être  parallèles  entre  eux  en  toutou  en  partie; 
en  s'appuyant  sur  ce  qui  précède,  il  sera  facile  de  traiter  directement  ces 

cas  particuliers.  i-     j.r^ 

COMPLÉMENT  UB  LA   THÉORIE    DES  FIGURES   INVERSES  ET   DE  LA   MÉTHODE 

DE  TRANSFORMATION  PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCIPROQUES.  • 

957.  La  définition  du  n*"  392  s'applique  à  des  points  A,  B,  C,. . . ,  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 
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Le  cercle  dHnversion  devient  alors  une  sphère,  et  lorsqu'on  fait  varier 
V    I  ^      le  rayon  de  cette  sphère  sans  déplacer  son  centre,  les  6gures  inverses  de 
V^^  f*  *^i      la  figure  donnée  ainsi  obtenues  sont  homothétiques  (d30  )  entre  elles. 

/        988.  Un  plan  L  et  une  sphère  0  quelconque  peuvent  être  considérés 

I    comme  deux  figures  inverses  l'une  de  l'autre  (396).  La  figure  inverse 

l    d^un  plan  L  est  une  sphère  0  passant  par  V origine;  et  la  figure  inverse 

I  d'une  sphère  0,  par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  points  pris  pour 

1  origine f  est  un  plan  L  perpendiculaire  aie  diamètre  passant  par  l'origine. 

939.  Deujc  sphères  quelconques  0  et  0' peuvent  être  considérées  comme 
deux  figures  inverses  l'une  rie  l'autre  (398).  La  figure  inverse  d^une 
sphère  0  par  rapport  à  un  point  S  extérieur  ou  intérieur  pris  pour  ori' 
gine  est  une  autre  sphère  Qf, 

960.  L'inverse  d'une  circonférence  C  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque S  de  l'espace  pris  pour  origine  est  une  autre  circonférence  C. 
Car,  la  circonférence  G  étant  considérée  comme  Fintersection  de  deux 
sphères  0  et  0',  son  inverse  est  Tintersection  des  deux  sphères  0'  et  (X, 
inverses  des  sphères  0  et  Op  c'est-à-dire  un  cercle. 

Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  des  figures  inverses  que  trois 
couples  quelconques  a  et  a',  b  et  l/y  c  et  c',  de  points  correspondants  de 
deux  figures  inverses  sont  situés  sur  une  même  sphère.  Donc,  une  cir- 
conférence quelconque  C  et  son  inverse  G'  appartiennent  à  une  même 
sphère,  et  par  suite  (878)  elles  sont  des  sections  anti-parallèles  d'un 
même  cône  oblique  qui  a  l'origine  S  pour  sommet.  De  là  le  moyen  de 
trouver  le  centre  de  la  circonférence  C'  inverse  d'une  circonférence  C; 
ce  centre  est  (880)  sur  la  droite  qui  joint  f  origine  S  au  sommet  d'un 
cône  auxiliaire,  circonscrit  suivant  le  cercle  Cala  sphère  déterminée  par 
la  circonférence  G  et  le  point  S. 

961.  La  formule  du  n*^  394  et  sa  démonstration  subsistent.  Quant  au 
théorème  du  n**  39S,  il  s'applique  aussi  à  deux  lignes  quelconques  de 
l'espace  ;  mais  une  nouvelle  démonstration  est  nécessaire. 

Et  d'abord  on  démontre,  absolument  comme  au  n*  395,  en  considé- 
rant {fig,  240)  une  ligne  quelconque  plane  ou  gauche  MN  et  son  in- 
verse M'N',  que  leurs  tangentes  MT,  M'T',  font  des  angles  égaux  TMM', 
TM'M,  avec  le  rayon  vecteur  SMM'.  Gela  étant,  soient  [fig.  vt^i)  deux 
courbes  gauches  MA  et  Ma  qui  se  coupent  en  M,  et  les  courbes  in- 
verses M'A',  M'a';' il  faut  prouver  que  l'angle  des  deux  premières,  c'est-à- 
•  dire  Tangle  /MT  de  leurs  tangentes,  est  égal  à  l'angle  /M'T  des  deux 
autres.  Or  on  a,  d'après  l'observation  précédente, 

/MM'«/M'M,    TMM'=TM'M; 
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donc  le  trièdre  formé  par  les  droites  MM',  Mt,  M/,  et  le  trièdre  formé  par 
les  droites  M'M>  M'T,  M'/,  ont  un  angle  dièdre  égal  MM'  compris  entre 
deux  faces  ^lales  clunnine  à  chacune;  ces  deux  trièdres  sont  donc  symé- 
triques et,  par  suite,  les  troisièmes  fiaces  TM/,  T  M'  /,  sont  respectivement 
égales. 

962.  Vangle  de  deux  surfaces  F  tf/  F,,  en  un  point  quelconque  m  de 
leur  ligne  ^intersection  amh^  est  égal  à  l'angle  sous  lequel  les  surfaces 
inverses  F'  et  F,  se  coupent  au  point  correspondant  ni. 

En  effet,  menons  par  m  sur  les  surfaces  F  et  E^  deux  courbes  mp  et  m/?, 
à  angle  droit  sur  la  ligne  dMntersection  amh\  leurs  inverses  m'p^  et  m'//, 
couperont  (961  )  à  angle  droit  la  ligne  cim'h'  commane  aux  surfaces  F' 
et  Fi ,  et  de  plus  l'angle  des  deux  premières  courbes  mp  et  mp^  sera  égal 
à  celui  de  leurs  inverses  nCpf  et  m';/, .  Or,  Tangle  des  courbes  mp  et  mp^ 
mesure  Tinclinaison  mutuelle  des  deux  surfaces  F  et  F^  au  point  m,  et 
Tangle  de  m'p*  et  de  m';/,  mesure  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  sur- 
faces F'  et  F,  au  point  correspondant  ni. 

903.  Les  lignes  et  les  surfaces  inverses  jouissent,  relativement  à  la  cour- 
bure, de  propriétés  très-importantes  que  nous  ne  pouvons  pas  développer 
ici.  Nous  renverrons  sur  ce  sujet  aux  Mémoires  déjà  cités  dans  le  n°405, 
et  à  un  Mémoire  de  M.  Hiasr  {Annales  de  Tortolini,  t.  II,  iSSg). 

964.  Voici  quelques  applications  des  principes  qui  précèdent. 

On  nomme  projection  stéréographique  d'une  figure  sphérique  la  per- 
spective de  cette  figure  faite  en  prenant  pour  point  de  vue  S  un  point  de 
la  sphère,  et  pour  plan  de  projection  ou  tableau  le  plan  P  du  grand  cercle 
dont  le  pôle  est  au  point  de  vue  S 

IVaprès  les  n~958  et  396,  on  peut  considérer  le  plan  diamétral  P  comme 
rinverse  de  la  surface  sphérique,  en  prenant  pour  origine  le  point  S  et 
pour  puissance  le  double  du  carré  du  rayon  de  la  sphère.  La  projection 
stéréographique  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  de  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  et  Ton  peut  énoncer  les  propositions  sui- 
vantes qu'on  utilise  dans  la  construction  des  mappemondes: 

i^  Les  projections  stéréographiques  de  deux  lignes  tracées  sur  la  sphère 
se  coupent  sous  le  même  angle  que  ces  lignes  elles-mêmes; 

^  La  projection  stéréographique  d* un  cercle  delà  sphère  est  un  cercle 
dont  le  centre  est  la  perspective  du  sommet  du  eâne  circonscrit  à  la 
sphère  suivant  le  cercle  proposé. 

La  projection  stéréographique  a  été  connue  des  Grecs  :  Plolémée  Ta 
décrite  sous  le  nom  de  planisphère,  et  les  auteurs  du  moyen  âge  rappe- 
laient astrolabe.  La  construction  du  centre  est  due  à  M.  Chasles. 
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965.  On  peut  toujours  transformer  un  groupe  de  trois  sphères  données 
en  un  groupe  de  trois  autres  sphères  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite; 
le  lieu  de  l'origine  ou  du  pôle  de  transformation  est  la  circonférence  qui 
coupe  à  angle  droit  les  grands  cercles  des  sphères  données  situés  dans  le 
plan  des  trois  centres.  En  effet,  il  est  évident  que  les  pôles  de  transfor- 
mation doivent  être  dans  le  plan  des  trois  centres,  et  que  tout  revient 
à  transformer  les  grands  cercles  situés  dans  ce  plan  en  trois  autres  ayant 
leurs  centres  en  ligne  droite.  Or,  si  Ton  prend  pour  pôle  un  des  points 
de  la  circonférence  qui  coupe  orthogonalement  ces  trois  grands  cercles, 
cette  circonférence  orthogonale  se  transforme  en  une  droite  qui  coupe,  à 
angle  droit  les  transformées  des  circonférences  données  et  qui,  par  suite, 
contient  les  centres  de  ces  transformées. 

Cette  remarque  conduit  immédiatement  au  théorème  de  Dupuis  (953). 
En  effet,  transformons  la  6gure  de  telle  sorte  que  les  trois  sphères  fixes 
deviennent  trois  sphères  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite  ;  la  sphère 
variable  deviendra  une  sphère  tangente  aux  transformées  des  trois  pre- 
mières, et  elle  touchera  évidemment  chacune  d'elles  en  un  point  dont  le 
lieu  sera  un  cercle  perpendiculaire  à  la  droite  qui  renferme  les  trois 
centres.  Donc,  en  revenant  à  la  figure  primitive,  et  se  rappelant  que  la 
transformée  d'un  cercle  est  un  cercle,  on  voit  que  le  point  de  contact  de 
la  sphère  variable  décrit  un  cercle  sur  chacune  des  sphères  fixes  (  Maxn- 
HEIM,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1"  série,  t.  XIX). 
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966.  Rapport  anharmonique. 

On  nomme  rapports  anharmoniques  de  quatre  points  A,  B,  C,  D,  situés 
sur  un  grand  cercle  d'une  sphère  c<>,  les  rapports  anharmoniques  du  fais- 
ceau formé  par  les  quatre  rayons  &>A,  &>B,  c>>C,  o>D,  qui  aboutissent  à  ces 
points. 

Lorsqu'un  faisceau  de  quatre  arcs  de  grand  cercle  OM,  ON,  OP,  OQ, 
issus  d'un  même  point  0  de  la  surface  sphérique,  est  coupé  par  un  arc 
de  grand  cercle  L,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  C,  D, 
déterminés  par  le  faisceau  sur  cet  arc  transversal,  a  une  valeur  indé- 
pendante de  la  position  de  cet  arc  L.  Car  ce  rapport  est,  par  définition, 
égal  à  celui  du  faisceau  formé  par  les  rayons  o>A,  6>B,  6>C,  a>D,  lequel 
ne  diffère  pas  de  celui  du  faisceau  des  quatre  plans  «OA,  wOB,  uiOC, 
»0D  (594). 

D'après  cela,  on  nomme  rapport  anliarmonique  d'un  faisceau  de 
quatre  arcs  de  grand  cercle  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
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déterminés  par  ce  faisceau  sur  un  arc  de  grand  cercle  transversal  que]> 
conque. 

Les  deux  propositions  fondamentales  (325  et  327)  s'étendent  aux 
figures  sphériques;  par  suite,  il  en  est  de  même  de  leurs  corollaires  (326 
et  328),  de  la  propriété  des  triangles  homologiques  (330  et  331),  et  des 
théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  (332  et  333).  Les  démonstrations 
que  nous  en  avons  données  subsistent  entièrement  ;  le  lecteur  devra  seu- 
lement remplacer  dans  les  énoncés  et  dans  les  raisonnements  les  mois 
iigne  droite  par  les  mots  arc  de  grand  cercle, 

967.  Rapport  harmonique. 

Quatre  points  A,  D,  C,  D,  situés  sur  un  arc  de  grand  cercle,  forment 
un  système  harmonique  lorsque  le  rapport  anharmonique  (ÂBCD)  est 
égal  à  —  I . 

On  faisceau  de  quatre  arcs  de  grands  cercles  OÂ,  OB,  OC,  OD,  est 
harmonique,  lorsque  le  rapport  anharmonique  (O.ABCD)  est  égal  à  —  i, 
c*est-à-dire  lorsqu'on  peut  trouver  un  arc  de  grand  cercle  qui  coupe  le 
faisceau  suivant  un  système  de  quatre  points  harmoniques  ;  alors,  tout 
autre  arc  de  grand  cercle  transversal  jouira  de  la  même  propriété  (96G). 

Il  résuliede  là  que  si,  par  un  point  C  delà  surface  sphérique,  on  mène, 
à  travers  un  angle  AOB  formé  par  deux  arcs  de  grands  cercles,  diverses 
sécantes  telles  que  ACB,  et  que  Ton  prenne  sur  chacune  d'elles  le  point  D 
conjugué  harmonique  de  C  par  rapport  au  segment  AB  intercepté  entre 
les  côtés  de  l'angle,  le  lieu  du  point  D  sera  l'arc  de  grand  cercle  OD  con- 
jugué harmonique  de  OC  par  rapport  à  l'angle  AOB.  Le  point  G  et  l'arc 
de  grand  cercle  OD  sont  dits  i^ôle  et  polaire  par  rapport  à  l'angle  AOB. 

La  proposition  (315)  relative  au  quadrilatère  complet  et  la  démonstra-  ^ 

tion  que  nous  en  avons  donnée  (342)  subsistent  pour  la  sphère;  il  suffît 
de  remplacer  les  mots  ligne  droite  par  arc  de  grand  cercle.  Il  en  résulte 
un  moyen  simple  de  tracer  sur  la  sphère  :  i**  le  quatrième  harnionique 
de  trois  points  d*un  grand  cercle  ;  t!"  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à 
un  angle  (316  et  312). 

* 

968.  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle  de  la  sphère. 

Un  point  0  et  un  petit  cercle  AEFB  étant  donnés  sur  la  sphère  [Jig,  5o6), 
si  par  le  point  0  on  mène  un  arc  de  grand  cercle  sécant  OFE  et  qiCon 
détermine  le  conjugué  harmonique  I  du  point  0  par  rapport  à  EF,  le 
lieu  géométrique  du  point  \,  lorsque  rare  0F£  tourne  autour  du  point  0, 
est  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au  grand  cercle  OC  déterminé 
fjor  le  point  0  et  par  le  pôle  C  du  cercle  donné, 

II.  i8 


t 
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En  effet,  soit  0'  le  point  où  le  rayon  «0  rencontre  le  plan  dû  cercle 
donné  :  les  trois  points  E,  F,  0',  seront  en  ligne  droite,  et  le  faisceau 

Fig.  5o6. 


O' 


des  quatre  rayons  &>E,  o>>I,  6>F)  &>0',  sera  par  hypothèse  harmonique; 
donc,  si  r  est  le  point  de  rencontre  de  EF  et  de  &>1,  le  système  rectiligne 
E,  r,  F,  0',  sera  aussi  harmonique.  Mais  le  lieu  du  point  V  est  une  droite 
KH  située  dans  le  plan  AEB  et  perpendiculaire  au  diamètre  O'BÂ  (346); 
donc  le  lieu  du  point  I  est  l'intersection  de  la  sphère  par  le  plan  uKH; 
c'est  donc  un  grand  cercle  perpendiculaire  au  grand  cercle  OC. 

On  dit  que  le  point  0  est  Xepdiedu  grand  cercle  HGK,  et  que  ce  grand 
cercle  est  la  polaire  du  point  0  par  rapport  au  cercle  ÂEB. 

Le  mol  pâle  ai  déjà  reçu  (944]  une  autre  acception;  mais  il  ne  pourra 
jamais  y  avoir  d'ambiguïté  si  Ton  fait  la  convention  suivante  '.quand  nous 
emploierons  le  mot  p4Ie  dans  le  nouveau  sens  que  lui  attribue  le 
théorème  précédent,  il  sera  toujours  suivi  des  mots  par  rapport  au  cercle 
considéré^  tandis  que  lorsqu'il  sera  pris  dans  le  sens  primitif  (944),  ce 
mot  ne  sera  suivi  d'aucune  indication. 

Nous  avonsétudié  avec  détail  au  n^  347  les  positions  relatives  du  point  0' 
et  de  la  droite  KH  ;  le  lecteur  en  déduira  aisément  les  positions  relatives 
du  point  0  et  du  grand  cercle  K6H. 

Quand  le  point  0'  décrit  une  droite  dans  le  plan  ÂEB,  on  sait  (348) 
que  la  droite  KH  tourne  dans  ce  plan  autour  du  pôle  de  cette  droite;  maïs 
alors  le  point  0  décrit  un  grand  cercle,  et  le  plan  «iKH  tourne  autour  du 
diamètre  qui  perce  la  sphère  au  pôle,  par  rapport  à  AEB,  du  grand  cercle 
décrit  par  0.  Donc,  les  polaires  de  tous  les  points  d*un  grand  cercle 
passent  par  le  pôle  de  ce  grand  cercle  par  rapport  au  cercle  directeur 
AEB  ;  et  les  pôles  par  rapport  au  cercle  directeur  AEB,  de  tous  les 
grands  cercles  qui  passent  par  un  point  de  la  sphère,  sont  situés  sur  le 
grand  cercle  polaire  de  ce  point. 

Le  théorème  du  n^390,  sa  démonstration  et  ses  conséquences  (351, 
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35â,  353)  subsistent  pour  la  sphère  en  remplaçant  les  droites  par  des 
arcs  de  grand  cercle  ;  il  en  résulte  le  moyen  de  construire  sur  la  sphère 
la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  directeur  donné. 

Enfin,  la  méthode  de  transformation  par  les  polaires  réciproques  (355 
et  suiv.)  s'étend  aussi  aux  figures  sphériques.  Le  mode  de  transformation 
général  par  polaires  réciproques  dans  l'espace  C'Ontient  comme  cas  par- 
ticulier le  mode  de  transformation  spécial  que  nous  avons  exposé  au  n**  808 
pour  les  figures  sphériques,  et  dans  lequel  on  fait  correspoifdre  à  un 
triangle  un  triangle  supplémentaire.  Soient,  en  effet,  une  sphère  de 
rayon  R  et  un  point  A  de  Tespace  situé  à  une  distance  d  du  centre  u  de 
la  sphère  ;  le  plan  polaire  de  ce  point  est  un  plan  perpendiculaire  à  COÂ 

R' 

et  situé  à  une  distance  de  w  égale  à  -r  •  Si  le  rayon  R  de  la  sphère  tend 

R' 
vers  zéro,  —  tend  aussi  vers  zéro,  et  les  plans  polaires  de  tous  les  points 

de  la  droite  indéfinie  &>  A  ont  pour  limite  le  plan  unique  mené  par  o>>  per- 
pendiculairement à  ù>  A.  On  peut,  d'après  cela,  donner  à  ce  plan  le  nom  de 
^  plan  polaire  de  la  droite  uA  par  rapport  à  une  sphère  infiniment  petite 
ayant  u  pour  centre.  Cela  posé,  si  Ton  a  une  figure  formée  de  droites  et 
de  plans  passant  tous  par  un  point  &>,  on  aura  la  figure  corrélative  en 
menant  par  &>  des  plans  et  des  droites  pei^endiculaircs  aux  droites  et 
aux  plans  de  la  figure  primitive.  Sur  la  sphère,  à  un  grand  cercle  ré- 
pondra son  pôle,  et  inversement,  de  sorte  que  Von  retombe  sur  les  figures 
supplémentaires  des  n'^'SIl  et  812. 

969.  Axe  radical. 

Ou  nomme  axe  radical  de  deux  petits  cercles  P  et  Q  tracés  sur  la 

Fig.  507. 


sphère  l'arc  de  grand  cercle  UV  dont  le  pian  passe  par  riotersection  XY 

18. 
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des  plans  des  deux  petits  cercles  P  et  Q.  D'après  cela,  cet  axe  radical  est 
perpendiculaire  à  Tare  de  grand  cercle  PQ  qui  joint  les  pôles  des  deux 
petits  cercles  donnés  [fig.  Soy). 

Si  Von  coupe  les  deux  cercles  fixes  ?  et  Q  par  un  cercle  auxiliaire 
variable  qui  coupe  le  premier  en  A  et  B,  et  le  second  en  A'  et  B' y  le  lieu 
des  points  de  rencontre  M  des  arcs  de  grand  cercle  AB  et  A'B'  est  Vaxe 
radical  des  cercles  P  et  Q.  Car  les  droites  AB,  A'B',  se  coupant  évi- 
demment en  un  point  M'  de  XY,  le  point  M  ou  le  rayon  uM'  perce  la 
sphère  appartient  à  la  fois  aux  trois  grands  cercles  dont  les  plans  passent 
respectivement  par  les  droites  AB,  A'B',  XY.  Cette  propriété  permet  de 
construire  sur  la  sphère  Taxe  radical  de  deux  cercles. 

Si  le  cercle  sécant  ABA'B'  devient  un  cercle  CD  tangent  en  C  et  D, 
{fis-  5o8)  les  arcs  de  grand  cercle  BAM,  B'A'M,  deviennent  des  arcs  de 

Fig.  5o8. 
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grand  cercle  tangents  MC  et  MD  ;  ils  sont  d'ailleurs  égaux  comme  tan- 
gentes sphériques  menées  d'un  môme  point  M  au  cercle  auxiliaire  CD 
(830).  Donc  l'axe  radical  UV  des  deux  cercles  1^  et  Q  est  le  lieu  des 
points  de  la  sp/ière  cfoù  l'on  peut  leur  mener  des  tangentes  sphériques 
égales. 

Le  cercle  CID,  décrit  du  point  M  comme  pôle,  coupe  orthogonalement 
les  deux  cercles  P  et  Q;  car  il  est  à  angle  droit  sur  les  arcs  de  grand 
cercle  MC  et  MD.  Donc  l'axe  radical  des  deux  cercles  V  et  Q  est  sur  la 
sphère  le  lieu  des  pâles  ou  centres  sphériques  des  cercles  qui  coupent 
orthogonalement  les  deux  cercles  VetQ, 

EnQn,  le  plan  du  cercle  CIDest  évidemment  le  plan  polaire  du  pointM' 
qui  appartient  à  XY;  et  comme,  lorsque  le  cercle  orthogonal  CID  varie, 
son  pôle  M'  décrit  la  droite  XY,  le  plan  de  ce  cercle  CID  passe  constam- 
ment par  la  droite  réciproque  (946)  de  XY.  Donc,  lorsque  deux  systèmes 
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de  cercles  se  coupent  orthogonalement  sur  la  sphère  y  les  plans  des  cercles 
de  chaque  système  passent  par  une  droite,  et  ces  deux  droites  sont  réci- 
proques par  rapport  à  Ut  sphère.  Inversement,  deux  séries  de  plans  pas- 
sant  par  deux  droites  réciproques  par  rapport  à  une  spfœre  tracent  sur 
cette  sphère  deux  systèmes  de  cercles  orthogonaux [^),  Ajoutons  que  la 
droite  réciproque  de  l'intersection  des  deux  cercles  P  et  Q  est  précisé- 
ment la  droite  qui  joint  les  sommets  des  deux  cônes  (878,  880)  que  Ton 
peut  faire  passer  par  ces  deux  cercles.  En  effet,  prenons  pour  plan  de  la 
figure  le  grand  cercle  [fig,  aig,  p.  aiy)  perpendiculaire  aux  deux  cer 
clés  donnés,  qui  sont  alors  représentés  par  les  deux  droites  AÂ'  et  BB';  en 
joignant  ÂB  et  A'B',  puis  AB'  etBÂ',  on  aura  les  sommets  N  et  0  des  deux 
cônes  considérés,  et  comme  la  droite  NO  est  (3S2)  la  polaire  de  l'inter- 
section M  des  deux  droites  A  A'  et  BB',  la  perpendiculaire  au  plan  de  la 
figure  élevée  par  le  point  M,  c'est-à-dire  la  droite  commune  aux  deux 
plans  des  cercles  AA'  et  BB',  aura  pour  réciproque  NO  (946). 

Les  axes  radicaux  de  trois  cercles  d'une  sphère  considérés  deux  à  deux 
concourent  en  un  même  point;  car  le  rayon  qui  aboutit  au  sommet  du 
trièdre  formé  par  les  plans  des  trois  cercles  perce  la  sphère  en  un  point 
commun  aux  trois  axes  radicaux.  Ce  point  prend  le  nom  de  centre  radical 
des  trois  cercles. 

970.  Centres  de  similitude. 

On  nomme  centres  de  similitude  de  deux  cercles  AB  et  CD  situés  sur 
une  sphère  [Jig,  5o9  )  les  points  0  et  0'  où  la  sphère  est  rencontrée  par 

Fig.  509. 
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les  rayons  uS  et  uS'  qui  vont  aux  sommets  S  et  S'  des  deux  cônes  (878) 


(^)  L'étude  du  double  système  de  cercles  orthogonaux  sur  la  sphère  a  des 
conséquences  importantes  relativement  aux  surfaces  dont  les  lignes  de  cour- 
bure sont  planes.  (O.  Bonnet,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXXV ^  cahier 
—  PicART,  EsitU  d'une  Théorie  géométrique  des  surfaces,  i863.) 
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que  Ton  peut  faire  passer  par  les  deux  cercles.  Le  centre  direct  0  répond 
au  cône  dont  le  sommet  S  est  extérieur  kXd^  sphère,  et  le  centre  inverse  & 
au  cône  dont  le  sommet  S'  est  intérieur.  Les  deux  centres  sont  d'ailleurs 
sur  le  grand  cercle  qui  passe  par  les  pôles  P  et  Q  des  deux  cercles 
donnés. 

Si  par  les  points  M  et 'S,  où  les  cercles  ¥etQ  sont  touchés  par  un  cercle 
variable  X,  on  mène  un  arc  de  grand  cercle ,  ce  grand  cercle  passe  par 
l'un  des  centres  0  de  similitude  des  cercles  V  et  Q  et  coupe  ces  deux 
cercles  sous  des  angles  égaux  {Jîg.  5 10).  En  effet,  la  tangente  MT  com- 

Fig.  5 10. 
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mune  aux  cercles  P  et  X  et  la  tangente  NT  commune  aux  cercles  Q  et  X, 
étant  dans  le  plan  du  cercle  X,  ce  plan  est  tangent  au  cône  S,  et  la  droite 
MN  passe  par  le  sommet  S  de  ce  cône;  le  plan  du  grand  cercle  MN  con- 
tient donc  la  droite  &>S  et,  par  suite,  l'arc  de  grand  cercle  MN  passe 
par  0.  D'ailleurs  les  arcs  de  grand  cercle  PM  et  MX  sont  dans  le  prolon- 
gement l'un  de  Tautre,  puisque  les  cercles  X  et  P  se  touchent  en  M;  il 
en  est  de  même  des  arcs  de  grand  cercle  QN  et  XN  ;  on  a  donc 

angle  PMO,  =  XMN  =  XNM  =  angle  QNO; 

le  grand  cercle  MN  est  donc  également  incliné  sur  les  rayons  sphériques 
PM  et  QN  et,  par  suite,  sur  les  deux  cercles  AB  et  CD  (  '  ). 

Les  points  M  et  N  des  deux  cercles  AB  et  CD,  relatifs  à  une  même  gé- 
nératrice du  cône,  sont  dits  anti-homologues  (387).  Deux  couples  de 
points  anti-/fomologiics  appartiennent  à  une  même  circonférence;  cslt, 
étant  situés  sur  deux  génératrices  du  même  cône,  ils  sont  dans  un  même 
plan.  On  conclut  de  là,  en  raisonnant  comme  au  n°  387-3°,  f/ue  rare  de 
grand  cercle  qui  joint  deux  points  du  cercle  X^  et  celui  qui  joint  les  deux 
points  anti'homologues  du  cercle  CD,  se  coupent  sur  l'axe  radical  des 
deux  cercles  AB  et  CD  ;  en  particulier,  les  tangentes  sphériques  en  deux 

(')  Heegmann,  Mémoires  de  l'Académie  de  Lille,  iS'i6. 
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points  anti-homologues  de  deux  cercles  se  coupent  sur  Vaxe  radical  de 
ces  cercles. 

Les  six  centres  de  similitude  de  trois  cercles  d*une  même  spfière  con^ 
sidérés  deux  à  deux  sont  situés  trois  à  trois  sur  quatre  grands  cercles. 
Cela  résulte  de  ce  que  les  sommets  des  six  cônes  déterminés  par  ces  trois 
cercles  sont  trois  à  trois  sur  quatre  droites  situées  dans  un  même  plan. 
Pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  les  cônes  S,  S',  S",  dont 
les  sommets  sont  extérieurs  à  la  sphère  ;  d'après  ce  que  nous  venons  de 
voir,  ces  trois  sommets  sont  dans  le  plan  du  cercle  qui  toucherait  exté- 
rieurement les  trois  proposées;  ils  appartiennent  de  même  au  plan  du 
cercle  qui  toucherait  intérieurement  les  cercles  donnés.  Donc  les  sommets 
S,  S',  S",  sont  en  ligne  droite.  En  désignant  par  S,,  S',,  S",,  les  sommets 
des  trois  autres  cônes,  on  verrait  de  même  que  S,  S',,  S*^,  sont  en  ligne 
droite,  ainsi  que  Sj,S',  SI,  et  que  S^,  S',,  S'.  D'ailleurs,  chaque  sommet 
appartenant  à  deux  droites  différentes,  les  quatre  droites  sont  situées 
dans  un  même  plan. 

Les  quatre  grands  cercles,  qui  renferment  chacun  trois  centres  de  simi- 
litude, prennent  le  nom  d'axes  de  similitude  des  trois  cercles.  II  y  a  un 
axe  de  similitude  directe  et  trois  axes  de  similitude  inverse. 

971.  Cercle  tangent  à  trois  petits  cercles  donnés  sur  la 
sphère. 

Le  raisonnement  et  la  construction  sont  les  mêmes  qu'au  n^  389,  en 
remplaçant  les  droites  par  des  arcs  de  grand  cercle  :  il  y  a  huit  solutions. 
La  méthode  s'applique  d'ailleurs  à  tous  les  cas  particuliers  qu'on  obtient 
en  supposant  que  les  cercles  donnés  se  réduisent  à  des  points  ou  à  des 
grands  cercles. 
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LIVRE  VIIL 

LES   COURBES   USUELLES. 


g  1.  -  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  L'ELLIPSE. 

DÉFINITION   ET   TRACÉ  DE   LA   COURBE. 

972.  Vellipse  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  somme 

des  dislances  de  chacun  de  ces  points  à  deux  points  fixes  de 

son  plan  est  égale  à  une  longueur  constante.  Ainsi  {Jig>  5ii  ), 

les  deux  points  fixes  étant  F  et  F'  et  la  longueur  donnée 

étant  représentée  par  la  droite  AA',  on  a  pour  tout  point  M 

de  Fellipse 

MF  4- MF' =  A  A'. 

D'après  cela,  pour  décrire  une  ellipse  d'a/i  mouvement  con- 
tinu, on  plante  sur  la  feuille  de  dessin,  en  F  et  en  F',  deux 

Fig.  5ii. 
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épingles  qu'on  entoure  d'un  fil  sans  fin  (c'est-à-dire  dont  les 
deux  bouts  sont  réunis]  auquel  on  donne  la  longueur  totale 
FF'  -f-  AA'.  On  tend  constamment  ce  fil  à  l'aide  d'un  crayon 
que  l'on  fait  mouvoir  sur  le  papier  jusqu'à  ce  qu'on  soit  ra* 
mené  au  point  de  départ.  La  pointe  du  crayon  trace  évidem- 
ment l'ellipse  demandée;  car,  pour  une  position  quelconque 
M  de  cette  pointe,  on  a 

FF'  +  MF^MF'      FF'-fAA'    ou    MF -f- MF' i^  AA'. 
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Le  procédé  qu'on  vient  d'indiquer  est  surtout  applicable 
sur  le  terrain  :  on  remplace  alors  les  épingles  par  des  piquets, 
le  fil  par  une  corde  et  le  crayon  par  un  jalon.  Nous  mention- 
nerons plus  loin  d'autres  tracés  bien  préférables  au  point  de 
vue  de  Texécution  des  épures. 

973.  Les  points  F  et  F'  sont  les  foyers  de  l'ellipse,  les 
droites  MF  et  MF'  sont  les  rayons  vecteurs  du  point  M.  La 
longueur  constante  AA'  est  ordinairement  représentée  par  2a. 

La  distance  FF'  ou  distance  focale  est  représentée  par  2  c. 
L'existence  du  triangle  MFF'  entratne  alors  la  condition 
7.c<1^ia  ou  C'^a, 

Le  rapport  -  est  V excentricité  de  l'ellipse.  Cette  excentri- 
cité peut  varier  de  o  à  i .  Pour  c  =  o,  elle  est  nulle,  les  foyers 
se  confondent  et  l'ellipse  devient  un  cercle  de  rayon  a.  Pour 
r  =  a,  Texcentricité  est  égale  à  i,  et  l'ellipse  se  réduit  à  la 
portion  de  droite  FF' .—  2a.  Entre  ces  deux  limites,  l'ellipse 
se  rapproche  d'autant  plus  de  la  droite  FF'  que  son  excentri- 
cité est  plus  grande. 

974.  On  peut  aussi  tracer  l'ellipse  par  points. 

En  efiTet,  marquons  [fig.  5 1 2  )  le  milieu  0  de  la  distance  focale 

Fig.  5 13. 
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FF'  et,  de  part  et  d'autre  du  point  0,  prenons OA  =  OA'  =  «, 
puis  un  point  quelconque  K  sur  AA'.  Si  des  points  F  et  F' 
comme  centres,  avec  des  rayons  respectivement  égaux  à  AK 
et  A'K,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle,  leurs  points  d'in- 
tersection M  et  M'  appartiendront  à  l'ellipse,  puisqu'on  aura 

MF  f-  MF  ==  M' F  f-  MF'  —  AK  -^  A'K  ^rr.  %a. 
La  distance  des  centres  FF'  étant  toujours  moindre  que  la 
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somme  2a  des  rayons»  il  suffit»  pour  rintersection  des  deux 
circonférences»  que  celle  dislance  soit  plus  grande  que  la 
différence  des  rayons,  c*esl-à-dire  qu'on  ail 

FF'>A'K-AK    ou     î3ic>2a-2AK. 

La  condition  cherchée  est  donc  AK  >  a  —  c  ou  AK  >  AF. 

D'ailleurs»  on  peut  échanger  les  cenires  F  et  F'  sans  modi- 
fier les  rayons  employés,  de  manière  à  obtenir  pour  chaque 
point  K  quatre  points  M  et  M',  N  et  N',  de  l'ellipse.  Les  li- 
mites des  positions  du  point  K  sont  alors  l'un  des  foyers  F  et 
le  point  0.  Tout  ceci  résulte  immédiatement  de  la  symétrie 
de  l'équation  de  condition  MF  -+-  MF'  ==  2  a  par  rapport  aux 
deux  rayons  vecteurs  d'un  même  point. 

Si  le  point  K  est  en  0,  les  points  correspondants  de  l'ellipse 
sont  en  B  et  en  B'  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  la  droite 
FF'  par  son  milieu.  Si  le  point  K  est  en  F,  les  deux  points 
correspondants  de  l'ellipse  sont  en  A  et  en  A'.  Le  rayon  vec- 
teur minimum  est  AF  ou  a  —  c,  le  rayon  vecteur  maximum 
est  A'F  ou  a  4-  c. 

THÉORÈME. 

975.  L'ellipse  a  :  i"*  pour  axes ,  la  droite  A  A'  qui  passe  par 
ses  deux  foyers  et  la  droite  BB'  perpendiculaire  au  milieu  de 
la  première  ;  2?  pour  centre,  l'intersection  de  ces  deux  droites. 

On  appelle  axe  d'une  courbe  toute  droite  par  rapport  à  la- 
quelle les  divers  points  de  celle  courbe  sont  symétriques  deux 
à  deux;  on  appelle  centre  d'une  courbe  tout  point  par  rapport 
auquel  les  divers  points  de  cette  courbe  sont  symétriques 
deux  à  deux  (658). 

I®  Soit  M  un  point  de  l'ellipse  {Jig.  5i3);  on  aura 

MF-i-MF'  =  2a. 

Supposons  alors  que  le  plan  de  la  figure  fasse  une  demi-révo- 
lution autour  de  AA'.  Dans  ce  mouvement,  les  foyers  restent 
fixes,  le  point  M  vient  dans  la  position  symétrique  M,  et» 
comme  le  triangle  HFF'  ne  se  déforme  pas»  on  a 

M,F-+.M.F'  =  2a, 
c'est-à-dire  que  lé  point  Mt  appartient  à  l'ellipse.  Donc,  à  tout 
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point  M  de  Tellipse  coirespoad  uo  point  Mi»  symétrique  de 
M  par  rapport  à  ÂA'. 

Si  le  plan  de  la  figure  fait  de  même  une  demi-révolution 
autour  de  BB',  les  foyers  ne  font  que  s'échanger,  le  point  M 
vient  dans  la  position  symétrique  Ms  et,  comme  le  triangle 
MFF'  ne  se  déforme  pas,  on  a  encore 

M,F-hM,F'=:2a; 

ce  qui  montre  qu'à  tout  point  M  de  Tellipse  correspond  un 
autre  point  Ms  de  la  courbe,  symétrique  de  M,  par  rapport 
àBB'. 


Fig.  5i3. 


Fîg.  5 14. 


Fig.  5i5. 
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2^  L'autre  partie  de  la  proposition  n*est  qu'un  cas  particu- 
lier de  ce  théorème  plus  générai  :  Quand  une  courbe  possède 
deux  axes  rectangulaires  xx'  et  yy^  leur  intersection  0  est 
un  centre  de  la  courbe  [fig>  5i4)« 

Soient  M  un  point  de  la  courbe,  M'  son  symétrique  par  rap- 
port au  point  0,  et  N  l'intersection  des  parallèles  menées  res- 
pectivement aux  deux  axes  par  les  points  M  et  M'.  L'égalité 
des  triangles  rectangles  MOP,  OM'F,  donne 

MP  =  OP'  =  PN    et    M'F  =  OP  — P'N. 

Le  point  N  est  donc  à  la  fols  symétrique  de  M  par  rapport 
à  xxf  et  symétrique  de  M'  par  rapport  à  yy.  Or,  le  point  N 
étant  sur  la  courbe  comme  symétrique  de  M,  le  point  M^  en 
fait  aussi  partie  comme  symétrique  de  N.  Donc,  à  tout  point  M 
de  la  courbe,  correspond  un  point  M'  symétrique  de  M  par 
rapport  à  0. 

II  résulte  de  là  que  le  milieu  0  de  la  distance  focale  FF^  est 
un  centre  de  l'ellipse. 
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On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  directement  comme  il  suit 

Soient  M  un  point  de  l'ellipse  et  M' son  symétrique  par  rap- 
port à  0;  menons  les  rayons  vecteurs  de  ces  points.  Les  dia« 
gonalesMM'  et  FF'  se  coupant  mutuellement  en  parties  égales, 
le  quadrilatère  MFM'F'  est  un  parallélogramme,  et  le  point 
M'  appartient  à  Tellipse  en  vertu  de  l'égalité  des  deux  con- 
tours F  M  F'  et  F  M' F'. 

Corollaires. 

976.  On  appelle  longueurs  des  axesde  Tellipse  les  longueurs 
AA'  et  BB'  interceptées  sur  ces  axes  par  la  courbe  (Jig»  5i3). 
La  longueur  du  premier  axe  AA'  est  donc  (974.)  égale  à  na, 
la  longueur  du  second  BB'  est  représentée  par  nb. 

La  perpendiculaire  BO  (^g.  5i3)  éunt  moindre  que  l'oblique 
BF  ~  a,  on  a 

6  <  a. 

A  A'  est  dit  alors  \e  grand  axe  et  BB'  \e  petit  axe  de  Tellipse. 

Les  extrémités  A  et  A',  B  et  B',  des  deux  axes  sont  appelées 
les  sommets  ^Q  la  courbe. 

Le  triangle  rectangle  BOF  [Jig.  5i3)  donne  a^  =  6*  -^  c*, 
relation  qui  permet  de  déterminer  Tune  des  trois  quantités 
a,  6,  Cy  lorsqu'on  connaît  les  deux  autres. 

977.  Quand  on  donne  les  longueurs  a  et  &,  il  est  facile  de 
déterminer  graphiquement  les  foyers  :  on  n'a  qu'à  décrire  de 
l'extrémité  B  du  petit  axe  comme  centre  [fig.  5i3),  avec  un 
rayon  égal  à  a^  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  grand  axe  aux 
deux  foyers  F  et  F'. 

THÉORÈME. 

978.  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  l'el^ 
lipse,  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  foyers  est  plus  petite 
ou  plus  grande  que  2a. 

Soit  d'abord  {J!g,  5 16)  un  point  N  intérieur  à  l'ellipse.  Joi- 
gnons ce  point  aux  deux  foyers,  prolongeons  F'N  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  courbe  en  M,  et  menons  MF.  Un  théorème 
connu  donne  immédiatement 

NF  4- NF' <  MF  4- MF    ou    NF -»- NF  <*  !ia. 
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Soil  de  même  un  point  N'  extérieur  à  l'ellipse.  Joignons  ce 
point  aux  deux  foyers;  N'F'  coupant  la  courbe  au  point  M, 

Fig.  5i6. 


menons  MF.  En  s'appuyant  sur  le  même  théorème,  on  aura  ici 

N'F  +  N'F>MF-f-MF'    ou    N' F -h  NT  >  2a." 

Corollaire. 

979.  Le  théorème  précédent,  rapproché  de  la  définition  de 
l'eilipse,  fournit  un  critérium  pour  juger  delà  position  d'un 
point  quelconque  du  plan  de  la  courbe  par  rapport  à  celte 
courbe  supposée  non  tracée.  Suivant  que  la  somme  des  dis- 
tances d'un  point  aux  deux  foyers  est  supérieure^  égale  ou 
inférieure  à  2a,  ce  point  est  hors  de  la  courbe,  sur  la  courbe 
ou  dans  son  intérieur. 

THÉORÈME. 

980.  La  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les 
rayons  vecteurs  du  point  de  contact,  extérieurement  à  leur 
angle. 

Prenons  sur  l'ellipse  {fig.  617)  deux  points  voisins  M  et  M'; 
menons  la  sécante  MM'S  et  les  rayons  vecteurs  des  deux  points 
3H  et  M'.  Portons  sur  F'M  une  longueur  F'D  =  F'M'  et  sur 
FM  une  longueur  FC  =  FM'.  Le  segment  MD  représente  alors 
l'augmentation  que  subit  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F' 
quand  on  passe  du  point  M  au  point  M',  et  MC  la  diminution 
que  subit  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F  quand  on  passe  du 
même  point  M  au  même  point  M';  comme  la  somme  des  rayons 
vecteurs  d'un  point  de  l'ellipse  reste  constante,  MD  est  égal 
8MC. 

Cela  posé,  d'un  point  quelconque  G  de  la  sécante  MM'S» 
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menons  aux  droites  M'D  et  M'G  des  parallèles  GI  et  GH  jus- 
qu'à la  rencontre  des  rayons  vecteurs  du  point  M.  Le  quadri- 
latère GHMI  étant  semblable  au  quadrilatère  M'CMD(213}, 
régalité  de  MD  et  de  MC  entratne  celle  de  MI  et  de  MH. 

Les  droites  GH  et  GI,  étant  parallèles  aux  bases  M' G  et  M'D 
des  triangles  isocèles  CFM',  DF'M%  sont  perpendiculaires  aux 
bissectrices  de  leurs  angles  au  sommet.  Mais  à  mesure  que  le 
point  mobile  M' se  rapproche  du  point  fixe  M,  la  sécante  MM'S 
se  rapproche  de  la  tangente  au  point  M.  Les  bissectrices  des 
angles  CFM',  DF'M',  ayant  alors  pour  limites  les  rayons  vec- 
teurs FM,  F'M,  du  point  M,  les  droites  GHetGIont  elles- 
mêmes  pour  limites  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  G 
sur  ces  rayons  vecteurs.  D'ailleurs,  pendant  ce  mouvement, 
MH  varie  en  restant  toujours  égal  à  MI. 


Fig.  517. 
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La  tangente  MT  au  point  M  (fig.SïS)  doit  donc  être  telle, 
que  si,  d'un  point  quelconque  G  de  cette  droite,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  GH  et  GI  sur  les  rayons  vecteurs  MF  et 
MF'  du  point  M,  on  ait  MH  =  MI.  Les  triangles  rectangles 
MGH,  MGI,  sont  alors  égaux,  et  il  en  est  de  même  des  angles 
GMH,  GMI.  La  tangente  à  Vellipse  est  donc  bissectrice  de 
V  angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  du  point  de  contact 
et  le  prolongement  de  l'autre  rayon. 

L'angle  F'MTi  étant  Topposé  par  le  sommet  de  l'angle  GMI, 
les  deux  angles  GMH  ou  FMT  et  F'MTi  sont  égaux,  ce  qui  vé- 
rifie le  premier  énoncé  du  théorème. 

GoaOLLÀlRXS. 

981.  La  tangente  à  l'ellipse  n'a  qu'un  point  commun  avec 
la  courbe. 
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Abaissons  du  foyer  F  (Jig.  5ig),  sur  la  tangente  HT  au  point 
M,  une  perpendiculaire  FK  qui  vient  rencontrer  en  9  le  pro- 
longement de  F' M.  La  tangente  étant  bissectrice  de  l*augle 

Fîg.  519. 
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FM 9,  régalité  des  triangles  rectangles  FMK,  9MK,  donne 
FK  =  9K,  c'est-à-dire  que  le  point  9  est  le  symétrique  du 
foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  MX.  L'égalité  des  mêmes 
triangles  donne  MF  =  M9,  et,  par  suite, 

F'9r^MF4-MF':=2a. 

Cela  posé,  la  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  F 9,  un  point  quelconque  Ti  de  cette  droite  est  équidistant 
de  F  et  de  9.  On  a  donc,  d'après  le  triangle  F'T,9, 

T.Fh-T,F'=T.9^T.F'    ou    T,F-f-T,F>F9rr.2a. 

Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  M,  sont 
donc  extérieurs  à  l'ellipse  (979). 

982.  La  tangente  en  un  point  d'une  courbe  peut  couper  la 
courbe  en  d'autres  points;  mais  elle  a  nécessairement  (111) 
avec  la  courbe  au  moins  un  point  commun  de  moins  que  les 
droites  qui  en  ont  le  plus,  De  ce  qu'on  vient  de  démontrer^ 
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il  résulte  donc  qu'une  droite  ne  peut  rencontrer  Tellipse  en 
plus  de  deux  points,  c'est-à-dire  que  Vellipse  est  une  courbe 
convexe, 

983.  Si  Ton  mène  au  point  M  (^g*.  5i8}  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN»  F'MN,  sont 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux.  Donc,  la  normale 
à  Vellipse  est  bissectrice  de  V angle  formé  par  les  rayons  vet*- 
teurs  du  point  de  contact. 

La  normale  en  un  sommet  de  l'ellipse  se  confond  avec  l'axe 
correspondant,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe, 
de  sorte  que  la  courbe  est  inscrite  dans  le  rectangle  construit 
sur  ses  axes. 

Les  rayons  vecteurs  d'un  point  de  l'ellipse,  la  normale  et 
la  tangente  en  ce  point,  déterminent  sur  une  sécante  quel- 
conque quatre  points  conjugués  deux  à  deux  (193). 

SCOLIB. 

984'.  Les  propriétés  précédentes  justifient  la  dénomination 
de  foyer.  L'angle  d'incidence  et  l'angle  de  réflexion  étant 
égaux,  les  rayons  lumineux,  sonores  ou  calorifîques,  qui 
partent  de  l'un  des  foyers  F  d'une  ellipse,  viennent,  en  vertu 
d'une  loi  physique  et  après  leur  réflexion  sur  la  courbe,  con- 
verger à  l'autre  foyer  F'. 

THÉORÈME. 

985.  Le  lieu  des  points  symétriques  9  de  l'un  desfoyei^F 
de  l'ellipse,  par  rapport  aux  tangentes,  est  un  cercle  décrit  de 
l'autre  foyer  F'  comme  centre,  ai^ec  la  longueur  7.a  du  grand 
axe  pour  rayon  {fi g.  5 19). 

Le  premier  alinéa  du  n<^  981  renferme  la  démonstration  de 
ce  théorème. 

On  donne  au  cercle  F' 9  le  nom  de  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  F'.  L'ellipse  a  deux  cercles  directeurs  correspondant 
à  ses  deux  foyers. 

ScOLIB. 

986.  Le  lieu  des  points  équidistants  d'un  cercle  de  centre  V 
et  d'un  point  F  intérieur  à  ce  cercle  est  une  ellipse  dont  les 
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points  F  et  F'  sont  les  foyers  et  qui  a  pour  cercle  directeur 
relatif  au  foyer  F'  le  cercle  donné  (Jig.  5 19). 

En  effets  soit  H  un  point  du  lieu.  En  le  joignant  aux  deux 
points  F  et  F'  et  en  prolongeant  F' H  jusqu'à  sa  rencontre  f 
avec  la  circonrérence  donnée,  on  a  par  hypothèse 

M?  =  MF,    d'où    MF -h  MF  =  F' (p. 

Pour  construire  le  lieu,  il  suffit  évidemment  de  joindre  le 
point  F  à  un  point  quelconque  9  de  la  circonférence  donnée» 
et  d'élever  une  perpendiculaire  TT,  sur  le  milieu  K  de  la 
droite  Fcp;  cette  perpendiculaire  coupe  le  rayon  F'9  en  un 
point  H  du  lieu,  et  elle  est  la  tangente  en  ce  point  (980). 

Le  cercle  directeur  d'une  ellipse  peut  donc  servir  à  tracer 
la  courbe  par  points,  lorsqu'on  connaît  son  foyer  et  son  grand 
axe.  Ce  nouveau  procédé  est  plus  long  que  celui  indiqué  au 
n®  974;  mais  il  a  le  grand  avantage  de  donner  en  même  temps 
la  tangente  en  chaque  point  déterminé.  On  peut  résumer  cette 
construction  comme  il  suit  :  Si^  d'un  point  V pris  à  l'intérieur 
d'un  cercle  F' 9,  on  mène  des  droites  aux  divers  points  de  sa 
circonférence,  les  perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  par 
leurs  milieux  touchent  ou  enveloppent  une  ellipse,  qui  a  pour 
foyers  les  points  F  et  F'  et  pour  grand  axe  le  rayon  F' 9. 

THÉORÈME. 

987.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  ellipse  sur  ses 
tangentes  est  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le  grand 
axe  comme  diamètre, 

Fig.  520. 
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Soient  (fig.  620)  F  et  F'  les  deux  foyers,  K  la  projection  du 

foyer  F  sur  une  tangente  quelconque  TT,,  et  9  le  symétrique 

de  F  par  rapport  à  cette  tangente.  Le  côté  F' 9  du  triangle 

FF' 9  étant  égal  kia  (985),  la  droite  OK  qui  joint  les  milieux 

IL  19 
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des  deux  autres  côtés  est  égale  à  a.  Le  point  K  appartient 
donc  à  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme  dia- 
mètre. 

Réciproquement,  tout  point  K  de  cette  circonférence  est  la 
projection  de  Tun  des  foyers  F  sur  une  tangente.  Car,  si  Ton 
prolonge  FK  d'une  quantité  Kf  =  FK,  on  aura  évidemment 

Par  suite,  le  point  9  appartient  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F',  et  la  perpendiculaire  élevée  sur  F9  par  son  milieu  K 
est  (986)  une  tangente  à  l'ellipse. 
Le  cercle  OK  est  dit  le  cercle  principal  de  l'ellipse. 

SCOLIB. 

988.  Si  le  sommet  d'une  équerre  décrit  le  cercle  principal 
d'une  ellipse^  pendant  que  Vun  de  ses  côtés  passe  constam- 
ment  par  un  foy^er  de  la  courbe  y  l'autre  côté  de  Véquerre  lui 
reste  toujours  tangent.  C'est  là  un  nouveau  moyen  (986)d'ob. 
tenir  l'ellipse  comme  enveloppe  de  ses  tangentes. 

PROBLÈME. 

989.  Mener  une  tangente  à  r ellipse  par  un  point  donné. 

i^  Si  le  point  donné  M  est  sur  la  courbe^  on  le  joint  aux 
deux  foyers  {fig^  5i8),  et  Ton  mène  la  bissectrice  de  l'angle 
FMI  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  MF  et  le  prolonge- 
ment MI  de  l'autre  rayon  MF'  (980). 

2*  Si  le  point  donné  P  est  extérieur  à  F  ellipse  (Jig.  5a  1), 
on  remarque  que  la  question  serait  résolue,  si  l'on  connais- 
sait le  symétrique  f  de  l'un  des  foyers  F  par  rapport  à  la  tan- 
gente cherchée  ;  car  on  aurait  dès  lors  cette  tangente  en  abais- 
sant de  P  une  perpendiculaire  TTi  sur  F(p  :  la  droite  TT. 
couperait  d'ailleurs  F' 9  au  point  de  contact  M  (986).  Or,  le 
point  9  se  trouve  à  la  fois  sur  le  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F'  (985)  et  sur  le  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  PF. 

Ces  deux  cercles  se  coupent  toujours  quand  le  point  P  est 
extérieur  à  l'ellipse*  En  effet,  PF'  étant  la  distance  des  centres, 
PF  et  aa  les  deux  rayons,  le  triangle  PFF'  donne 

PF'  <  PF  +  FF'    et,  à  fortiori,    PF'  <  PF  4-  2  a. 
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Le  point  P  étant  extérieur  à  la  courbe,  on  peut  avoir  PF>> 
ou  <C  2a.  Si  FF  est  moindre  que  20,  on  a 

PF-f-PF>2a,    d'où    PF>2a-PF. 

Si  PF  est  plus  grand  que  2  a,  le  triangle  PFF'  permet  de  poser 

PF'  >  PF  -  FF    et,  à  fortiori    PF'  >  PF  -  2  a. 

Ainsi,  la  construction  précédente  réussit  toujours  quand  le 


Fig.  S31. 
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point  P  est  extérieur  à  la  courbe  ;  et  comme  les  circonfé- 
rences tracées  se  coupent  en  deux  points  f  et  f  1,  il  y  a  deux 
solutions. 

Corollaires. 

990.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  tangentes 
menées  du  point  P  à  l'ellipse  soient  à  angle  droit. 

Si  les  deux  tangentes  TT„  TT,,  menées  du  point  P,  sont  à 
angle  droit  {fig.  522),  comme  elles  sont  respectivement  per- 
pendiculaires sur  le  milieu  des  droites  Ff ,  Ffi,  Tangle  (pF(p, 
de  ces  deux  droites  doit  être  lui-même  un  angle  droit.  Cet 
angle  étant  inscrit  dans  la  circonférence  PF  dont  le  centre 
est  P,  la  droite  991  est  un  diamètre  de  cette  circonférence,  et 
P  est  le  milieu  de  ce  diamètre. 

Le  lieu  du  point  P  est  donc  le  lieu  décrit  par  le  milieu  de 
la  corde  interceptée  dans  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F', 
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par  un  angle  droit  tournant  autour  de  son  sommet  flxe  F. 
Or  si  l'on  joint  le  point  P  aux  foyers  F  et  F',  on  a  Pc  ~  PF,  et 
le  triangle  rectangle  F'Pf  donne  alors 


PF  -h  P <p  ^  Pf  '  -4-  PF  ^  F'9  ^.^  4a». 

La  somme  des  carrés  des  distances  du  point  P  aux  points  F 
et  F'  étant  constante»  le  lieu  cherché  est  une  circonférence 
de  cercle  concenirique  à  Tellipse  et  qui  a  pour  rayon  la  mé- 
diane OP  du  triangle  PFF'  (232  ).  Comme  les  sommets  du  rec- 
langle  construit  sur  les  axes  et  circonscrit  à  Tellipse  (983) 
font  nécessairement  partie  du  lieu»  le  rayon  OP  est  égal  à  la 

demi-diagonale  de  ce  rectangle,  c'est  a  dire  à  v/a^  4-  6»* 

991.  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  à  V ellipse  par  un  point 
extérieur  P,  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui  vont 
du  point  P  aux  deux  foyers  ;  la  droite  qui  va  du  point  P  à 
l'un  des  foyers  est  bissectrice  de  V  angle  formé  par  les  rayons 
vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points  de  contact  M 
et  M'  (Jig.S23). 

Fig.  523. 

/ 
/ 

/ 

r 

1  yl 


Menons  les  deux  cercles  directeurs  de  Tellipse.  9  étant  le 
symétrique  de  F  par  rapport  à  la  tangente  PM  et  9'  le  symé- 
trique de  F'  par  rapport  à  la  tangente  PM'»  les  deux  triangles 
PF9'  et  PF'9  sont  égaux  comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux 
chacun  à  chacun.  Les  angles  FP9'  et  F'P9  sont  donc  égaux. 
Si  l'on  enlève  la  partie  commune  FPF%  les  restes  FP9,  F'P9^ 
sont  égaux»  ainsi  que  leurs  moitiés  MPF»  M'PF\ 

En  second  lieu»  l'égalité  des  triangles  PF9'»  PF'9,  entraîne 
celle  des  angles  PF9'»  P9F'.  Mais  les  deux  triangles  PMf» 
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PMF,  éunt  égaux,  l'angle  P9F'  est  aussi  égal  à  l'angle  PFBf , 
et  la  droite  PF  est  la  bissectrice  de  l'angle  MFM'. 

PROBLÈME. 

992.  Mener  à  P ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

Tout  revient  encore  à  trouver  le  point  symétrique  f  de  l'un 
des  foyers  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée.  Or,  ce  point 
est  à  Tinterseclion  du  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F'  (985) 
et  de  la  perpendiculaire  menée  du  foyer  F  sur  la  droite  don- 
née DD' (^g^.  524  ).  Celte  perpendiculaire  coupe  toujours  le 
cercle  F'  en  deux  points  <f  et  <pi,  puisque  le  point  F  est  inté- 
rieur à  ce  cercle.  Les  perpendiculaires  TT,  et  TT^  élevées 
aux  droites  F  9  et  F  91  par  leurs  milieux  sont  les  tangentes  de- 
mandées, et  leurs  points  de  contact  M  et  M'  sont  à  leurs  ren- 
contres respectives  avec  les  rayons  ¥'<p  et  F'9,  (986). 

Fig.  5ti.{t  Fig.  5a5. 
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Corollaires. 

993.  Les  deux  points  de  contact  M  et  W  des  deux  tangentes 
parallèles  TT„  TT^,  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  0 
de  l'ellipse. 

En  effet,  les  triangles  FM 9,  FM'91, 9F'9.,  sont  des  triangles 
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isocèles  ayant  tous  un  angle  égal  à  la  base;  ils  sont  donc 
semblables  et  ont  leurs  côtés  parallèles.  La  figure  MFH'F' 
étant  un  parallélogramme,  la  diagonale  MM'  passe  par  le  mi- 
lieu 0  de  la  diagonale  FF'  et  y  est  divisée  en  deux  parties 
égales. 

Inversement,  les  tangentes  menées  à  t ellipse  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  centre  sont  parallèles.  Car  le  qua- 
drilatère MFM'F'  étant  dans  ce  cas  un  parallélogramme,  puis- 
que ses  diagonales  se  coupent  en  parties  égales,  les  angles 
FMf,  FM'fi  ont  leurs  côtés  parallèles  et  sont  égaux.  II  en  est 
donc  de  même  de  leurs  moitiés  (980)  FMT,  fiM'T',  cequi 
entraîne  le  parallélisme  des  tangentes  MT,  M'T',  aux  points 
M  et  M'. 

99b.  La  propriété  précédente  appartient  d'ailleurs  à  toutes 
les  courbes  à  centre.  Dans  toute  courbe  à  centre  les  tan-- 
gentes  en  deux  points  M  et  M'  symétriques  par  rapport  au 
centre  0,  sont  parallèles  et»  parsuite^  équidislantes  du  centre. 

En  effet,  si  N  (fig*  525)  est  un  point  de  la  courbe  voisin 
de  M,  et  N'  son  symétrique  par  rapport  à  0,  Tégalité  des 
triangles  MON,  M' ON',  prouve  le  parallélisme  des  cordes  ou 
sécantes  MN,  M'N',  et  leur  égale  distance  au  centre.  Quand  N 
tend  vers  M,  N'  tend  vers  M'.  Les  deux  sécantes  tournent 
donc  à  la  fois  autour  des  points  M  et  M',  de  manière  à  deve- 
nir ensemble  tangentes,  en  restant  toujours  parallèles  et  équi- 
dislantes du  centre. 

995.  Les  points  K  et  K'  [Jig.  524)  appartiennent  au  cercle 
principal  de  Tellipse  (987).  Les  deux  segments  FK,  FK',  étant 
alors  ceux  d'une  corde  quelconque  de  ce  cercle  passant  par 
le  foyer  F,  leur  produit  est  constant.  On  peut  donc  dire  que  le 
produit  des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes  parallèles 
est  constant.  Si  Ton  mène  par  le  foyer  F'  la  corde  LL'  du  cercle 
principal  qui  est  parallèle  à  KK',  on  a  évidemment  FK'  =  F' L. 
On  peut  donc  dire  aussi  que  le  produit  des  distances  des 
deux  foyers  à  une  même  tangente  est  constant.  Si  Ton  veut 
connaître  cette  constante,  il  suffit  de  considérer  la  tangente  à 
Tune  des  extrémités  du  petit  axe,  et  Ton  obtient  immédiate- 
me/it  le  carré  du  demi-petit  axe  ou  fr*  pour  sa  valeur. 


LITRE  TIII.  —   LBS  COUBIBS  D8UBLLB8.  ^gS 

SCOLIB. 

996.  Les  constructions  des  n<»  989  et  992  n'exigent  pas  que 
la  courbe  soit  tracée  ;  il  faut  seulement  qu'elle  soit  définie 
par  ses  deux  foyers  et  la  longueur  du  grand  axe. 

PROBLÈME. 

997.  Étant  donnés  les  foyers  F  et  F'  et  le  grand  axe  Kk' 
d'une  ellipse  y  déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une 
droite  DW  (Jig.S26). 

Hg.  5a6. 
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Supposons  le  problème  résolu,  et  déterminons  le  symé- 
trique <p  du  foyer  F  par  rapport  à  DD'.  M  étant  Pun  des  points 
de  rencontre  de  la  droite  DI)' avec  l'ellipse,  onauraHf  =  MF. 
Prolongeons  F'H  d'une  longueur  M6  =  MF;  F' 6  sera  égal 
à  AA',  et  le  point  G  appartiendra  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F'.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme  centre  avec  MF 
pour  rayon  passe  donc  par  les  deux  points  F  et  (p  et  est  tan- 
gent au  cercle  directeur  F' G.  La  question  est  ainsi  ramenée  à 
trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points  don- 
nés F  et  9  et  tangent  à  un  cercle  donné  F'G.  Nous  avons  ré- 
solu ce  problème  (262,  2""). 

Comme  le  foyer  F  est  intérieur  au  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  F',  il  y  aura  évidemment  deux  solutions,  une  seule 
ou  zéro,  suivant  que  le  point  9  sera  lui-même  intérieur,  com- 
mun ou  extérieur  au  cercle  directeur  F' G.  La  droite  DD'  sera 
donc  sécante,  tangente  ou  extérieure  à  l'ellipse,  suivant  les 
mêmes  conditions. 
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Corollaire. 

998.  Une  droite  ne  pouvant  rencontrer  une  ellipse  en  plus 
de  deux  points^  l'ellipse  est  une  courbe  convexe  (982). 

§  IL  -  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  L'HYPERBOLE. 

999.  L'hyperbole  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  diffé- 
rence des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points 
fixes  de  son  plan  est  égale  à  une  longueur  constante.  Ainsi 
(Jig'Si']),  les  deux  points  fixes  étant  F  et  F'  et  la  longueur 
donnée  étant  représentée  par  la  droite  AA\  on  aura  pour  tout 
point  M  de  Thyperbole 

MF-MF=iiiAA'. 

suivant  que  le  point  considéré  sera  plus  éloigné  du  point  F 
ou  du  point  F'. 

D'après  cela,  pour  décrire  un  arc  d'hyperbole  d'un  mouve- 
ment  continu^  on  prend  une  règle  F'K  dont  on  fixe  l'une  des 
extrémités  au  point  F'  (Jig.  527],  de  manière  qu'elle  puisse 

Fig.  527. 


seulement  tourner  autour  de  ce  point.  Un  fil  dont  la  longueur 
est  moindre  que  celle  de  la  règle  de  la  constante  AA%  est  fixé 
par  l'une  de  ses  extrémités  au  point  F  et,  par  l'autre,  au  point  K. 
Si  Ton  tend  alors  constamment  ce  fil  le  long  de  la  règle  à  l'aide 
d'un  crayon,  en  faisant  tourner  la  règle  autour  de  F',  la  pointe 
du  crayon  trace  un  arc  de  l'hyperbole  demandée  ;  car,  pour 
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une  position  quelconque  M  de  cette  pointe,  on  a  (dans  le  cas 

de  la  figure) 

MF  -  MF=  (MF  +  MK)  — (MF  -+-MK)  =  AA'. 

En  prenant  pour  centre  de  rotation  de  la  règle  le  point  F,  et 
en  attachant  la  seconde  extrémité  du  fil  au  point  F\  on  ob- 
tient la  seconde  partie  de  la  courbe.  Quand  la  règle  est  au- 
dessus  de  FF'y  le  fil  doit  être  tendu  contre  son  arête  infé- 
rieure; c'est  l'inverse,  quand  la  règle  est  au-dessous  de  FF'. 
On  voit  que  l'hyperbole  est  formée  de  deux  parties  qui  ne 
peuvent  avoir  aucun  point  commun,  puisqu'on  a  toujours, 
pour  la  partie  de  droite  de  la  figure,  MF'  >>MF,  et  pour  celle 
de  gauche,  MF>  MF'.  Chaque  partie  est  d'ailleurs  composée 
de  deux  branches  qui  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  droite  FF';  rien  ne  limite  en  effet  l'éloigne- 
ment  des  points  obtenus  sur  la  courbe,  que  la  longueur  même 
de  la  règle  et  du  fil  employés.  L'hyperbole  est  donc  une 
courbe  à  branches infinies,B\xssï  bien  dans  la  direction  FF'  que 
dans  la  direction  perpendiculaire. 

1000.  Les  points  F  et  F'  sont  les  foyers  de  l'hyperbole,  les 
droites  MF  et  MF'  sont  les  rayons  vecteurs  du  point  M.  La  lon- 
gueur AA'  est  ordinairement  représentée  par  si  a.  La  dis- 
tance FF'  se  nomme  distance  focale  et  on  la  représente  parue. 
L'existence  du  triangle  MFF'  entratne  la  condition  20 ^2a 
ou  c?>a. 

Le  rapport  -  est  Y  excentricité  de  l'hyperbole.  Cette  excen- 
tricité peut  varier  de  i  à  oo  .  Pour  c  =  a,  elle  est  égale  à  i,  et 
l'hyperbole  se  réduit  aux  deux  portions  de  la  droite  FF'  qui 
sont  séparées  par  la  distance  FF';  pour  a  ==  o,  elle  est  infinie, 
et  l'hyperbole  se  réduit  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  mi- 
lieu de  FF'.  Entre  ces  deux  limites,  l'hyperbole  se  rapproche 
d'autant  plus  de  la  droite  FF'  que  l'excentricité  est  plus  petite. 

1001.  On  peut  aussi  tracer  Yh^^tthol^  par  points  (Jig»Sai8). 
En  effet,  marquons  le  milieu  0  de  la  distance  focale  FF'  ei, 
de  part  et  d'autre  du. point  0,  prenons  0A=OA'  =  a,  puis  un 
point  K  quelconque  sur  le  prolongement  de  OA.  Si  des 
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points  F  et  F'  comme  centres,  avec  des  rayons  respectivement 
égaux  à  AK  et  à  A'  K,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle,  leurs 


Fig.  528. 
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points  d'intersection  M  et  H'  appartiendront  à  l'hyperbole, 
car  on  aura 

MF'  -  MF  =  M' F'  -  M' F  =  A'  K  -  AK  =  a  «. 

La  distance  des  centres  FF'  étant  toujours  plus  grande  que 
la  différence  na  des  rayons»  il  suffit,  pour  l'intersection  des 
deux  circonférences,  que  cette  distance  soit  moindre  que  la 
somme  des  rayons,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

FF'<AK-f-A'K    ou    ac<2AK-+-2«. 

La  condition  cherchée  est  donc 

AK>c— a    ou    AK>AF. 

Comme  on  peut  échanger  les  centres  sans  modiQer  les 
rayons,  chaque  point  K  permet  d'obtenir  quatre  points  M 
et  M',  N  etN'  de  l'hyperbole.  Le  point  K  doit  seulement  être 
au  delà  du  point  F,  sans  que  rien  limite  sa  position  à  droite  de 
ce  point.  Ce  que  nous  venons  de  dire  résulte  d'ailleurs  de  la 
symétrie  de  l'équation  de  condition  MF'  — MF=:i±2a,  par 
rapport  aux  deux  rayons  vecteurs. 

Si  le  point  K  est  en  F,  les  points  correspondants  de  l'hy- 
perbole sont  les  points  A  et  A'.  Le  rayon  vecteur  minimum 
est  c  — a;  il  n'y  a  pas  de  rayon  vecteur  maximum,  puisque 
les  rayons  vecteurs  d'un  point  de  la  courbe  peuvent  croître 
jusqu'à  l'infini. 
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THÉORÈME. 

1009.  L*  hyperbole  a:  i^  pour  cuces^  \a  droite  ÀÀ'  qui  passe 
par  ses  deux  foyers,  et  la  droite  VW  perpendiculaire  au  milieu 
de  la  première;  a^  pour  centre,  l'intersection  0  de  ces  deux 
droites  {Jig.  628). 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (985),  en  considé- 
rant la  différence  des  rayons  vecteurs  au  lieu  de  leur  somme. 

COROLLAIRB. 

1003.  Des  deux  axes  ÀA'  et  BB'  le  premier  seul  rencontre 
la  courbe.  L'axe  AA'  est  dit  Taxe  transverse  de  l'hyperbole. 
Taxe  BB'  est  dit  son  axe  non  transverse.  Les  extrémités  A  et  A' 
de  Taxe  transverse  sont  les  sommets  de  la  courbe. 

THÉORÈME. 

1004.  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  V hy- 
perbole, la  différence  de  ses  distances  aux  deux  foyers  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  2a  (fig.  52g). 

FIg.  Sag. 
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Le  point  N  étant  intérieur,  joignons-le  aux  deux  foyers.  NF' 
coupant  au  point  H  la  branche  de  courbe  qui  correspond  au 
foyer  F,  on  a 

NF<MN-+-MF,    d'oii    NF'-NF>NF-Mi\-MF, 

c'est-à-dire 

NF-NF>MF-MF    ou    2<i. 
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Le  point  N'  étant  extérieur,  joignons-le  aux  deux  foyers. 
F'N'  prolongé  coupant  au  point  M  la  branche  de  courbe  qui 
correspond  au  foyer  F,  on  a 

N'F+MN'>MF,    d'où    MF'-N'F- MN'<MF'- MF, 

c'est-à-dire 

N'F--N'F<2a. 

Corollaire. 

1005.  Ce  tliéorème,rapproclié  de  la  définition  de  la  courbe, 
fournil  un  critérium  pour]juger  de  la  position  d'un  point  quel- 
conque de  son  plan  par  rapport  à  Thyperbole  supposée  non 
tracée.  Suivant  que  la  différence  des  distances  du  point  con- 
sidéré aux  deux  foyers  est  inférieure^  égale  ou  supérieure  à 
na,  ce  point  est  hors  de  la  courbe,  sur  la  courbe  ou  dans  son 

intérieur. 

THÉORÈME. 

1006.  La  tangente  à  l'hyperbole  est  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  les  rayons  vecteurs  du  point  de  contact  [fig*  53o,  53 1  ). 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (980),  en  remar- 
quant que  dans  i'ellipse  les  rayons  vecteurs  d'un  même  point 
varient  en  sens  contraires,  tandis  que  dans  l'hyperbole  ils  va- 
rient dans  le  même  sens. 

1007.  Régiproqubmbnt,  la  courbe  dont  la  tangente  fait  des 

angles  égaux,  extérieurement  ou  intérieurement,   avec  les 

rayons  vecteurs  menés  du  point  de  contact  à  deux  points  fixes, 

est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  ces  points  fixes  sont  les 

foyers. 

Fig.  53o. 
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En  effet,  si  l'on  abaisse  d'un  point  G  de  la  tangente  MT 
(fig.  53o)  des  perpendiculaires  GH  et  GI  sur  les  rayons  vec- 
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leurs  du  point  M,  les  triangles  rectangles  ainsi  formés  seront 
égaux,  puisque  la  tangente  est  par  hypothèse  la  bissectrice  de 
Tangle  HMI;  on  aura  donc  MH  ==  MI. 
Considérons  maintenant  la  sécante  MM'S  (yîgr*  53i)  qui 

Fig.  53 1. 
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coupe  la  courbe  en  M  et  en  W ^  et  portons  les  rayons  vecteurs 
du  point  M'  sur  ceux  du  point  M  en  FC  et  enF'D.  Si  l'on  mène 
alors»  d'un  point  G  quelconque  de  la  sécante,  les  parallèles  GH 
et  GlàM'Cetà  M'D,  les  quadrilatères  M'CMD,  GHMI,  seront 
semblables,  et  l'on  aura  constamment 

MCMH 
MD  ""  Ml  ' 

Mais  à  la  limite,  quand  le  point  M'  vient  en  M,  la  sécante 
MM'S  est  remplacée  par  la  tangente  MT,  et  Ton  a  MH=MI. 

Donc,  la  limite  du  rapport  rr^  est  aussi  l'unité. 

Or,  si  les  deux  rayons  vecteurs  varient  en  sens  contraires, 
MD  étant  la  diminution  du  premier,  MC  est  l'augmentation 
égale  du  second,  et  la  courbe  est  une  ellipse,  puisque  la 
somme  des  rayons  vecteurs  d'un  même  point  demeure  con- 
stante. Si  les  deux  rayons  vecteurs  varient  dans  le  même  sens, 
MD  étant  l'augmentation  de  l'un,  MC  est  l'augmentation  égale 
de  l'autre,  et  la  courbe  est  une  hyperbole,  puisque  la  diffé- 
rence des  rayons  vecteurs  d'un  même  point  demeure  con- 
stante. 

Corollaires. 

1008.  Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  M, 
sont  extérieurs  à  l'hyperbole  qui  est,  par  suite,  une  courbe 
convexe. 
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Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (981),  en  rempla- 
çant la  somme  des  rayons  vecteurs  par  leur  différence. 

1009.  Si  Ton  mène  au  point  M  (Jig.  532)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MX»  les  angles  FMN^  LMN,  sont  égaux 

Fig.  533. 


comme  compléments  d'angles  égaux.  Donc,  la  normale  à  Vhjr^ 
perbole  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  l'un  des  rajrons 
vecteurs  du  point  de  contact  et  le  prolongement  de  Vautre 
rayon. 

La  normale  en  un  sommet  de  l'hyperbole  se  confond  avec 
l'axe  transverse,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

La  tangente,  la  normale  et  les  rayons  vecteurs  menés  en  un 
même  point  de  la  courbe  rencontrent  une  sécante  quelconque 
en  quatre  points  conjugués  deux  à  deux  (193). 

Si  une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  les  mêmes  foyers  ou 
sont  homofocales,  elles  se  coupent  à  angle  droit;  car,  en  l'un 
quelconque  des  points  d'intersection,  la  tangente  de  Tune  est 
la  normale  de  l'autre  (980,  983). 

iOlO.  Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  rayons  lumineux,  so- 
nores ou  calorifiques,  qui  parlent  de  l'un  des  foyers  F,  s'éloi- 
gnent de  plus  en  plus  de  l'autre  foyer  F'  après  leur  réflexion 
sur  la  courbe;  mais  toutes  leurs  directions  prolongées  vien- 
nent y  converger. 

THÉORÈME. 

1011.  Le  lieu  des  points  sy^mé  triques  f  de  l'un  des  foyers  F 
par  rapport  aux  tangentes  est  un  cercle  [directeur)  décrit  de 
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Vautre  foyer  F'  comme  centre  avec  la  longueur  aa  de  l'axe 
transverse  pour  rayon  (Jig.  53a  ). 

Le  lieu  des  points  équidistants  d'un  cercle  de  centre  ¥'  et 
d'un  point  F  extérieur  à  ce  cercle  e^t  une  hyperbole  dont  les 
foyers  sont  les  points  F  et  F',  et  dont  le  cercle  directeur  rela^- 
tifou  foyer  F'  est  le  cercle  donné. 

Hème  démonstration  que  pour  Tellipse  (985»  986),  en  rem- 
plaçant toujours  la  somme  des  rayons  vecteurs  par  leur  diffé* 
rence.  L'hyperbole  a,  comme  l'ellipse»  deux  cercles  directeurs. 

CoaOLLÀIRB. 

1012.  Ce  théorème  fournit  une  nouvelle  construction  par 
points  (1001)  de  l'hyperbole»  qu'on  peut  résumer  comme  il 
suit  :  Si  d'un  point  F  pris  à  l'extérieur  d'un  cercle  F',  on 
mène  des  droites  aux  divers  points  de  sa  circonférence,  les 
perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  par  leurs  milieux  enve- 
loppent une  hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  points  F  et  F'  et 
pour  axe  transverse  le  rayon  du  cercle  ¥'  ;  les  points  de  conr- 
tact  de  ces  tangentes  sont  à  leurs  rencontres  avec  les  prolon-- 
gements  des  rayons  du  cercle  F'  qui  correspondent  aux  points 

considérés. 

THÉORÈME. 

1013.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  hyperbole  sur 
ses  tangentes  est  la  circonférence  décrite  sur  l'axe  transverse 
comme  diamètre  [Jig.  533). 

Fig.  533. 
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Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (987).  Le  cercle 
obtenu  est  dît  le  cercle  principal  de  l'hyperbole. 

Corollaires. 

lOU.  Soient  {Jig.  533)  la  tangente  MT,  les  rayons  vecteurs 
HF,  MFS  de  son  point  de  contact^  9  le  symétrique  du  foyer  F 
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par  rapport  à  la  tangente  MT,  K  la  projection  de  ce  foyer  sur 
la  tangente.  Les  rayons  OK  et  F' 9  du  cercle  principal  et  du 
cercle  directeur  relatif  au  foyer  F'  restent  toujours  parallèles 
entre  eux  pendant  que,  le  point  9  parcourant  le  cercle  direc- 
teur, la  droite  Fcp  tourne  autour  du  foyer  F  (1012, 1013).  Au 
moment  où  cette  droite  devient  tangente  au  cercle  directeur, 
elle  le  devient  donc  aussi  au  cercle  principal  (252);  soient  9 
et  K  ses  points  de  contact  avec  ces  deux  cercles  [Jig.  534).  ^ 


tangente  à  Thyperbole  qui  passe  par  le  point  K,  étant  perpen- 
diculaire à  F9,  n'est  alors  autre  chose  que  le  prolongement  du 
rayon  OK  et  devient  parallèle  au  rayon  F'f ,  de  sorte  que  son 
point  de  contact  M  s'éloigne  à  rinflni  (1012).  La  droite  OKH 
ainsi  obtenue,  qui  touche  la  branche  supérieure  de  la  demi- 
hyperbole  de  droite  à  l'infini,  est  appelée  asymptote  de  l'hy- 
perbole. 

L^  seconde  tangente  commune  menée  au  cercle  principal  et 
au  cercle  directeur  F'  par  le  foyer  F  correspond  à  une  seconde 
asymptote  OK'M',  qui  touche  à  l'infini  la  branche  inférieure 
de  la  demi-hyperbole  de  droite. 

Les  droites  OKM,  OK'M%  étant  également  inclinées  de  part 
et  d'autre  de  l'axe  transverse,  si  l'on  fait  faire  à  l'hyperbole 
une  demi-révolution  autour  de  son  axe  non  transverse,  les 
foyers  ne  font  que  s'échanger  ainsi  que  les  deux  demi-hy- 
perboles, de  sorte  que  le  prolongement  OMi  delà  droite  OKM 
est  asymptote  à  la  branche  inférieure  de  la  demi- hyperbole 
de  gauche,  tandis  que  le  prolongement  OM',   de  la  droite 
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OK'M'  est  asymptote  à  la  branche  supérieure  de  cette  demi- 
byperbole. 

En  résumé,  Y  hyperbole  a  pour  asymptotes  les  deux  droites 
indéfinies  tracées  par  son  centre^  parallèlement  aux  rayons  du 
cercle  directeur  F'  qui  correspondent  aux  tangentes  communes 
menées  du  foyer  F  au  cercle  F'  et  au  cercle  principal  de  la 
courbe.  Ces  droites  sont  d'un  grand  secours  pour  la  construc- 
tion de  l'hyperbole,  puisqu'elles  font  connaître  les  directions 
vers  lesquelles  tendent  ses  branches  Infinies. 

1015.  Soient  {fig.  535)  les  asymptotes  xx',  y/,  de  l'hyper- 
bole dont  les  foyers  sont  F  et  F'  et  les  axes  AA'  et  BB'.  Me-* 

Fig.  535. 
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nons  au  point  A  la  perpendiculaire  AC  à  l'axe  transverse, 
jusqu'à  la  rencontre  de  l'asymptote  y/.  D'après  ce  qui  pré- 
cède, si  l'on  abaisse  aussi  FK  perpendiculaire  sur^,  on  aura 
OK  =  a.  Les  deux  triangles  rectangles  OAC,  OKF,  sont  donc 
égaux,  et  OC  =  0F=  c.  On  voit  que,  a  et  c  éunt  donnés,  on 
en  déduit  AC;  de  même,  a  et  AC  étant  connus,  on  en  déduit  c. 
Achevons  le  rectangle  CC'D'D.  Par  analogie  avec  l'ellipse 
(976),  la  longueur  BB'=  2  AC  ainsi  déterminée  est  appelée  la 
longueur  de  l'axe  non  transverse  de  l'hyperbole,  et  on  la  re- 
présente par  26.  Remarquons  que  le  parallélogramme  ABA'B' 
a  ses  côtés  parallèles  aux  asymptotes. 

II.  20 
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Les  trois  longueurs  a,  b,  c,  sont  liées  entre  elles  par  la  re- 
lation c'=a'  +  fr^  Elles  sont  liées  dans  Tellipse  par  la  relation 
c*  =ia*-'  6%  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  chan- 
gement de  6'  en  —  6'.  Par  suite,  les  propriétés  de  l'ellipse  et 
de  l'hyperbole  qui  ne  dépendent  que  des  longueurs  de  leurs 
axes  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  le  simple  change- 
ment  de  6*  en  —  fc'. 

1016.  Lorsqu'on  donne  les  longueurs  des  axes  de  l'hypei^ 
bole,  il  est  facile  de  déterminer  graphiquement  les  foyers.  On 
n'a  qu'à  élever  à  l'extrémité  A  de  l'axe  transverse  une  perpen- 
diculaire AC  =  6(^g-.  535)  et  à  décrire  du  point  0  comme 
centre,  avec  OC  pour  rayon,  une  circonférence  qui  coupe  l'axe 
transverse  aux  deux  foyers  F  et  F'.  On  trouve  en  même  temps 
l'asymptote  OC  et  sa  symétrique  OC. 

1017.  On  appelle  hyperbole  équilatère  une  hyperbole  dont 
les  deux  aifes  ont  la  même  longueur.  Le  rectangle  CC'D'D 
[Jig.  535)  devenant  alors  un  carré,  on  voit  que  les  asjrmptotes 
d'une  hyperbole  équilatère  sont  àangle  droit  l'une  sur  Vautre, 

1018.  On  entend  par  hyperboles  conjuguées  deux  hyper- 
boles qui,  ayant  les  mêmes  axes  et,  par  suite,  le  même  centre, 
la  même  distance  focale  et  les  mêmes  asymptotes,  sont  situées 
par  rapport  à  ces  asymptotes  dans  des  angles  différents  ;  c'est- 
à-dire  que  l'axe  transverse  de  l'une  est  l'axe  non  transverse 
de  l'autre,  et  réciproquement  {Jig.  535). 

Deux  hyperboles  conjuguées  ne  sont  identiques  et  ne  peu- 
vent se  substituer  l'une  à  l'autre  par  un  quart  de  révolution, 
que  lorsqu'elles  sont  équilatères  (1017). 

PROBLÈME. 

1019.  Mener  une  tangente  à  V hyperbole  par  un  point  donné» 
Mêmes  procédés  que  pour  l'ellipse  (989). 

Corollaires. 

1020.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
r hyperbole  est  une  circonférence  concentrique  à  la  courbe  et 

ayant  pour  rayon  ^a*  —  6*  (  990,  1015  ). 

La  démonstration  directe  est  la  même  que  pour  l'ellipse. 
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Seulement,  la  question  revient  ici  à  chercher  le  lieu  des  mi- 
lieux des  cordes  interceptées  dans  le  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  F%  par  un  angle  droit  dont  le  sommet  F  lui  est  exté- 
rieur. Le  problème  peut  alors  être  impossible»  et  le  lieu  ces- 
ser d'exister,  si  l'on  a  a  <  6, 

La  tangente  de  l'angle  aigu  formé  par  l'asymptote  0^  avec 

l'axe  transverse  étant  représentée  par-»  le  problème  est  im- 
possible quand  cet  angle  est  supérieur  à  45  degrés  ou  quand 
l'angle  yOx  des  deux  asymptotes  (  fig.  535)  est  obtus  :  il  est 
possible,  au  contraire,  quand  cet  angle  est  aigu. 

En  effet,  l'angle  des  deux  asymptotes  est  précisément  (  iOli  ) 
le  supplément  de  celui  des  deux  tangentes  qu'on  peut  mener 
au  cercle  directeur  F'  par  le  foyer  F.  Or,  ce  n'est  que  lorsque 
l'angle  de  ces  deux  tangentes  est  obtus,  que  les  deux  côtés 
de  l'angle  droit  dont  le  sommet  est  en  F  peuvent  rencontrer 
à  la  fois  le  cercle  F'. 

Lorsque  l'angle  des  asymptotes  est  droit,  celui  des  deux 
tangentes  menées  du  foyer  F  au  cercle  directeur  F'  est  aussi 
droit,  et  il  n'y  a  pas  d'autre  angle  droit  circonscrit  à  l'hyper* 
bole  que  celui  de  ses  asymptotes.  Ce  résultat  limite  est  d'ail- 
leurs évident,  car,  la  courbe  étant  alors  équilatère  (  1017),  on  a 
a  =  6,  et  le  lieu  se  réduit  au  centre  de  l'hyperbole. 

En  généra],  le  problème  n'est  possible  que  pour  l'une  des 
deux  hyperboles  conjuguées  (1018)  déterminées  par  les  axes 
a  et  b. 

1021.  Les  tangentes  PH,  PM',  menées  à  V hyperbole  par  un 
point  extérieur  P,  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui 
vont  dufoyerV  aux  deux  foyers  ;  la  droite  qui  va  du  point  P 
à  l'un  des  foyers  est  bissectrice  de  l'angle  intérieur  ou  exté- 
rieur des  rayons  vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points 
de  contact  M  et  M',  suivant  que  les  deux  tangentes  touchent 
l  *  hyperbole  dans  la  même  région  ou  dans  deux  régions  diffé- 
rentes. 

PROBLÈME. 

1023.  Mener  à  l'hyperbole  une  tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée  {fig.  536). 

20. 
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Même  procédé  que  pour  l'ellipse  (992).  Seulement,  le  pro- 
blème n'est  pas  toujours  possible.  Il  faut  que,  si  Ton  mène 


par  le  centre  de  la  courbe  une  parallèle  à  la  droite  donnée, 
elle  ne  tombe  pas  dans  les  angles  des  asymptotes  qui  ren- 
ferment l'hyperbole.  En  effet,  pour  que  la  perpendiculaire 
menée  du  foyer  F  à  la  droite  donnée  rencontre  le  cercle  di- 
recteur F',  iU  est  nécessaire  qu'elle  tombe  au-dessous  de  la 
droite  FK,  perpendiculaire  à  la  fois  à  l'asymptote  O7  (fig.  535), 
et  tangente  à  ce  cercle  directeur.  Le  problème  n'est  donc  en 
général  possible  que  pour  l'une  des  deux  hyperboles  conju- 
guées déterminées  par  les  axes  a  et  b. 

Corollaires. 

1023.  Les  deux  tangentes  parallèles  à  Une  droite  donnée 
ont  leurs  points  de  contact  symétriques  par  rapport  au 
ce/i/re(993). 

1024.  Le  produit  des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes 
parallèles  ou  le  produit  des  distances  des  deux  foyers  à  une 
même  tangente  est  constant  (995  ). 

Sgolis. 

1025.  Les  constructions  des  n"»*  1019  et  1022  n'exigent  pas 
que  l'hyperbole  soit  tracée  (996). 
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PROBLÈME. 

1026.  Connaissant  les  foyers  F  et  F'  et  Vaxe  transverse 
d'une  hyperbole,  déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une 
droite  donnée. 

Même  procédé  que  pour  Fellipse  (997). 


§  ni.  -  PROPMÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  LA  PARABOLE. 


DÉFINITION  ET  TRACÉ  DE  LÀ  COURBE. 

1027.  La  parabole  est  une  courbe  plane  telle,  que  chacun 
de  ses  points  est  équidistant  d'un  point  fixe  et  d'une  droite 
Qxe  donnés  dans  son  plan.  Ainsi  (^gr*537)y  le  point  fixe 

Fig.  537. 
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étant  F  et  la  droite  fixe  DD%  on  aura,  pour  tout  point  M  de  la 
parabole,  en  abaissant  MH  perpendiculaire  sur  DD',  MF =HH. 
Par  sa  définition  même»  la  parabole  est  nécessairement  située 
tout  entière  du  même  côté  que  le  point  fixe  par  rapport  à  la 
droite  fixe. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire»  pour  décrire  un  arc  de  pa- 
rabole d'un  mouvement  continu,  on  fait  coïncider  l'arête 
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d'une  règle  avec  la  droite  DD',  et  Ton  applique  contre  cette 
règle  le  petit  côté  KH  d'une  équerre  KHG.  Un  fil,  égal  en 
longueur  au  grand  côté  HG  de  cette  équerre,  est  fixé  par  ses 
deux  extrémités,  d'une  part  au  point  F,  et  de  Tautre  à  l'extré- 
mité G  du  côté  HG.  Si  l'on  tend  alors  constamment  ce  fil 
contre  le  grand  côté  de  l'équerre  à  l'aide  d'un  crayon,  et  si 
l'on  fait  en  même  ten^ps  glisser  l'équerre  le  long  de  la  règle, 
la  pointe  du  crayon  décrit  un  arc  de  parabole.  En  effet,  pour 
une  position  quelconque  H  de  cette  pointe,  on  a 

6M-4-MF=:GH  =  6M  +  MH,    d'où    MF  =  MH. 

En  opérant  de  cette  manière,  on  trace  d'un  mouvement 
continu  l'arc  BA,  qui  va  du  point  B  de  la  courbe  dont  la  dis- 
tance  au  point  F  est  égale  à  GH,  jusqu'au  point  A  milieu  de 
la  perpendiculaire  FL  abaissée  du  point  F  sur  la  droite  DD'. 
Il  faut  ensuite  retourner  l'équerre»  comme  l'indique  la  figure, 
pour  décrire  l'arc  AB'. 

On  voit  que  la  parabole  est  formée  de  deux  branches  qui 
s'étendent  indéfiniment,  à  partir  du  point  A,  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  droite  FL;  car  si  l'on  emploie  une  règle,  une 
équerre  et  un  fil  assez  longs,  rien  ne  limite  Téloignement 
des  points  obtenus  sur  la  courbe.  La  parabole  est  donc  une 
courbe  à  branches  infinies,  mais  sans  séparation,  et  d'un  seul 
côté  de  la  droite  fixe. 

1028.  Le  point  F  est  le  foyer  de  la  parabole,  la  droite  DD' 
est  sa  directrice.  La  droite  MF  est  le  rayon  vecteur  du  point  H. 
La  distance  FL  du  foyer  à  la  directrice  se  xiomme  le  paramètre 
de  la  courbe,  et  on  la  représente  par/?. 

1029.  On  peut  aussi  tracer  la  parabole  par  points. 

En  effet,  prenons  (^g.538)  un  point  P  quelconque  sur  la 
perpendiculaire  FL  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice.  Par  le 
point  P,  menons  une  perpendiculaire  à  FL  ou  une  parallèle  à 
la  directrice,  et  du  foyer  F  comme  centre,  avec  PL  pour  rayon, 
décrivons  une  circonférence  qui  coupera  cette  parallèle  en 
deux  points  M  et  M'  appartenant  à  la  parabole,  comme  équi- 
distants  du  foyer  et  de  la  directrice. 
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Pour  que  les  points  d'intersection  M  et  M' existent,  il  suffit 
que  le  point  P  soit  à  Tinlérieur  du  cercle  décrit  du  foyer  F 
comme  centre  avec  PL  pour  rayon,  c'est-à-dire  qu'on  ait 
FP  <  PL.  Cette  condition  sera  toujours  remplie  lorsque  le 
point  P  sera  à  droite  du  foyer  F  (dans  le  cas  de  la  flgure); 
mais  elle  exige,  si  le  point  P  est  à  gauche  de  F,  qu'il  reste  à 

Fiff.  538. 


droite  du  point  A  milieu  de  FL.  Si  l'on  a  dans  ce  cas,  comme 
condition  limite,  FP  =  PL,  le  point  P  se  confond  avec  le 
point  Â,  et  los  deux  points  M  et  H'  se  réunissent  en  ce  point. 

Le  rayon  vo^leur  minimum  est  donc  AF  ou^;  il  n'y  a  pas  de 

rayon  vecteur  maximum,  rien  ne  limitant  l'éloignement  du 
point  P  à  droite  du  foyer  F. 

THÉORÈME. 

1030.  La  parabole  a  pour  axe  la  perpendiculaire  menée  du 
foyer  sur  la  directrice  [Jig»  SSj  ). 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (975,  i*).' 
Le  point  A,  commun  à  la  parabole  et  à  son  axe,  est  le 
sommet  i^  la  courbe. 

THÉORÈME. 

1031.  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  la 
parabole,  sa  distance  au  foyer  est  moindre  ou  plus  grande  que 
sa  distance  à  la  directrice  (Jig*  539  ). 

Soit  d'abord  un  point  N  intérieur  à  la  courbe.  Menons  la 
droite  NF  et  la  perpendiculaire  NH  à  la  directrice,  laquelle 
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coupera  la  parabole  au  point  M  (  1027) .  Le  triangle  NFM  donne 
alors 

NF<NM-hMF    ou    NF<NH,    puisque    MF  =  MH. 

Soit  de  même  un  point  N'  extérieur  à  la  courbe.  Si  le 
point  N'  et  le  foyer  sont  de  côtés  différents  par  rapport  à  la 
directrice,  la  proposition   est  évidente.  Sinon»  menons  la 


Fig.  539. 
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droite  N'F  et  la  perpendiculaire  N'H  à  la  directrice,  laquelle 
prolongée  coupera  la  parabole  au  point  M.  Le  triangle  N'FM 
donne  alors 

N'F>MF  — MN'    ou    N'F>N'H,    puisque    MF  =  MH. 

Corollaire. 

1032.  Ce  théorème,  rapproché  de  la  définition  de  la  courbe, 
fournit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un  point 
quelconque  de  son  plan  par  rapport  à  la  parabole  supposée 
non  tracée.  Suivant  que  la  distance  du  point  considéré  au 
foyer  est  égale,  supérieure  ou  inférieure  à  sa  distance  à  la 
directrice,  ce  point  est  à  la  courbe,  il  lui  est  extérieur  ou  in- 
térieur. 

THÉORÈME. 

1033.  La  tangente  à  la  parabole  fait  extérieurement  des 
angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et 
avec  la  parallèle  menée  à  l'axe  par  le  même  point. 

Prenons  sur  la  parabole  [fig,  54o}  deux  points  voisins  M 


LITEB  TIII.  -^   LBft  G0UBBE8  U8UBLLB8. 


3l3 


etH';  menons  la  sécante  MM' S,  abaissons  des  deux  points 
considérés  les  perpendicuIairesMf ,  M'(p%  sur  la  directrice DDS 
et  traçons  leurs  rayons  vecteurs.  Portons  sur  FM  une  lon- 
gueur FC=  FM',  et  sur  <pM  une  longueur  çE  =  cp'M'.  D'après 
la  définition  de  la  parabole,  MC  est  égal  à  ME. 


Fig.  540. 
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Fig.  541. 


D'un  point  G  quelconque  de  la  sécante  MM'S,  menons  à  M'C 
et  à  M'E,  jusqu'à  la  rencontre  de  FM  et  de  f  M,  les  paral- 
lèles GI  et  GH.  Les  deux  quadrilatères  CM'EM,  IGHM,  sont 
semblables  (213),  et  l'égalité  de  MC  et  de  ME  entratne  celle 
de  MI  et  de  MH. 

A  mesure  que  le  point  M'  se  rapproche  du  point  M,  GH 
reste  comme  M'E  perpendiculaire  à  M<p,  tandis  que  GI,  per- 
pendiculaire à  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  du  triangle 
isocèle  M' FC,  tend  à  le  devenir  au  rayon  vecteur  FM.  On  a  de 
plus  constamment  MI=MH.  La  tangente  à  la  parabole  {Jig,  54>  ) 
doit  donc  être  telle,  que  si,  d'un  point  quelconque  G  pris  sur 
cette  droite,  on  abaisse  des  perpendiculaires  GI  et  GH  sur  le 
rayon  vecteur  du  point  de  contact  M  et  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  directrice,  on  ait  MI  ==  MH.  Les 
triangles  rectangles  MGI,  MGH,  sont  donc  égaux,  ainsi  que 
les  angles  GMI,  GMH.  La  tangente  à  la  parabole  est  donc 
bissectrice  de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point 
de  contact  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la 
directrice. 

Mais  l'angle  GMH  étant  Topposé  par  le  sommet  de  l'an- 
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gle  T.MO,  les  deux  angles  GMI  ou  THF  et  T,MO  sontégaui; 
ce  qui  conduil  à  renoncé  adopté. 

1034.  Réciproqubmbnt,  la  courbe  dont  la  tangente  est  bissec- 
trice de  l'angle  formé  par  les  droites  menées  d'un  point  de  la 
courbe  à  un  point  fixe,  et  perpendiculairement  à  une  droite 

fixe,  est  une  parabole  ayant  le  point  et  la  droite  fixes  pour 
foyer  et  pour  directrice^ 

Démonstration  analogue  à  celle  donnée  pour  Tellipse  et 
l'hyperbole  (1007). 

Corollaires. 

1035.  Soit  S  le  point  où  la  sécante  MH'S  [fig.  54o)  coupe  la 
directrice  DD^  On  a,  à  cause  des  parallèles, 

MS  _  My  _  MF 

M'S""M'<p'""M'F' 

• 

la  droite  SF  est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  en  F  du 
triangle  MFM'  (192).  La  droite  qui  joint  le  foyer  d*  une  para- 
bole au  point  de  rencontre  d'une  sécante  quelconque  avec 
la  directrice  est  donc  bissectrice  de  l'angle  extérieur  des 
rayons  vecteurs  des  points  d'intersection  de  la  sécante  avec 
la  courbe, 

A  la  limite,  quand  la  sécante  devient  tangente,  c'est-à-dire 
quand  l'angle  MFM'  devient  nul,  la  droite  SF  est  rempla- 
cée (fig.  540  P^^  1^  droite  RF  bissectrice  de  l'angle  supplé- 
mentaire de  cet  angle  nul.  Par  suite,  la  droite  qui  joint  le 
foyer  d'une  parabole  au  point  où  une  tangente  quelconque 
rencontre  la  directrice  est  perpendiculaire  sur  le  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact. 

1036.  Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  de 
contact  M,  sont  extérieurs  à  la  parabole  qui,  par  suite  (982), 
est  une  courbe  convexe  {fig*  54^). 

En  effet,  le  triangle  FMf  étant  isocèle  et  la  tangente  étant 
la  bissectrice  de  son  angle  au  sommet  (1033),  elle  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  K  de  Fy.  Pour  un  point  T.  quelconque 
de  la  tangente,  on  a  donc,  T.  H  étant  la  perpendiculaire  abaissée 
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de  ce  point  sur  la  directrice,  T,H<T,9  ouT|H<T,F.  Le 
point  Ti  est  donc  extérieur  à  la  courbe  (1032). 

Fig.  54a* 
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1037.  Si  Ton  mène  au  point  M  (Jig.  54^)  une  perpendicu- 
laire HN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN,  OHN,  sont 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux  (1033).  Donc,  la 
normale  à  la  parabole  est  bissectrice  de  V angle  formé  par  le 
rajron  vecteur  du  point  de  contact  et  la  parallèle  menée  à 
l'axe  par  ce  point. 

Au  sommet  delà  parabole,  la  normale  se  confond  avec  l'axe, 
et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Soient  T  et  N  {Jig,  5^2,  )  les  points  où  la  tangente  et  la  nor- 
male rencontrent  l'axe.  Les  triangles  TMF,  NMF,  étant  évidem- 
ment isocèles,  on  a  MF=FT=  FN.  Le  foyer  F  est  donc  à  une 
distance f  soit  du  pied  de  la  tangente,  soit  du  pied  de  la  nor- 
male sur  l'axe,  égale  au  rayon  vecteur  du  point  de  contact, 

1038.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  rayons  lumineux,  so- 
nores ou  calorifiques,  qui  partent  du  foyer,  deviennent  tous 
parallèles  à  Taxe  après  leur  réflexion  sur  la  courbe.  C'est  pour- 
quoi l'on  emploie  des  réflecteurs  paraboliques,  lorsqu'on  veut 
projeter  au  loin  un  faisceau  de  rayons  lumineux  parallèles 
(lanternes  de  voitures,  phares).  Réciproquement,  tout  rayon 
qui  vient  rencontrer  la  parabole  parallèlement  à  son  axe  se 
réfléchit  au  foyer  de  la  courbe.  De  là,  par  exemple,  l'usage  des 
réflecteurs  paraboliques  dans  les  télescopes,  pour  concentrer 
au  foyer  les  rayons  lumineux  venant  de  l'astre  observé. 
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THÉORÈME. 

1039.  Le  lieu  des  points  symétriques  9  du  foyer  F  par  rap- 
port aux  tangentes  à  la  parabole  est  la  directrice  [fig*  542]. 

Cette  proposition  est  évidente  d'après  ce  qui  a  été  dit  au 
n«  1036. 

Sgolib. 

1040.  Étant  donnés  un  point  ¥  et  une  droite  DD'  {Jig*  S^a), 
si  l'on  mène  des  droites  Ff  aux  différents  points  de  la  droite 
DD%  les  perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  par  leurs  mi- 
lieux enveloppent  une  parabole  qui  a  pour  foyer  le  point  F 
et  pour  directrice  la  droite  DD';  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes  sont  à  leurs  rencontres  avec  les  perpendiculaires 
menées  à  la  directrice  par  les  points  9. 

C'est  là  un  nouveau  procédé  pour  décrire  la  parabole  par 
points  (  1029).  En  le  suivant,  on  n'obtient  qu'un  point  à  la 
fois;  mais  on  a  en  même  temps  la  tangente  en  ce  point. 

1041.  On  voit  que  les  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole  ne 
rencontrent  la  courbe  qu'en  un  seul  point.  Il  serait  donc  faux 
de  dire  qu'une  droite  qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  une 
courbe,  même  convexe,  lui  est  tangente.  Une  droite  tangente 
à  une  courbe  convexe  n'a  qu'un  point  commun  avec  elle  (  982); 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

THÉORÈME. 

1042.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  de  la  parabole  sur 
ses  tangentes  est  la  tangente  au  sommet, 

MT  étant  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  {Jig.  543),  et  f 
le  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à  cette  tangente,  le 
point  K  où  Ff  coupe  la  tangente  est  le  milieu  de  Ff.  D'ail- 
leurs, le  sommet  A  est  le  milieu  deFL.  Donc,  dans  le  triangle 
FL9,  AK  est  parallèle  à  la  directrice  ou  se  confond  avec  la 
tangente  au  sommet  (1037).  La  projection  K  du  foyer  sur  une 
tangente  se  trouve  par  suite  sur  la  tangente  au  sommet. 

Réciproquement,  K  étant  un  point  de  la  tangente  au  som* 
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met,  si  l'on  mène  la  droite  FK9,  le  point  9  sera  le  symé- 
trique du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  qui- passe  par  le 

Fi  g.  543. 
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point  K  (lOt^O)  ;  le  point  K  sera  donc  la  projection  du  foyer  F 
sur  cette  tangente. 

C0&0LLAIRB« 

1043.  Si  l'un  des  côtés  d'une  équerre  passe  constamment 
par  le  foyer  F,  tandis  que  son  sommet  parcourt  la  tangente 
AK  au  sommet  de  la  courbe,  l'autre  côté  de  l'équerre  reste 
constamment  tangent  à  la  parabole. 

THÉORÈME. 

1044.  Dans  toute  courbe  rapportée  à  des  axes  rectangu- 
lairest  l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-- 
tangente  et  la  sous-normale. 

Pour  indiquer  la  position  d'un  point  M  dans  un  plan,  on 
peut  donner  ses  distances  MP  et  MQ  à  deux  axes  rectangu- 
laires indéfinis  xOa:\  yOy'  {Jtg,  544)>  tracés  dans  ce  plan.  Le 
nombre  qui  mesure  la  distance  MQ  =  OP,  du  point  M  àl'axe^ 
yOy,  s'appelle  Yabscisse  de  ce  point;  son  ordonnée  est  le 
nombre  qui  mesure  sa  distance  MP==OQ  à  l'axe  xOx\  L'ab- 
scisse est  d'ailleurs  positive  ou  négative,  suivant  que  P  tombe 
sur  Ox  ou  sur  Ox';  l'ordonnée  est  positive  ou  négative,  sui- 
vant que  Q  tombe  sur  0/  ou  sur  0/'.  L'abscisse  et  l'ordonnée 
d'un  point  M  constituent  ses  deux  coordonnées.  Les  axes  xOx' 
et/0/'  soni]es  axes  des  coordonnées,  et  leur  intersection  0 
en  est  Vorigine. 
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Quand  un  point  appartient  à  une  courbe  donnée,  son  or- 
donnée /  dépend  de  son  abscisse  x^  et  elle  est  déterminée 

Fîg.  544. 
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par  le  choix  de  cette  abscisse.  Par  exemple,  Tabscisse  x  el 
l'ordonnée  y  d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  de 
rayon  R  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  passant  par  son 
centre  [fig.  544  )>  sont  évidemment  liées  par  la  relation 

j^^  H- a;»  zzz  R%     d'où    J^  =  R*— x^ 

Le  choix  des  axes  coordonnés  est  arbitraire.  On  adopte  de 
préférence  les  droites  les  plus  remarquables  du  plan  relatif 
vement  à  la  courbe,  telles  que  ses  axes,  ses  tangentes  aux 
sommets,  etc.  Dans  la  parabole,  on  choisit  l'axe  et  la  tangente 
au  sommet. 

Cela  posé,  soit  (^^.545)  une  courbe  C  rapportée  à  deux 

Fîg.  545. 
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axes  de  coordonnées  rectangulaires  a?0^,70^'.  Menons  en 
un  point  quelconque  M  la  tangente  MT,  la  normale  MN  el 
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l'ordonnée  MP.  La  projection  TP  sur  Taxe  Ox  de  la  portion 
de  tangente  MT  comprise  entre  son  point  de  contact  M  et  son 
pied  T  sur  cet  axe  s'BppeWe  sous^tangente;  de  même,  PN  est 
la  sous^normaie.  Le  triapgle  TMN  étant  rectangle  en  M,  et 
MP  étant  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse  TN,  le  théorème 
énoncé  est  démontré  (222). 

Au  lieu  d'axes  rectangulaires,  on  peut  employer  des  axes 
obliques.  Les  coordonnées  d'un  point  sont  encore  ses  dis- 
tances aux  deux  axes,  mais  comptées  parallèlement  à  ces  axes. 
Les  projections  ne  sont  plus  alors  orthogonales,  mais  obliques, 
et  le  théorème  précédent  cesse  d'être  vrai. 

THÉORÈME. 

1045.  Dans  la  parabole:  i^  la  sous-tangenie  est  double  de 
l'abscisse  du  point  de  contact;  a®  la  sous-normale  est  con- 
stante et  égale  au  paramètre  [Jig^  546). 

i^  Soit  la  tangente  en  M  à  la  parabole.  Si  l'on  prend  pour  axes 
coordonnées  l'axe  kx  de  la  courbe  et  la  tangente  au  sommet 
AjTi  le  point  M  aura  MP  pour  ordonnée  et  AP  pour  abscisse. 
Le  triangle  TFM  étant  isocèle  (1037),  la  projection  K  du 
foyer  F  sur  la  tangente  MT  est  le  milieu  de  MT.  La  tangente 
au  sommet  AK/  étant  parallèle  à  l'ordonnée  MP,  le  sommet  A 
est  donc  le  milieu  de  la  sous-tangente  TP,  et  TP=  2AP. 


Fiff.  546. 
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2<^  Soit  la  normale  MN.  Elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
MT  comme  la  droite  F<p.  La  figure  M(pFN  est  donc  un  paral- 
lélogramme, et  (pF=  MN.  Les  deux  triangles  rectangles  MPN, 
f  LF,  sont  donc  égaux,  et  l'on  a  PN  =  LF  =  p. 
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Corollàirb. 

1046.  Le  carré  de  l'ordonnée  d*un  point  de  la  parabole  est 
proportionnel  à  l'abscisse  de  ce  point  (Jig.  546). 

Soient  j^  et  a:  les  coordonnées  MP  et  AP  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  parabole.  On  aura  (  1044,  1045} 

j^»  =  TP.PN  =  2^./i    ou    jr^=:2px. 

PROBLÈME. 

1047.  Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un  point  donné. 

I"  Si  le  point  donné  là  est  sur  la  courbe  {Jig.  546),  on  mène 
le  rayon  vecteur  MF  et  la  perpendiculaire  Mf  sur  la  directrice; 
puis,  la  bissectrice  de  l'angle  FM cp,  qui  est  la  tangente  deman- 
dée (1033). 

Il  vaut  mieux  prendre  sur  l'axe,  du  côté  du  sommet,  une 
longueur  FT  égale  à  MF;  en  joignant  le  point  T  ainsi  obtenu 
au  point  donné  M,  on  a  (1037)  la  tangente  demandée. 

2?  Si  le  point  donné  P  est  extérieur  à  la  parabole,  on  re- 
marque que  la  question  serait  résolue  si  Ton  connaissait  le 
symétrique  cp  du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée; 
car  on  aurait  alors  cette  tangente  en  abaissant  du  point  P  une 
perpendiculaire  TP  sur  Fç  (fig.  547).  La  droite  TP  coupe- 

Fig.  547. 


rait  d'ailleurs  la  parallèle  menée  à  l'axe  par  le  point  f ,  au  point 
de  contact  M.  Or,  le  point  f  se  trouve  à  la  fois  sur  la  directrice 
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DD'(1039)  et  sur  le  cercle  décrit  du  point  P  comme  centre 
avec  PF  comme  rayon. 

Ce  cercle  et  la  directrice  se  coupent  toujours,  quand  le 
point  P  est  extérieur  à  la  courbe;  car  il  est  alors  plus  près  de 
la  directrice  que  du  foyer  (  1031  ),  et  il  y  a  deux  solutions,  qui 
se  réduisent  à  une  seule  quand  le  point  P  est  sur  la  parabole, 
ou  disparaissent  lorsqu'il  est  intérieur  à  la  courbe. 

Corollaires. 

lOtô.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  tangentes 
menées  du  point  P  à  la  parabole  soient  à  angle  droit. 

Ces  tangentes  étant  supposées  à  angle  droit,  comme  elles 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  milieux  des  droites 
Ff  et  F9',  l'angle  (pFf'  est  aussi  droit;  par  suite,  99'  est  un 
diamètre  de  la  circonférence  PF,  et  le  point  P  est  sur  la  di- 
rectrice. Le  Heu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
la  parabole  est  donc  la  directrice» 

Dans  ce  cas,  l'angle  PFH  est  droit  ainsi  que  l'angle  PFM' 
(1035);  la  corde  des  contacts  MH'  passe  donc  alors  par  le 
foyer  et  est  perpendiculaire  à  PF. 

1049.  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  d'un  point  exté^ 
rieur  V  à  la  parabole^  font  des  angles  égaux  avec  la  droite 
qui  joint  ce  point  au  foyer  ei  avec  la  parallèle  menée  à  l'axe 
par  ce  point;  la  droite  qui  va  du  foyer  au  point  P  est  bissec- 
trice de  Vangle formé  parles  rayons  vecteurs  des  points  de 
contact  VLetW. 

Reportons-nous  à  la^g.  547,  et  soit  PH  la  parallèle  menée 
à  Taxe  par  le  point  P.  La  tangente  PMT  étant  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  Fcp,  comme  la  tangente  PHT'  sur  le  milieu 
de  F(p',  les  deux  angles  MPH,  Fftp'  ont  leurs  côtés  respec- 
tivement perpendiculaires  et  sont  égaux;  la  droite  PM'  est  la 
bissectrice  de  l'angle  9TF,  et  l'angle  au  centre  HT  F,  égal 
alors  à  l'angle  inscrit  F 99%  l'est  aussi  à  l'angle  MPH.  De  plus, 
les  angles  PFM,PFM',  sont  respectivement  égaux  aux  angles 
P9M,  Pf'M'.  Or,  le  triangle  fP<p' étant  isocèle,  les  angles 
P9M,  Pf'M',  sont  égaux  comme  composés  d'angles  égaux;  et 
leur  égalité  démontre  celle  des  angles  PFM,  PFM'. 
II.  21 
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PROBLÈME. 

1050.  Mener  à  la  parabole  une  tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

Tout  revient  encore  à  trouver  ie  point  f  symétrique  du 
foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée.  Or,  ce  point  se 
trouve  à  l'intersection  de  la  directrice  et  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  foyer  F  sur  la  droite  donnée.  Il  y  a  toujours 
une  solution,  et  une  seule. 

SCOLIB. 

1051.  Les  constructions  des  n^  10&7  et  1050  n'exigent  pas 
que  la  courbe  soit  tracée  :  il  suffit  d'en  connaître  le  foyer  et 
la  directrice. 

PROBLÈME. 

1052.  Connaissant  le  foyer  F  et  la  directrice  J>D'  d'une  pa- 
rabole, déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une  droite 
donnée  LU, 

Supposons  le  problème  résolu,  et  prenons  {Jig.  548)  le  sy- 
métrique 9  du  foyer  F  par  rapport  à  LL'.  Si  M  est  l'un  des 

Fig.  548. 


K 


points  de  rencontre  de  la  droite  LU  avec  la  courbe,  on  aura 
M(p  =  MF  =  MH,  MH  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M  sur  la  directrice.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme 
centre,  avec  MF  pour  rayon,  passe  donc  par  les  points  F  et  9 
et  est  tangent  à  la  directrice.  La  question  est  ainsi  ramenée 
à  trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points  don* 
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nés  F  et  <p  et  tangent  à  une  droite  donnée  DIK.  Nous  avons 
résolu  ce  problème  {26%  i"*). 

Comme  il  n'est  possible  que  lorsque  les  deux  points  F  et  9 
sont  situés  d'un  même  côté  de  la  droite  DD',  la  droite  LV 
coupera  la  parabole,  lui  sera  tangente  ou  ne  la  rencontrera 
pas,  suivant  que  le  point  f  sera  :  du  même  côté  que  le  foyer, 
par  rapport  à  la  directrice,  sur  cette  directrice,  ou  de  l'autre 
côté  de  cette  droite  par  rapport  au  foyer. 

CoaoLLÀiius. 

1053.  La  parabole,  ne  pouvant  être  coupée  par  une  droite 
en  plus  de  deux  points,  est  une  courbe  convexe  (1036). 

§  IV.  -  ELLIPSE,  CONSIDÉRÉE  COMME  PROJECTION 

ORTHOOONALE  DU  CERCLE. 

THÉORÈME. 

1054.  La  projection  orthogonale  d'une  circonférence  de 
cercle  sur  un  plan  est  une  ellipse. 

Quel  que  soit  le  plan  de  projection,  on  peut  toujours  sup- 
poser qu'il  passe  par  le  centre  du  cercle,  puisque  les  projec- 
tions d'une  même  iigure  sur  deux  plans  parallèles  sont  égales 

(870,i*>). 

Pîg.  549. 


Soit  donc  AA'  (Jig.  549)  le  diamètre  suivant  lequel  le  plan 

21. 
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de  projection  coupe  ie  cercle  donné.  Le  diamètre  BV,  perpen- 
diculaire à  AA^  a  pour  projection  la  droite  bl/,  et  cette  droite, 
d'après  un,  théorème  connu  (531),  est  elle-même  perpendi- 
culaire  sur  AA\  D'ailleurs,  des  droites  parallèles  ayant  sur  un 
même  plan  des  projections  parallèles,  et  la  projection  du  mi- 
lieu d'une  droite  étant  le  milieu  de  sa  projection,  la  courbe 
projection  du  cercle  a  nécessairement  pour  axes  les  droites 
AA'  et  bb'.  Par  suite,  si  cette  projection  est  une  ellipse,  son 
grand  axe  sera  AA%  et  la  distance  de  son  centre  0  à  l'un  des 
foyers  sera  égale  à  Bfr  (976).  Portons  donc  sur  A  A',  de  part 
et  d'autre  du  point  0,  des  longueurs  0F=  0¥'=Bb.  Il  reste 
à  démontrer  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  mF  et  mF' 
d'un  point  quelconque  m  de  la  projection  obtenue  est  con- 
stante. 

Le  point  m  étant  la  projection  du  point  M  dont  l'ordonnée 
par  rapport  aux  axes  A  A'  et  BB'  est  MP,  la  droite  mP  sera 
aussi  perpendiculaire  sur  AA'.  Abaissons  des  points  F  et  F', 
sur  le  diamètre  MM'  qui  répond  au  point  M,  les  perpendicu- 
laires FG  et  F'G'.  L'égalité  des  triangles  rectangles  FOG, 
F'OG',  donne  à  la  fois  GF=:G'F'  et  OG==OG';  par  suite, 
MG'  r=  GM'. 

Cela  posé,  la  similitude  des  triangles  rectangles  FOG,  MOP, 
d'une  part,  MPm,  BOfr,  d'autre  part,  donne 

FG  MP         _  Mm 

OF  ou  Bb  —  OM  ou  OB  "~  B6  ' 

et  il  en  résulte  Mm  =  FG.  Les  triangles  rectangles  HmF, 
MGF,  sont  alors  égaux,  et  mF  =  MG. 

Comme  GF  =  G'F',  les  triangles  rectangles  Mm  F',  MCF', 
sont  aussi  égaux,  et  l'on  a 

mF'=MG'r=GM'. 

La  somme  mF  +  mF',  égale  à  la  somme  MG  h-  GMS  est  donc 
bien  égale  au  diamètre  AA';  ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  voit  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  obtenue  est  toujours 
égal  au  diamètre  du  cercle  donné.  On  |a,  de  plus,  dans  le 
triangle  rectangle  B  6  0  (  705 ), 

06  =  OBcosB06. 
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Si  Ton  désigne  par  2a  et  a 6  les  axes  AA'  et  bb'  de  Tellipse 
projection  du  cercle,  et  par  V  Tangle  de  leurs  plans,  on  aura 
donc 

6  =  acosV,    et    cosV=  — 

a 

C0BOLLAIBB8. 

1055,  L'ordonnée  HP  du  cercle  (Jig^S^g)  étant  représentée 
par  Y  et  l'ordonnée  correspondante  mP  de  l'ellipse  par/,  le 

triangle  rectangle  MmP  donne 

X=:Y cosV,    c'est-à-dire    jrz=-Y. 

On  passe  donc  du  cercle  principal  d'une  ellipse  (987)  à  cette 
ellipse,  en  diminuant  toutes  les  ordonnées  du  cercle  dans  le 
rapport  du  petit  axe  au  grand  axe.  Cette  remarque  fournit  un 
nouveau  procédé  pour  décrire  l'ellipse  par  points. 

Fig.  55o. 


On  trace  un  cercle  sur  chacun  des  axes  de  l'ellipse  comme 
diamètre  {Jig.  55o);  un  rayon  quelconque  coupe  ces  cercles 
aux  points  N  et  S.  SI  l'on  mène  alors  l'ordonnée  NP  du  point  N 
et  la  parallèle  SH  au  grand  axe,  Tintersectlon  M  de  ces  deux 
droites  est  un  point  de  l'ellipse.  On  a,  en  effet, 

MP  =  ^.NP,    c'est-à-dire    MP=-NP. 
ON  a 

1056.  On  peut  déduire  de  là  la  réciproque  du  théorème 
précédent.  La  projection  orthogonale  d'une  ellipse  dont  les 
axes  sont  laet'ib^  sur  un  plan  passant  par  son  petit  axe  et 
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faisant  avec  le  plan  de  V ellipse  un  angle  V  tel  que  cos  V  =  -  » 

est  un  cercle  de  diamètre  26.  Car,  si  Ton  considère  sur  l'el- 
lipse et  sur  le  cercle  %b  (fig.  55o)  deux  points  H  et  S  ayant 
la  même  ordonnée  OQ ,  leurs  abscisses  x  et  X  sont  liées  par 

la  relation 

X      ON  ,  h 

X       OS  a 

Pour  passer  de  l'ellipse  au  cercle,  il  faut  donc  diminuer  les 
abscisses  de  l'ellipse  dans  le  rapport  de  6  à  a  ou  les  multiplier 
par  cos  Y;  c'est-à-dire  que,  pour  que  le  cercle  26  devienne  la 
projection  orthogonale  de  l'ellipse  proposée  sur  son  plan  pri- 
mitif, il  suffit  de  faire  tourner  cette  ellipse  de  l'angle  V  autour 
de  l'axe  BB'. 

L'ellipse  peut  donc  être  regardée  comme  provenant  de  la 
contraction  ou  de  la  dilatation  des  cercles  qui  ont  ses  axes 
pour  diamètres. 

Cette  manière  de  considérer  la  courbe  conduit  à  des  solu- 
tions simples  pour  un  grand  nombre  de  problèmes.  En  se  re- 
portant d'ailleurs  à  la  théorie  des  figures  homologiques,  on 
voit  que  l'ellipse  et  son  cercle  principal  présentent  un  exemple 
du  genre  d'homologie  auquel  on  a  donné  le  nom  i'afjfinité 
(732). 

1057.  Si  l'on  ne  suppose  plus  que  le  plan  de  projection 
passe  par  le  centre  du  cercle  donné,  le  grand  axe  de  sa  pro- 
jection elliptique,  toujours  égal  à  son  diamètre,  est  la  projec- 
tion du  diamètre  du  cercle  qui  est  parallèle  au  plan  de  pro- 
jection. Cette  remarque  est  utile  dans  les  applications. 

PROBLÈME. 

i058.  Mener  à  l'ellipse  une  tangente  par  un  point  donné. 

i^  Soit  d* abord  le  point  donné  m  situé  sur  la  courbe.  Supposons  le 
problème  résolu  {Jig.  55 1),  et  soit  mT  la  tangente  demandée.  Dilatons 
toute  la  figure,  perpendiculairement  à  AÀ',  dans  le  rapport  de  OB  à  OÀ. 
L'ellipse  deviendra  le  cercle  AA',  le  point  m  deviendra  le  point  M,  le 
point  T  ne  changera  pas,  et  la  droite  MT  sera  la  tangente  au  cercle  prin- 
cipal. On  déterminera  donc  réciproquement  le  point  T  en  construisant  la 


LITBE  TllI.  —   U8  C0UBBB8   USUELLES.  827 

tangente  en  M  au  cerde  principal  et,  en  traçant  mT,  on  aura  la  tangente 
à  l'ellipse  au  point  m, 

Fig.  55j  . 


îà®  Soit  maintenant  le  point  donné  R  extérieur  à  V ellipse  [fig,  55a). 
Supposons  de  même  le  problème  résolu  (Jig,  55a)  et  soient  RmT, 
R/n^',  les  talDgentes  qui  répondent  à  la  question.  Dilatons  la  figure, 

Fig.  55a. 


comme  dans  le  premier  cas.  L'ellipse  deviendra  le  cercle  ÂÀ',  la  droite  RBK 
deviendra  la  droite  B,  K,  et  le  point  R(  correspondant  au  point  R,  devant 
se  trouver  à  la  fois  sur  l'ordonnée  PR  et  sur  la  droite  B(  K,  sera  déter- 
miné. On  en  déduira  les  tangentes  R,  MT,  R,  M'T',  au  cercle  principal  et, 
par  suite,  les  tangentes  RmT,  Rm'T',  à  Tellipse,  dont  les  points  de  con- 
tact m  et  m' se  trouveront  d'ailleurs  sur  Tes  ordonnées  des  points  M  et  M'. 

PROBLÈME. 

i059.  Mener  à  r  ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée 
f/gr.  553). 
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Soit  OD  la  droite  donnée  [Jig,  553).  En  suivant  toujours  le  même  pro- 
cédé, on  considère  la  droite  quelconque  BK  qui  coupe  OD  au  point  N;  à 

Fig.  553. 


cette  droite  BK,  correspond  la  droite  B,  K  qui  rencontre  en  N,  Tordonnée 
du  point  N.  La  droite  ON,  D,  est  donc  celle  qui  correspond  à  OD.  On  n'a 
alors  qu'à  mener  au  cercle  pfincipal  les  tangentes  MT,  M'T',  parallèles 
à  ON,  D,  et  à  tracer,  par  les  points  T  et  T',  des  parallèles  à  ODqui  sont 
les  tangentes  demandées  ;  leurs  points  de  contact  m  et  m*  appartiennent 
aux  ordonnées  des  points  M  et  M'. 

1080.  Les  constructions  précédentes  (10S8,  i059)  n'exigent  pas  que 
Tellipse  soit  tracée:  il  suffit  que  ses  axes  soient  donnés. 

PROBLÈME. 

i061.  Connaissant  les  axes  d'une  ellipse,  construire  ses  points  d*in- 
tersection  avec  une  droite  donnée  {j!g.  554). 

Fig.  554. 


Soit  DD' la  droite  donnée;  son  point  Lue  changera  pas  dans  la  dilatation 
de  Fellipse.  La  droite  quelconque  BK  rencontrant  DD'  au  point  C  et  deve- 
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nant  B^  K,  le  point  C  devient  C(.  La  droite  LC,  correspond  donc  à  la  droite 
DD'  et,  comme  elle  coupe  le  cercle  principal  aux  points  M  et  M',  on  n'a 
plus  qu'à  ramener  ces  points  sur  DD',  par  des  perpendiculaires  à  AA', 
pour  avoir  en  m  et  en  m' les  points  demandés. 

THÉORÈME. 

1062.  Tous  les  diamètres  de  l'ellipse  sont  des  lignes  droites  passitnt 
par  son  centre. 

On  entend  par  diamètre  d'une  courbe  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de 
cette  courbe  parallèles  à  une  direction  donnée.  Dans  le  cercle,  tout  dia- 
mètre est  une  droite  perpendiculaire  au  système  de  cordes  quMl  divise  en 
deux  parties  égales  (i03)  ou  qui  lui  est  conjugué. 

Cela  posé,  tout  système  de  cordes  parallèles  du  cercle  a  pour  projec- 
tion un  système  de  cordes  parallèles  de  Tellipse  projection  du  cercle.  Les 
milieux  des  cordes  du  cercle  étant  sur  un  même  diamètre,  les  projec^ 
tiens  de  ces  milieux  ou  les  milieux  des  cordes  correspondantes  de  l'el- 
lipse sont  sur  une  même  droite  projection  du  diamètre  du  cercle,  c'est- 
à-dire  passant  par  le  centre  de  l'ellipse.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

1063.  RicipaoQUBHENT,  toute  droite  passant  par  le  centre  de  Vellipse 
est  un  diamètre  de  la  courbe;  car  elle  est  la  projection  d'un  certain  dia- 
mètre du  cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection.  Les  cordes  conjuguées  au 
diamètre  de  l'ellipse  sont  les  projections  des  cordes  conjuguées  au  dia- 
mètre correspondant  du  cercle. 

GOBOLLAIRBS. 

i064.  Deux  diamètres  sont  dits  conjuguéSy  quand  chacun  d'eux  fait 
partie  du  système  de  cordes  conjugué  à  l'autre.  Dans  le  cercle,  deux 
diamètres  conjugués  sont  perpendiculaires  entre  eux.  Pour  avoir  des  dia- 
mètres conjugua  de  l'ellipse  projection  du  cercle,  il  faut  donc  projeter 
deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  ;  chacun  des  diamètres  obtenus 
en  projection  divisera  alors  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles 
à  Tautre. 

Les  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  jouissent  d'importantes  propriétés. 
{Voir  TÂppendice.) 

1065.  La  tangente  à  l'extrémité  du  diamètre  du  cercle,  étant  perpen- 
diculaire à  ce  diamètre,  est  parallèle  au  système  de  cordes  qui  lui  est 
conjugué.  II  en  résulte  que  la  tangente  à  V extrémité  d*un  diamètre  iie 
Vellipse  est  parallèle  au  système  de  cordes  conjugué  à  ce  diamètre, 

1066.  Si  Ton  mène  deux  tangentes  à  un  cercle  par  un  point  extérieur, 
le  diamètre  mené  à  leur  point  de  concours  est  perpendiculaire  sur  le 
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milieu  de  la  corde  qui  joint  leurs  points  de  contact.  Par  suite,  si  Von 
mène  à  une  ellipse  deux  tangentes  par  un  point  extérieur,  le  diamètre 
mené  à  leur  point  de  concours  passe  par  le  milieu  de  la  corde  qui  unit 
leurs  points  de  contact. 

THÉORÈME. 

1067.  Vaire  de  V ellipse  est  la  moyenne  proportionnelle  des  aires  des 
cercles  construits  sur  ses  deux  axes  comme  diamètres. 

L'ellipse  donnée,  dont  les  axes  sont  aaet  a6,  peut  être  regardée  comme 
la  projection  orthogonale  d'un  cercle  de  diamètre  a  a,  dont  le  plan  fait 

avec  celui  de  Tellipse  un  angle  Y  tel  que  cosY  =  ~  (1054).  D*aprô6  un 

théorème  connu  (707),  on  obtiendra  alors  Taire  de  Tellipse  en  multi- 
pliant Taire  du  cercle  par  cosY.  On  trouve  ainsi,  pour  Texpression  de 

cette  aire,  

TT ab ,    c'est-à-dire    ^isa^.ttb^. 

THÉORÈHE. 

1068.  Lorsque  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur 
constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Oy, 
un  point  quelconque  M  de  cette  droite  décrit  une  ellipse  dont 
les  axes  sont  dirigés  suivant  Ox  et  Ojr,  et  ont  pour  demi-Ion-- 
gueurs  a  et  b  les  distances  MA  et  MB  du  point  M  aux  extré- 
mités de  la  droite  AB  {/ig.  555). 


Fi«.  555. 


FÎ0.  556. 


Prenons  pour  axes  coordonnés  (lOi^th)  les  deux  droites  Ox 
et  Ox,  les  coordonnées  du  point  M  seront  MP  et  OP.  Par  le 
point  0,  menons  ON  parallèle  à  ABM,  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'ordonnée  MP.  La  flgure  OAMN  étant  un  parallélogramme, 
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ON  sera  égale  h  la  longueur  constante  AH  ou  a.  Les  triangles 
rectangles  semblables  BPH,  OPN,  donnent  d'ailleurs 

MP       BM  ^„      b^^ 

NP  =  (5N      ^"     MP:=-.NP. 

Le  point  M  décrit  donc  l'ellipse  (1055)  dont  le  cercle  ON 
est  le  cercle  principal^  et  qui  a  pour  demi*axes  a  et  b,  c'est-à- 
dire  les  distances  MA  et  MB. 

Ce  théorème  donne  un  moyen  pratique  très-simple  de  con- 
struire une  ellipse  par  points,  à  l'aide  d'une  bande  de  papier 
sur  les  bords  de  laquelle  on  marque  les  trois  points  A,  B,  M. 
Il  existe  un  compas  elliptique  fondé  sur  ce  même  principe. 

CoaOLLAIRES. 

1069.  Considérons  (Jig.  556)  la  droite  donnée  dans  les  deux 
positions  voisines  ABM,  A'B'M'.  Sur  les  milieux  de  AA'  et 
de  BB'y  élevons  les  perpendiculaires  atù  et  |3a)  qui  se  coupent 
en  6).  La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  MM'  passera 
par  le  point  ».  En  effet,  les  deux  triangles  AtuB,  A'a)B%  étant 
égaux,  les  angles  AB&),  A'B'o),  sont  égaux.  Les  angles  (uBH, 
uB'M^le  sont  alors  eux-mêmes  comme  suppléments  d'angles 
égaux.  Il  en  résulte  l'égalité  des  triangles  ci)BM,  &)B'M%  et  par 
suite  celle  des  distances  (oM,  uM'. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche  in- 
définiment du  point  M  considéré  comme  fixe  sur  l'ellipse 
qu'il  décrit,  MM'  tendra  vers  la  tangente  à  la  courbe  en  H,  et 
la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  MM'  vers  la  normale 
au  même  point.  D'ailleurs,  aoa  et  ^  ont  pour  limites  les  per- 
pendiculaires élevées  en  A  et  en  B  aux  axes  0/  et  Ox.  En 
joignant  le  point  I  d'intersection  de  ces  perpendiculaires  au 
point  M  {Jig.  555),  on  aura  donc  la  normale  en  M  à  l'ellipse 
tracée. 

1070.  Il  est  utile  de  remarquer  que  la  longueur  Ml  comptée 
sur  la  normale  en  M  i/ig*  555),  est  égale  à  la  longueur  du 
demi-diamètre  qui  est  conjugué  au  diamètre  OM. 

Soit,  en  effet  (Jig.  557),  OM'  le  diamètre  conjugué  au  dia- 
mètre OM;  ce  diamètre  conjugué  est  parallèle  à  la  tangente 
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en  M  (1065),  c'est-à-dire  que  la  normale  MI  lui  est  perpendi- 
culaire. De  plus,  le  rayon  du  cercle  principal  qui  correspond 
à  OM  est  parallèle  à  la  position  de  la  droite  ÀB  qui  donne  le 
point  M  de  Tellipse  (1068)»  et  le  rayon  de  ce  cercle  qui  cor- 
respond à  OM'  est  de  même  parallèle  à  A'B'M'.  Les  diamètres 
conjugués  de  l'ellipse  répondant  à  des  diamètres  rectangulaires 
du  cercle  principal  (106&),  on  en  conclut  que  ABH  est  per-* 
pendiculaire  à  A'B'M'.  Comme  BI,  d'ailleurs,  est  perpendicu- 
laire à  OB',  les  deux  triangles  MBl,  M'B'O,  qui  ont  le  côté  MB 
égal  au  côté  H'B',  ont  leurs  angles  égaux  (80)  et  sont  égaux; 
par  suite,  MI  =  0M^ 

PROBLÈME. 

1071.  Étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse 
en  grandeur  et  en  direction,  construire  les  axes  de  la  courbe. 

Soient  {Jig.  557  ]  OM  et  OM'  les  demi-diamètres  conjugués 

FIg.  557. 


r» 


donnés,  dont  les  longueurs  sont  a'  et  b\  En  menant  par  le 
point  M  une  perpendiculaire  à  OM'  et  en  prenant  sur  cette 
perpendiculaire  MI  =rr.  b\  nous  aurons  le  sommet  I  du  rectangle 
inconnu  lAOB  (  1070  )•  Les  sommets  B  et  A  de  ce  rectangle  se 
trouvent  à  la  fois  sur  le  cercle  circonscrit  dont  le  diamètre  est 
10  et  sur  la  droite  qui  unit  le  point  M  au  centre  K  de  ce  cercle  : 
ils  sont  donc  déterminés.  En  joignant  ces  points  B  et  A  au 
point  0,  on  a  les  axes  de  l'ellipse  en  direction;  de  plus,  MA 
et  MB  représentent  leurs  demi-longueurs  (1068, 1069). 
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THÉORÈME. 

1073.  Quand  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur 
constante  glissent  sur  deux  droites  fixes  quelconques  Ox  et 
0x9  uf^  point  quelconque  M,  lié  invariablement  à  AB  dans  le 
plan  AOB,  décrit  une  ellipse  {fig.  558). 

Fig.  558. 


Considérons  une  position  quelconque  de  la  droite  AB  et 
faisons  passer  un  cercle  par  les  trois  points  A>  B,  0.  Si  Ton 
suppose  ce  cercle  lié  à  la  droite  AB  et  entraîné  dans  son  mou- 
vement, il  passera  toujours  par  le  point  0;  car  Tangle  AOB, 
ayant  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  invariable  AB  compris 
entre  ses  côtés,  ne  peut  pas  cesser  d'être  inscrit.  Le  diamètre 
OC  de  ce  cercle,  dans  la  position  actuelle  de  la  droite  AB, 
s'obtient  en  élevant  en  A  et  en  B,  aux  axes  0 or  et  Oy,  des 
perpendiculaires  qui  se  coupent  au  point  C. 
'  Le  cercle  OC  changeant  de  position  en  même  temps  que  la 
droite  AB,  Tare  AD  qui  sépare  le  point  A  d'un  point  quel- 
conque D  de  sa  circonférence  reste  constant;  par  suite, 
l'angle  AOD  restant  lui-même  constant  et  ayant  son  côté  OA 
fixe,  tout  point  D  du  cercle  OC  décrit  une  droite  OY. 

Si  Ton  trace  le  diamètre  du  cercle  OC  qui  passe  par  le  point 
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donné  M,  les  extrémités  D  et  E  de  ce  diamètre  décrivent  donc 
pendant  le  mouvement  de  ÂB  les  deux  droites  fixes  ODY  et 
OEX.  Ces  droites  étant  à  angle  droit,  il  résulte  du  théorème 
précédent  (1068)  que  le  point  H  décrit  une  ellipse  ayant  pour 
demi-longueurs  de  ses  axes,  dirigés  suivant  OY  et  OX,  tes  dis- 
tances ME  et  MD. 

Les  perpendiculaires  variables  élevées  en  D  et  en  £  aux 
droites  OY  et  OX  se  coupant  au  ppint  mobile  C,  on  obtiendra 
la  normale  en  M  à  cette  ellipse  en  menant  la  droite  MC  (1069). 

SCOUB. 

1073.  La  position  du  point  C  est  indépendante  de  celle 
du  point  donné  M.  Donc,  si  le  point  M  varie,  toutes  les  nor- 
males aux  points  correspondants  des  différentes  ellipses  obte- 
nues viendront,  pour  une  même  position  de  la  droite  ÀB,  se 
couper  au  point  C. 

D'ailleurs,  le  lieu  du  point  C  est  la  circonrérence  décrite  du 
point  0  comme  centre  avec  la  longueur  constante  OC  pour 
rayon,  et  le  cercle  &)C,  variable  de  position,  reste  constam- 
ment tangent  au  cercle  OC  dont  le  rayon  est  double  du  sien. 

On  peut  donc  se  figurer  le  mouvement  du  triangle  ÀBH,  en 
le  supposant  entraîné  dans  le  mouvement  du  cercle  uC  qui 
roule  sans  glissera  Tintérieurdu  cercle  fixe  OCde  rayon  double. 

On  sait  que,  dans  un  pareil  mouvement,  tout  point  du  cercle 
mobile  décrit  un  diamètre  du  cercle  Jixe  {ihéorèxne  de  de  la 
Hire),  résultat  qui  coïncide  avec  la  remarque  sur  laquelle  la 
démonstration  précédente  est  fondée.  De  plus,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  tout  point  M  lié  invariablement  au  cercle  ma-- 
bile,  et  situé  en  dehors  ou  en  dedans  de  ce  cercle,  décrit  une 
ellipse;  c'est  un  autre  énoncé  de  la  proposition  du  n"*  1072. 

§  V.  -  PARABOLE  CONSIDÉRÉE  COMME  LIMITE 

DE  L'ELLIPSE. 

THÉORÈME. 

iVH,  La  limite  d'une  ellipse  {ou  d'une  hyperbole)  dont  un 
sommet  et  le  foyer  voisin  restent  fixes,  tandis  que  l'autre 
foyer  s* en  éloigne  indéfiniment  dans  la  direction  du  grand 
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fixe  {ou  de  l'axe  transverse),  est  une  parabole  qui  a  pour  som^ 
met  et  pour  foyer  le  sommet  et  le  foyer  fixes  [fi  g.  SSg). 

Fîg.  559. 


En  effets  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  mobile  F'  coupe 
toujours  le  grand  axe  à  droite  du  foyer  fixe  F^  en  un  même 
point  L  déterminé  par  la  condition  évidente  AL  =  AF.  A  me- 
sure que  le  centre  F'  de  ce  cercle  s'éloigne  dans  la  direc- 
tion AA',  son  rayon  crott  IndéQniment,  de  sorte  qu'il  a  pour 
limite  la  perpendiculaire  DD'  menée  par  le  point  L  au  grand 
axe  AA'.  D'ailleurs,  tout  point  M  de  l'ellipse  étant  également 
distant  du  foyer  F  et  du  cercle  directeur  F' (986),  on  a  con- 
stamment HF  =MG,  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  l'ellipse  se 
déformant  le  point  M  vient  en  Mi,  HiF  =  HiH,  en  désignant 
par  Ml  H  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M|  sur  la 
droite  DDS  limite  du  cercle  F'.  Le  lieu  des  positions  limites 
des  points  de  l'ellipse  donnée  est  donc  une  parabole  ayant 
pour  foyer  et  pour  sommet  les  points  F  et  A,  et  par  suite  la 
droite  DIV  pour  directrice. 

La  même  démonstration  s'applique  à  l'hyperbole  (1011). 
Dans  ce  cas,  la  parabole  est  la  limite  de  la  demi-hyperbole 
de  droite  à  laquelle  appartiennent  le  sommet  A  et  le  foyer  F  ; 
Tautre  demi-hyperbole  de  gauche  disparaît  à  l'infini. 

CoftOLLÀiBB. 

107S.  Le  théorème  précèdent  permet  de  prévoir  et  de  dé- 
montrer les  propriétés  de  la  parabole,  en  les  déduisant  par 
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voie  de  transformation  des  propriétés  correspondantes  de 
l'ellipse. 

Par  exemple,  pour  démontrer  que  la  tangente  à  la  parabole 
fait  extérieurement  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur 
du  point  de  contact  et  avec  la  parallèle  menée  à  l'axe  par  le 
même  point  (103^),  il  suffit  de  remarquer  que,  lorsque  l'un 
des  foyers  de  l'ellipse  s'éloigne  à  rînfmi,  le  rayon  vecteur  re- 
latif à  ce  foyer  tend  à  devenir  parallèle  au  grand  axe. 

De  même,  pour  établir  que  le  lieu  des  projections  du  foyer 
de  la  parabole  sur  ses  tangentes  est  la  tangente  au  sommet 
(lO&S),  on  n'a  qu'à  observer  que  le  cercle  principal  de  l'el- 
lipse tend  vers  la  tangente  au  sommet  fixe  du  grand  axe,  lors- 
que l'autre  sommet  se  transporte  à  l'inOni. 

Si  les  propriétés  considérées  dépendent  explicitement  des 
axes  a  et  fr  de  Tellipse  et  de  sa  distance  focale  c,  on  substi- 
tue à  a  et  à  6  leurs  valeurs  en  fonction  de  c  et  du  paramètre 
pz=:!i(a—c)de  la  parabole  limite;  puis,  en  supposant  c  infini 
dans  les  formules  obtenues,  on  passe  des  propriétés  de  l'el- 
lipse représentées  par  ces  formules,  aux  propriétés  corres- 
pondantes de  la  parabole  exprimées  en  fonction  du  para- 
mètre p. 

THÉORÈME. 

1076.  Tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  des  droites  parallèles  à 
l'axe,  * 

On  démontre  immédiatement  cette  proposition  en  regardant  la  parabole 
comme  la  limite  d'une  ellipse  (i074)  dont  Tun  des  foyers  et  le  sommet 
voisin  coïncident  avec  le  foyer  et  le  sommet  delà  parabole,  mais  dont  Tautre 
foyer  et  par  suite  le  centre  se  transportent  ft  Tinfini  sur  le  grand  axe  de 
la  courbe. 

Les  propriétés  de  l'ellipse  démontrées  aux  n"  1065  et  1066  appar- 
tiennent aussi  à  la  parabole  limite.  Ces  propriétés  vont  nous  permettre 
d'établir  la  proposition  suivante. 

THÉORÈME. 

1077.  Im  parabole  étant  rapportée  au  système  d'axes  obliques  formé 
par  un  diamètre  et  la  tangente  à  son  extrémité,  dans  ce  nouveau  système 
d'axes,  Ja  sous-tangente  est  encore  double  de  l'abscisse  da  point  de  con- 
tact (i04&). 

En  effet,  soient  [fig.  56o]  la  tangente  A  ^  et  le  diamètre  Ax  pris  pour 


* 

•    LIYBI  TIII*  —   LXS  C0U1BB8  USUILLB8.  337 

axes  coordonnés;  menons  la  tangente  BIT  en  un  point  quelconque  M  de 
la  parabole.  Si,  par  le  point  d'intersection  G  des  tangentes  A/ et  MT,  on 

Fig.  56o* 


mène  une  parallèle  k  Axy  cette  parallèle  coupera  la  corde  ÂM  en  son 
milieu  (i066);  le  point  G  est  donc  le  milieu  de  TM.  AG^  étant  parallèle 
à  Fordonnée  MP,  le  point  A  est  alors  le  milieu  de  la  sous-tangente  TP. 

THÉORÈME. 

• 

1078.  L*aire  if  un  segment  parabolique  est  les  deux  tiers  du  parallélo- 
gramme qui  a  pour  côtés  la  corde  et  la  flèche  du  segment^  cette  flèche 
étant  mesurée  sur  le  diamètre  conjugué  à  la  corde  du  segmenta 


S<nt  [fig,  56i)  le  segment  parabolique  MAUf  déterminé  par  la  corde 


II. 


22 
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]\rfMj.  Prenons  pour  axes  coordonnés  le  diamètre  À^  conjugué  à  cette 
corde  et  la  tangente  parallèle  À/.  Évaluons  d'abord  Taire  de  la  portion 
MAP. 

Inscrivons  dans  Tare  AM  une  Kgne  brisée  MM'M'. .  .A  et,  par  les  som- 
mets de  cette  ligne  brisée,  menons  à  la  courbe  les  tangentes  MT,  M'T', . . . , 
jusqu'à  la  rencontre  du  diamètre  Ax;  menons  aussi  les  ordonnées  MF, 
M'P', .  •  •  I  <ies  sommets  de  la  ligne  brisée. 

Comparons  le  trapèze  MM'P'P  au  triangle  correspondant  GTT'.  Si  l'on 
mène  par  le  sommet  G  du  triangle  une  parallèle  GH  à  Ax,  elle  passera 
par  le  milieu  I  de  la  corde  MM'  (1076).  La  perpendiculaire  abaissée  du 
milieu  du  côté  MM' sur  le  côté  PP'  du  trapèze  MM'P'P  est  donc  égale  à 
la  hauteur  du  triangle  GTT'.  Pour  avoir  le  rapport  de  leurs  aires,  il  suffit 
alors  [Questions  proposées,  375)  de  comparer  le  côté  PF  du  trapèze  à  la 
base  TT'  du  triangle.  Or  (i077)  AT  =  AP  et  AT'=  AP',  d'où  Tr'  =  PP'. 
Le  triangle  est  donc  la  moitié  du  trapèze.  Et  comme  on  peut  répéter  le 
même  raisonnement  pour  chaque  trapèze  et  pour  le  triangle  correspon- 
dant, la  somme  des  trapèzes  reste  toujours  égale  au  double  de  la  somme 
des  triangles.  La  limite  de  la  première  somme  étant  Taire  MAP  et  la  limite 
de  la  seconde  Taire  MAT,  Taire  MAP  est  les  deux  tiers  du  triangle  total 
l^fTP  ou  du  parallélogramme  équivalent  APMQ. 

L'aire  M,  AP  étant  de  môme  les  deux  tiers  du  parallélogramme  A  PM^Q,, 
Taire  cherchée  M AM,  est  enfin  les  deux  tiers  du  parallélogramme  M  QQ,Mp 
qui  a  pour  côtés  la  corde  MM,  du  segment  ou  le  double  de  Tordonnée  MP, 
et  la  flèche  de  ce  segment  ou  l'abscisse  AP. 

§VI.-ELLIPSE,  HYPERBOLE  ET  PARABOLE,  CONSIDÉRÉES 
COMME  SECTIONS  PLANES  DU  CONE  DE  RÉVOLUTION. 

THÉORÈME. 

1079.  La  section  d^un  cône  circulaire  droit  par  un  plan  est  une  ellipse , 
une  hyperbole  ou  une  parabole, 

I*  Supposons  que  le  plan  sécant  rencontre  toutes  les  génératrices  du 
cône  sur  une  même  nappe  (fig»  662). 

Menons  le  plan  méridien  (869,  3°)  du  cône,  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  sécant  AMA';  il  coupera  le  cône  suivant  les  deux  génératrices  SA  et 
SA'  qui  font  entre  elles  Y  angle  au  sommet  de  la  surface,  et  le  plan  sécant 
suivant  la  droite  AA'.  Dans  le  plan  méridien  considéré,  construisons  les 
circonférences  0  etO'  qui,  situées  de  part  et  d'autre  de  AA',  sont  à  la 
fois  tangentes  aux  génératrices  SA  et  SA'  et  à  la  droite  AA'  qu'elles  tou- 
chent aux  points  F  et  F'.  Si  Ton  fait  tourner  le  plan  méridien  autour  de 
Taxe  SO,  ces  deux  circonférences  engendreront  deux  sphères  tangentes  à 
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la  surface  conique  suivant  les  parallèles  (869, 3'')  BG  et  B'C,  et  tangentes 
an  plan  sécant  en  F  et  en  F. 

Fig.  56a. 


Cela  posé,  prenons  un  point  M  quelconque  sur  la  courbe  d'intersection; 
menons  les  droites  MF,  MF'  et  la  génératrice  SM  qui  coupera  en  G  et  en 
G'  les  parallèles BC,  B'C  La  droite  MF  étant  tangente  à  la  sphère  0  (787  ), 
on  a  (  788  )  MF  =  MG.  On  a  de  môme,  par  rapport  à  la  sphère  0',  MF  =  MG'. 
Par  suite 

MF  -h  MF'  =  MG  -+-  MG'  =  GG' = BB'  =  const. 

D'ailleurs,  en  vertu  des  propriétés  rappelées,  on  a 

BB'  =  AB+AB'-=AF^AF'     et     BB'=  CC'  =  CA'h- A'C'  =  A'Fh- A'F'. 

Il  en  résulte  évidemment 

AF=A'F'    et    BB'=AA'. 

La  courbe  obtenue  est  donc  une  ellipse  ayant  AA'  pour  grand  axe  et  les 

points  F  et  F'  pour  foyers. 

Si  Ton  trace  A' H  parallèle  à  BC,  AH  est  la  distance  focale  de  cette 

ellipse.  En  effet, 

AF'=:AB'    et    HF  =  A'C'=AF. 

Les  plans  des  parallèles  BC,  B'C,  prolongés  jusqu'à  la  rencontre  du 
plan  sécant,  le  coupent  suivant  deux  droites  DE,  D'E',  perpendiculaires 

22. 
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au  phn  méridien  coii3idéré[561).  Si  l'on  mëoe  le  parallèle  LL'  de  la 
surface  qui  passe  par  le  point  M,  son  interseclion  avec  le  plan  sécant  est 
de  même  dirigée  suivant  l'ordonnée  MP  de  ce  point  par  rapport  au  grand 
ase  AA',  et  PD  représente  la  distance  da  point  M  à  la  droite  DE.  Les 
triangles  APL,  ADB,  AA'H,  évidemment  semblables,  donnent  alors 

BLouHF      AB      AH 

Ainsi,  les  distances  de  chaque  point  de  l'ellipse  trouvée  au  foyer  F  et  à 
la  droite  DE  sont  entre  elle%  dans  un  rapport  égal  i  l'eicenlricilé  (973) 
de  la  courbe.  La  mâroe  démonstration  s'applique  au  foyer  F'  et  è  la  droite 
D'E'.  Les  droites  DE,  D'E',  sont  appelées  les  directricei  de  la  section.  - 
3°  Supposons  que  le  plan  sécant  rencontre  les  deux  nappes  du  cône 

Fig.  563. 


^^'-U 


On  a  alors 

MF-  -  MF  =  MG'  -  MG  =  GG'^  BB'  ^  const.; 
d'ailleurs, 

BB'=AB'-AB=AF -AF     et     BB'  =  CC' -  A'C- A'C'.--=  A'F-A.T. 
Il  en  râsulle  évidemment 

AF=A'F'    et    BB'^AA'. 


LIT»  nn. 


un  comiBis  canuxu. 


34. 


La  eottrbe  oitenite  e*t  donc  me  hyperbole,  ftfantkK  pour  ai 
et  ks  points  F  et  F'  pmtr  foyers. 

Si  l'on  trace  A'H  parallèle  i  B'C,  AH  est  la  distance  focale  de  cette 
hyperbole.  Ed  effet, 

AB'  =  AF'    et    B'H  =  C'A'=A'F. 

LesdroitesDE  et  IXB',  intersections  des  parallÈles  BC,B'C,  avec  le 
plan  sécant,  sont  les  directrices  de  l'hyperbole.  Le  rapport  des  distances 
du  point  M  au  foyer  F  et  à  la  droite  DE  est  égal  à  l'excentricité  de  la 
Gonrbe.  C'est  ce  que  les  triangles  semblables  APL,  ADD,  AA'H,  montrent 
immédiatement. 

3*  Supposons  le  plan  sécant  parallèle  à  l'une  des  génératrices  du 
eàne  \Jîg.  564). 

Fig.  SSj. 


\';  / 


Ayant  menéle  plan  méridien  LSL' perpendiculaire  au  plao  sécant,  ce  der- 
nier se  trouve  parallèle  à  la  génératrice  SL'  et  est  alors  coupé  par  le  plan 
méridien  suivant  une  droite  AP  parallèle  (493,  i*)  à  cette  génératrice.  Dans 
le  plan  méridien,  construisons  la  circonférence  0,  tangente  aux  généra- 
trices principales  en  B  et  en  C,  et  à  la  droite  AP  au  point  F.  Si  l'on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  l'aie  SO,  la  sphère  engendrée  par  la  circonfé- 
rence 0  est  tangente  au  cdne  saivant  le  parallèle  BC  et  touche  en  F  le 
phn  sécant. 

Celaposé,  prenons  an  point  quelconqoelf  sur  la  courbe  d'intersection; 
menons  la  droite  UF  et  la  génératrice  SU  qui  coupe  en  G  le  parallèle  BC 
de  la  surface  ;  menons  également  le  parallèle  LL'  de  la  surbce  qui  passe 
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par  le  point  M  et  qai  rencontre  le  plan  sécant  saÎTant  Tordonnée  IIP  de 
ce  point  par  rapport  à  ÂP.  On  aura  toujours 

MF  =  MG  =  BL. 

D^ailleurs,  Tintersection  du  plan  sécant  et  du  parallèle  BC  est  une 
droite  DE  perpendiculaire  au  plan  méridien,  et  PD  représente  la  distance 
du  point  M  à  la  droite  DE.  Les  deux  triangles  APL,  ABD,  étant  isocèles, 
puisqu'ils  sont  tous  deux  semblables  au  triangle  SIX',  on  a 

PD=BL,    c'est-à-dire    MF  =  PD. 

La  courbe  obtenue  est  donc  une  parabole  ayant  le  point  F  pour  foyer  et 
la  droite  DE  pour  directrice, 

Ck)R0LLA.IRB8. 

1080.  Ce  théorème  permet  de  réunir  les  trois  courbes  étudiées  précé- 
demment sous  la  dénomination  de  sections  coniques. 

Les  propriétés  de  ces  courbes,  relativement  à  leurs  foyers  et  à  leurs 
directrices,  conduisent  à  la  définition  générale  suivante  :  Le  lieu  des 
points  dont  le  rapport  des  distances  à  un  point  fixe  (foyer)  et  à  une 
droite  fixe  [directrice)  est  constant,  est  une  section  conique. 

Suivant  que  le  rapport  donné  est  inférieur,  supérieur  ou  égal  à  Tunité, 
la  courbe  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

1081 .  Les  sphères  considérées  dans  la  démonstration  précédente  peu- 
vent, tout  en  restant  inscrites  au  cène,  cesser  d'être  tangentes  au  plan 
sécant  qui  les  coupe  alors  suivant  deux  cercles.  Les  mêmes  raisonnements 
étant  applicables  à  ce  cas,  on  arrive  à  cette  proposition  :  Le  lieu  des  points 
tels,  que  le  rapport  qui  existe  entre  les  tangentes  menées  de  ces  points  à 
un  cercle  fixe  et  les  distances  de  ces  mêmes  points  à  une  droite  fixe  soit 
constant,  est  une  section  conique  dont  la  nature  dépend  de  la  valeur  de 
ce  rapport  comparée  à  P unité  (1080). 

PROBLÈME. 

1082.  Placer  une  ellipse^  une  hyperbole  ou  une  parabole  donnée  sur 
un  cône  de  révolution  donné, 

1°  Si  Ton  se  reporte  à  lay^.  562,  on  voit  qu'on  connaît  dans  le  triangle 
AA'H  le  grand  axe  AA'  de  1  ellipse  donnée  et  sa  distance  focale  AH,  ainsi 
que  l'angle  AH  A',  complément  du  demi-angle  au  sommet  du  cône  donné. 
La  question  revient 'donc  à  construire  un  triangle  avec  deux  côtés  et 
l'angle  opposé  à  l'un  d'eux.  Comme  l'angle  donné  est  opposé  au  plus  grand 
des  deux  côtés  donnés,  ce  triangle  est  complélement  déterminé  (158). 
Quand  il  sera  construit,  on  élèvera  une  perpendiculaire  sur  le  milieu 
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de  A' H,  et  la  surface  conique  engendrée  par  AH  en  tournant  autour  de 
cette  perpendiculaire  sera  coupée  suivant  Tellipse  donnée  par  un  plan 
mené  suivant  AA'  perpendiculairement  au  plan  du  triangle  AA'H.  On  peut 
donc  toujours  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cône  donné. 

a"  Si  Ton  se  reporte  àlay^.  563,  on  voit  qu'on  connaît  dans  le  triangle 
AA'H  Taxe  transverse  AA',  et  la  distance  focale  AH  de  l'hyperbole  donnée, 
ainsi  que  Tangle  AHA',  complément  ^du  demi-angle  au  sommet  du  cône 
donné.  Gomme  cet  angle  est  opposé  ici  au  plus  petit  des  deux  côtés  don- 
nés, le  problème  peut  avoir  deux  solutions  ou  n'en  avoir  aucune  (158). 
Pourqu'il  soit  possible,  il  faut  que  AA' surpasse  la  perpendiculaire  abaissée 
du  ^oint  A  sur  HA',  c'est-à-dire  qu'on  ait,  en  appelant  2^  l'angle  au 
sonunet  du  cône  et  en  posant  (1000)  AA'^aa^  AU  =  ac, 

afl>arcosp    ou    cosp<-* 

c 

Mais  si  l'on  appelle  2  9  l'angle  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole  pro- 
posée, on  a  évidemment  (1015) 

-  =  cosO. 

c 

La  condition  cherchée  est  donc 

cosp<cosO, 

ou,  puisqu'il  s'agit  d'angles  inférieurs  à  un  droit, 

P>0    ou    ap>a©. 

Donc,  pour  pouvoir  placer  une  hyperbole  donnée  sur  un  cône  de  réoo- 
lution  donné,  il  faut  que  l'angle  au  sommet  du  cône  surpasse  celui  des 
deux  angles  des  asymptotes  de  l'hyperbole  qui  comprend  la  courbe, 

S""  Si  l'on  se  reporte  à  lay^^.  564,  on  voit  que  la  droite  OÂ  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  SO,  d'après  la  détermination  du  point  0  et  le  paral- 
lélisme des  droites  SL'  et  AP.  Dans  le  triangle  rectangle  OBA,  on  connaît 

FD 

par  suite  le  côté  A6  =  AD  —  — 7  demi-paramèti;p  de  la  parabole  donnée 

(1028),  et  l'angle  BAO  complément  du  demi-angle  au  sommet  du  cône 
donné.  Ce  triangle  est  donc  complètement  déterminé  (34).  L'ayant 
construit,  on  élèvera  OS  perpendiculaire  sur  OÂ,  et  Ta  surface  conique 
engendrée  par  la  rotation  de  AB  autour  de  SO  sera  coupée  suivant  la  pa- 
rabole donnée  par  un  plan  mené  perpendiculairement  à  celui  du  triangle 
OBA  et  passant  par  la  droite  AP,  tracée  de  manière  que  AO  soit  la  bissec- 
trice de  l'angle  SAP.  On  peut  donc  toujours  placer  uhe  parabole  donnée 
SKT  un  cône  dorme. 
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Sgolibs. 

1083.  Le  sommet  d*un  cône  de  révolution  s'éloignant  à  Tinfini  dans  la 
direction  de  Taxe,  ce  cône  dégénère  en  cylindre  de  révolution.  Un  cylindre 
circulaire  droit  est  donc  coupé  suivant  une  ellipse  par  un  plan  sécant 
quelconque  (1079,  i*). 

C'est  ce  qu'on  démontrera,  au  reste,  directement  en  adoptant  la  môme 
marche  que  précédemment.  Cette  marche  permettra  de  déterminer  le 
grand  axe,  les  foyers  et  les  directrices  de  la  section  proposée.  On  en 
déduira  facilement  que  toutes  les  ellipses  trouvées  en  coupant  par  un  plan 
quelconque  un  cylindre  de  révolution,  ont  pour  petit  axe  le  diamètre  de 
ce  cylindre. 

On  peut  toiijours  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cylindre  de  révolution 
ilonné  ^(iOS'^j  i^),  lorsque  le  petit  tire  de  l* ellipse  est  égal  au  diamètre 
du  cylindre. 

THÉORÈME. 

1084.  Si  l'on  coupe  une  surface  gauche  de  révolution  par  un  plan, 
la  projection  de  l'intersection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  de  la 
surface  est  une  section  conique  {fig.  565). 

Fig.  565. 


On  appelle  surface  gauche  de  révolution  la  surface  engendrée  par  une 
droite  non  située  dans  un  même  plan  avec  Taxe  autour  duquel  elle  tourne. 
Le  plus  petit  parallèle  de  la  surface,  engendré  par  la  plus  courte  distance 
de  la  génératrice  à  Taxe  (538),  porte  le  nom  de  cercle  de  gorge  de  la 
surface.  La  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge 
est  tangente  à  ce  cercle,  car  cette  génératrice  étant  perpendiculaire  à 
l'extrémité  du  rayon  du  cercle  de  goi^e,  il  en  est  de  même  de  sa  projec- 
tion (531). 

Gela  poséy  représentons  la  surface  par  son  axe  OX,  son  cercle  de  gorge 
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OG  et  Tane  de  ses  génératrices  GG'.  Couponfr-la  {wr  un  plan  HLR.  Si  oe 
pian  rencontre  en  M  la  génératrice  GG',  M  sera  un  point  de  la  courbe  d*in- 
tersection.  Sa  projection  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  sera  en  P,  sur  la 
tangente  GP  à  ce  cercle.  La  génératrice  faisant  un  angle  constant  avec  le 
plan  du  cercle  de  gorge,  le  rapport  de  PG  à  MP  reste  constant. 

Menons  par  le  point  M  la  ligne  de  plus  grande  pente  MH  (555,  556)  du 
plan  HLR,  par  rapport  au  plan  du  cercle  de  gorge,  et  traçons  la  droite  PH. 
La  droite  MH  faisant  de  môme  un  angle  constant  avec  le  plan  du  cercle 
de  gorge,  le  rapport  de  PH  à  MP  reste  constant  ;  le  rapport  de  PG  à  PH 
est  donc  aussi  constant,  et  le  théorème  est  démontré  (1081  ). 

GOHOLLAIHB. 

i085.  Si  le  rayon  du  cercle  de  gorge  devient  nul,  la  surface  gauche  de 
révolution  dégénère  en  un  càne.lk>iïc  y  ia  projection  d'une  section  conique 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  i*axe  du  cône  de  révolution  sur  lequel  elle 
est  placée  est  une  section  conique  dont  l'un  des  foyers  est  la  projection 
du  sommet  de  cane  sur  le  plan  de  projection  et  dont  la  directrice  cor^ 
respondante  est  la  projection  sur  le  même  plan  de  V  intersection  du  plan 
sécant  avec  le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  parallèlement  au  plan 
de  projection. 

En  se  reportant  aux  n**  1082  et  1083,  on  verra  facilement  qu*on  peut 
toujours  construire  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  soit  perpendiculaire 
à  un  plan  donné,  pris  pour  plan  de  projection,  et  sur  lequel  se  trouve 
placée  une  hyperbole  ou  une  parabole  donnée.  Il  n'en  est  pas  de  même 
pour  TelUpse,  mais  on  peut  toujours  construire  un  cylindre  de  révolution 
dont  l'axe  soit  perpendiculaire  au  plan  de  projection  et  sur  lequel  se  trouve 
placée  une  ellipse  donnée.  Comme  un  cercle  est  aussi  une  section  conique, 
on  parvient  à  ce  théorème  :  La  projection  d'une  section  conique  sur  un 
plan  quelconque  est  une  section  conique, 

PROBLÈBIU. 
1086.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  on  connaît  Vexcen- 
trieité-'i  Pun  des  foyers,  et  deux  points  ou  deux  tangentes,  ou  une  tan^ 

gente  et  son  point  de  contact. 

Nous  résolvons  ce  problème  pour  montrer  de  quelle  utilité  peut  être 
la  considération  des  directrices. 

1*  Soient  F  le  foyer  donné,  A  et  B  les  deux  points  donnés;  détermi- 
nons les  longueurs  r  et  /  par  les  conditions 

r  "*  fl       r'      a 
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puis  décrivons  deux  circonférences  des  points  A  et  B  comme  centres  avec 
les  rayons  r  et  r'.  La  directrice  correspondant  au  foyer  F  sera  une  tan- 
gente commune  aux  circonférences  décrites.  En  abaissant  sur  cette  tan- 
gente DE  une  perpendiculaire  FD  et  en  marquant  sur  cette  perpendicu- 

laire  les  deux  points  A  et  A'  qui  la  divisent  dans  le  rapport  -  ?  on  aura 


a 


Taxe  focal  AA'  de  la  section  conique;  sa  distance  focale  FF'  s'obtiendra 

en  prenant  dans  le  sens  convenable,  suivant  la  valeur  de  -?  A'F'  =  AF. 

La  question  sera  alors  ramenée  à  construire  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, connaissant  ses  axes. 

2*"  Soient  F  le  foyer  donné,  MT,  MT,  les  deux  tangentes  données 
{fig'  ^6).  Déterminons  les  points  <p  et  ^'  symétriques  du  foyer  par  rap- 

Fig.  566. 


port  à  ces  tangentes.  La  perpendiculaire  indéânie  EF'  élevée  à  77'  par  son 
milieu  K  est  un  lieu  de  second  foyer  F'  (985,  1011).  Ce  second  foyer  fait 
également  partie  du  lieu  dont  le  rapport  des  distances  aux  deux  points 

fixes  F  et  7  est  égal  à  -  •  Nous  déterminerons  donc  les  points  G  et  G'  qui 

divisent  Ff  dans  ce  même  rapport,  et  sur  GG'  comme  diamètre  nous 
décrirons  (194)  une  circonférence  qui  coupera  KF'au  point  cherché.  11 
ne  restera  plus  qu'à  construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant 
la  distance  focale  FF'  et  l'axe  focal  F 7  de  la  courbe. 

V"  Soient  F  le  foyer  donné  et  MT  la  tangente  donnée  qui  doit  toucher 
la  conique  au  point  donné  M.  Déterminons  le  symétrique  7  du  foyer  par 
rapport  à  MT  ;  en  joignant  «pM,  nous  aurons  un  Heu  du  second  foyer  F'  (  986, 
iOlS).  Divisons  comme  précédemment  [%"*)  F?,  aux  points  G  et  G',  dans 

c 

le  rapport  donné  -•  La  circonférence  décrite  sur  GG'  comme  diamètre 
viendra  couper  en  F'  la  droite  f  M  prolongée,  et  le  problème  sera  résolu. 


!. 
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§  VII.  -  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  L'HÉLICE. 


DÉPllflTION  ET  TRlCfi  DE  Ll  COURBE. 

1087.  Soit  un  cylindre  droit  à  base  quelconque,  mais  fer- 
mée. On  peut  déterminer  un  point  quelconque  de  la  surface 
de  ce  cylindre  à  l'aide  de  coordonnées  définies  de  la  manière 
suivante. 

Considérons  une  section  droite  AA'  [Jig.  667)  qui  coupe  au 

Fig.  567. 


point  A  la  génératrice  6G',  et  prenons  ce  point  A  pour  origine 
des  arcs  comptés  sur  le  périmètre  de  celte  section  droite.  Ces 
arcs  seront  positifs  dans  un  sens,  négatifs  en  sens  opposé. 

Cela  posé,  soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface  cy- 
lindrique, et  MF  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  et  qui 
rencontre  en  P  la  section  AA'  :  la  longueur  MP  est  Y  ordon- 
née y  du  point  M  et  l'arc  AP  est  son  abscisse  curviligne  x. 

Comme  le  point  M  peut  appartenir  à  une  courbe  qui  décrit 
plusieurs  circonvolutions  autour  du  cylindre,  son  abscisse 
peut  dépasser  le  périmètre  de  la  section  AA'  et  comprendre 
ce  périmètre  un  nombre  quelconque  de  fois. 

En  suivant  la  courbe  proposée.à  partir  de  son  premier  point 
de  rencontre  avec  la  génératrice  GG'  et  en  comptant  combien 
de  fois  elle  coupe  cette  génératrice  avant  qu'on  parvienne  au 
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pointM»  on  devra  ajouter  le  périmètre  de  AÀ'  ce  même  nombre 
de  fois  à  l'arc  qui  sépare  le  point  A  du  pfed  de  l'ordonnée  du 
point  My  pour  avoir  l'abscisse  curviligne  de  ce  point. 

1088.  Parmi  toutes  les  courbes  qu'on  peut  ainsi  tracer  sur 
la  surface  d'un  cylindre  droit,  Vhélice  est  définie  par  cette 
condition  que  l'ordonnée  d'un  point  est  proportionnelle  à 
son  abscisse  curviligne. 

L'équation  de  l'hélice ,  dans  le  système  de  coordonnées 
adopté  (1087),  est  donc 

Désignons  par  C  le  périmètre  de  la  section  droite  AA' 
{/ig,  567  ).  X  variant  de  zéro  à  C,  on  a  un  premier  arc  d'hélice 
qui  part  du  point  A  et  qui,  après  avoir  coupé  toutes  les  géné- 
ratrices du  cylindre,  vient  rencontrer  de  nouveau  en  A,  la  gé- 
nératrice GG^  X  variant  de  C  à  2C,  de  2C  à  3C,...,  on  a  de 
nouveaux  arcs  de  courbe  allant  de  At  à  At,  de  As  à  As,....  Les 
valeurs  extrêmes  de  /  sont,  en  même  temps,  o,  A-C,  ^ArC, 
SA'C,....  Les  distances  AAi,  Ai  As,  As  As,...,  qui  séparent  les 
points  où  l'hélice  vient  rencontrer  une  même  génératrice  GG% 
sont  donc  égales.  Cette  distance,  constante  quelle  que  soit  la 
génératrice  considérée,  est  ce  qu'on  appelle  \epasàe  Théilce. 
Les  arcs  de  courbe  AA„  Ai  As,  As  As,...,  sont  de  même  égaux 
entre  eux;  ils  ne  sont  évidemment  que  la  reproduction  du 
premier  arc  AAi  qu'on  ferait  glisser  successivement  le  long 
du  cylindre  d'une  hauteur' égale  au  pas.  Ces  arcs  égaux,  dans 
lesquels  l'hélice  se  trouve  ainsi  naturellement  partagée,  con- 
stituent les  spires  de  la  courbe. 

THÉORÈME. 

1089.  Lorsqu'on  effectue  le  développement  d'une  surface 
cylindrique  sur  l'un  de  ses  plans  tangents^  toute  hélice  tracée 
sur  la  surface  se  développe  suivant  une  ligne  droite  (Jig.  568). 

Soit  {^g,  568)  l'hélice  AMBi;  pour  deux  points  quelcon- 
ques M  et  M'  de  cette  courbe,  on  a  la  relation 

MP  _  MT^ 
AP  ~"  AP'  * 
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SI  Ton  suppose  qu'on  développe  la  surface  du  cjrlindre  dans 
le  plan  Ungeni  suivant  la  génératrice  AB,  (744,  873),  la  cir- 
conférence de  la  section  droite  en  A  s'appliquera  sur  la  droite 
A  a  menée  perpendiculairement  à  AB,  dans  ce  plan,  et  les 

Fig.  568. 


.^03? 


arcs  AP  et  AP'  seront  rectiQés  en  AP,  et  kV^.  Les  points  M 
et  M'  viendront  d'ailleurs  se  placer  en  Mi  et  en  M\  sur  les 
perpendiculaires  élevées  à  Aa  en  Pi  et  en  P^.,  et  l'on  aura 

M.P.  =  MP,     M'.P',  =  M'P'. 


/n/ 


MP        M'P 

Puisque  par  hypothèse -r-p  =  'Tûr^  ^^  ^^^  aussi 

M.p.  _M;y, 

AP,  ~"   AP',  ' 

et  les  points  A,  Mi,  M'.,  seront  en  ligne  droite.  Si  Ton  déve- 
loppe une  seule  spire,  A  a  représente  le  périmètre  de  la  sec- 
tion AA'  et  a B  le  pas  de  l'hélice. 

THËORÈBIE. 

1090.  La  soiis-tangente  en  un  point  de  Vhélice  est  égale  à 
l'abscisse  curviligne  de  ce  point  (fig*  569] • 

La  sous-tangente  en  un  point  de  l'hélice  est  la  projection, 
sur  le  plan  de  la  section  droite  prise  pour  base,  de  la  portion 
de  tangente  en  ce  point  comprise  entre  son  point  de  contact 
et  sa  trace  sur  le  plan  de  la  base. 

Considérons  sur  la  courbe  les  deux  points  voisins  M  et  H', 
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dont  les  ordonnées  sont  MP  et  If'P'  et  les  abscisses  curyiUgnes 
AA'AP  et  AA'AP\  On  a  (1088) 


(I) 


MP 


M'P' 


AA'AP      AA'AP' 


Prolongeons  la  corde  MM'  jusqu'au  point  T  où  elle  rencontre 
forcément  le  plan  de  la  base,  puisque  l'on  a  M'F;>MP.  Ce 

Fîg.  569. 


point  T  appartiendra  au  prolongement  de  là  corde  PP'  de  la 

base.  Les  deux  triangles  semblables  MTP,  M'TP%  donnent 

alors 

MP      M' F 


fr* 


ÏP 


TP' 


Par  suite,  en  vertu  de  Téquatlon  (i), 

TP     _     TP^  ,       ,  TP'-TP_     TF 

AA'AP  ""AA'AP''     ^®s^-a-^*''®    AF-AP""  AA'AP' 

On  peut  écrire  cette  dernière  égalité  sous  la  forme 


TP' 


AA'AP' 


corde  PP^ 
arc  PF 


Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  H 
regardé  comme  Qxe,  le  point  P'  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  P.  La  sécante  M'MT  devient  la  tangente  M9  à  l'hélice 
au  pointa;  la  sécante  P'PT  devient  à  la  fois  la  tangente  en  P 
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à  la  base  et  la  sous-tangente  PS  au  point  M.  La  limite  du  rap-- 

corde  PP'  , 
port   ^y^pp,    «taût  l'unité  (291),  on  a  finalement 

'''"•ÂÂ^^ÂÎTÂP^*' 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

COEOLLIIRBS. 

1091.  Le  rapport  -  éunt  constant  (1088),  le   rapport  de 

l'ordonnée  d'un  point  à  la  sous-^tangente  de  ce  point  est  aussi 
constant.  Le  triangle  MP9  étant  alors  toujours  semblable  à 
lui-même,  la  tangente  à  l'hélice  fait  un  angle  constant,  aussi 
bien  avec  les  génératrices  du  cylindre  qu'avec  le  plan  d'une 
section  droite.  Ces  deux  angles  sont  complémentaires. 

Si  l'on  désigne  par  h  le  pas  de  l'hélice  et  par  C  le  périmètre 
de  la  base,  on  a  (1089) 

r h 

si  l'on  désigne  par  i  {fig.  568)  l'angle  suivant  lequel  les  géné- 
ratrices du  cylindre  sont  coupées  par  l'hélice,  on  a 

.       •      C 

langi=r^. 

Pour  construire  la  tangente  en  un  point  M  de  l'hélice,  il 
suffit  donc  de  mener^  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  en  ce 
point,  une  droite  faisant  l'angle  i  avec  la  génératrice  qui  passe 
par  ce  point. 

On  peut  aussi  prendre,  à  partir  du  point  P  pied  de  l'ordon- 
née du  point  M,  sur  la  tangente  à  la  base,  une  longueur  Pd 
égale  à  l'arc  ÂP  rectifié,  et  joindre  le  point  6  au  point  M. 

1092.  Si  l'on  enroule  un  fil  sur  une  courbe  quelconque,  une 
de  ses  extrémités  étant  fixée  en  un  point  de  la  courbe;  puis 
qu'on  le  déroule  en  le  tendant  constamment  dans  la  direction 
des  tangentes  à  la  courbe,  son  extrémité  libre  décrit  une  déve* 
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ioppante  de  la  courbe  proposée  qui,  à  son  tour,  est  la  déve- 
loppée de  la  courbe  obtenue. 

Le  lieu  des  points  9  ou  des  traces  des  tangentes  à  l'hélice  sur 
le  plan  de  la  base  est  une  développante  de  cette  base.  La  sur- 
face formée  par  les  tangentes  elles-mêmes  est  connue  sous  le 
nom  d*hélicoïde  développable. 

SCOUB. 

1093.  L'hélice  que  Ton  considère  le  plus  souvent  dans  les 

applications  est  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution.  Dans  ce 

cas,  le  périmètre  C  de  la  base  doit  être  remplacé  par  27rr  et, 

alors,  il  est  commode  d'introduire  dans  les  formules  précé- 

h 
dentés,  au  lieu  de  h,  la  quantité  —  qu'on  désigne  par  A'  et 

27r 

qu'on  nomme  pas  réduit. 


§  VIIL  -  APPENDICE. 

DIVISIONS    H0M0GRAPHIQDB8. 

1094.  On  donne  le  nom  de  division  à  une  suite  quelconque  de  points 
situés  en  ligne  droite.  Sur  cette  droite,  qu'on  appelle  base  de  la  division, 
on  choisit  à  volonté  une  origine  fixe  a,  et  Ton  indique  sans  ambiguïté  la 
position  d'un  point  quelconque  m  en  donnant  le  segment  am  en  grandeur 
et  en  signe. 

Dans  un  grand  nombre  de  questions  de  Géométrie,  on  est  conduit  à 
considérer  deux  divisions  dont  les  points  se  correspondent  un  à  un  sui- 
vant une  loi  déterminée  ;  on  appelle  alors  homologues  deux  points  cor- 
respondants quelconques,  et  on  les  désigne  par  une  môme  lettre,  non 
accentuée  pour  le  point  de  la. première  division,  et  affectée  d*un  accent 
pour  le  point  de  la  seconde.  Soient  L  et  L' les  deux  bases  (fig,  570), 
m  et  m'  deux  points  homologues;  a  l'origine  prise  sur  la  base  L  et  ^' 
l'origine  choisie  sur  la  base  L'  (*);  la  loi  suivant  laquelle  les  points  ho- 
mologues des  deux  divisions  se  correspondent  s'exprimera  alors  par  une 
équation  entre  les  segments  am  et  b'm'. 

On  dit  que  deux  divisions  sont  homographiques  lorsque  l'équation  qui 
exprime  la  loi  de  correspondance  des  points  homologues  m  et  m'  est  du 


(*)  Nous  supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  les  origines  a  et  b*  ne 
sont  pas  nécessairement  deux  points  homologues. 


LITEB  Till.  —    LB8  COUaiBS  USUELLES.  353 

premier  degré  |>ar  rapport  à  chacun  des  segments  am  et  b'm'^  c'est-à- 
dire  est  de  la  forme 

(i)  A.fl/7i.ft'/ii'H-B.flm-+- C.^'/w'h-D  =  o, 

À,  B,  G,  D,  étant  des  constantes  données. 

Deux  divisions  Itomographiques  d'une  troisième  sont  homographiques 
entre  elles;  car,  soit  une  autre  division  homographique  de  la  première; 
en  désignant  par  c"  l'origine  et  par  m' Tbomologue  de  m,  on  aura 

k^.am.c'm*  -+■  B,.û/ii-f-  Cj.c'/w'h-  Dj  =  o, 

et  comme  Télimination  de  am  entre  les  deux  relations  précédentes  con- 
duit évidemment  à  une  équation  de  même  forme  entre  b'm'  et  c'm*^  les 
deux  divisions  engendrées  par  les  points  m*  et  m"  sont  homographiques. 
Souvent,  au  lieu  de  donner  les  quantités  A,  fi,  G,  D,  on  donne  des 
couples  de  points  homologues.  Or,  Féquation  (i)  ne  renferme  en  réalité 
que  trois  coefficients  arbitraires,  qui  sont  les  rapports  de  trois  quel- 
conques des  quantités  Â,  B,  G,  D,  à  la  quatrième;  d'ailleurs,  donner  un 
couple  de  points  homologues,  c'est  donner  une  valeur  de  am  et  la  valeur 
correspondante  de  6' /t?', c'est-à-dire  une  équation  du  premier  degré  entre 
les  trois  rapports  considérés.  Pour  déterminer  ces  rapports^  il  est  donc 
nécessaire  et  suffisant  d'avoir  trois  équations  de  ce  genre,  c'est-à-dire  de 
connaître  trois  couples  de  points  correspondants.  Ainsi  deux  divisions  ho- 
mographiques sont  tléterminées  par  trois  couples  de  points  homologues, 

1095.  Écartons,  pour  le  moment,  le  cas  particulier  où  A  est  nul  ;  nous 
pourrons  alors  diviser  par  A,  et  la  relation  homographique  (i)  prendra  la 
forme 

(a)  am.b*m!  —  X^am  —  it,M m'  h-  v  =  o. 

Les  coefficients  >  et  fA  ont  des  significations  géométriques  remarquables. 

Nous  désignerons  toujours,  dans  la  suite,  par  I  le  point  de  la  première 

division  qui  est  l'homologue  du  point  situé  à  l'infini  dans  la  seconde,  et 

par  J'ie  point  de  la  seconde  division  qui  répond  à  l'infini  de  la  première. 

Si,  dans  la  relation  (a),  on  fait  a/n  infini  après  avoir  divisé  par  am,  on 

trouve 

^'j'_X=:.o,    d'où    >.-^'J', 

et  Ton  a,  de  même,  en  faisant  6'///  infini, 

«I  —  |x  r=  o,    d'où    f*  =  a\, 

La  relation  homographique  (a)  peut  être  transformée  de  bien  des  ma- 
nières. Voici  les  deux  autres  formes  les  plus  utiles  : 
L'équation  (a)  peut  s'écrire 

If.  a3 
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A  étant  une  constante  ;  en  remplaçant  alors  >  et  /x  par  les  valeurs  ci-des- 
sus, on  trouve 

(3)  lm.rm'  =  k, 

formule  très-usuelle,  car  dans  les  applications  on  détermine  en  général 
très-aisément  les  points  I  et  J',  auxquels  on  donne  le  nom  de  points  //- 
miies. 

a**  Soient  a,  6,  c^  trois  points  choisis  à  volonté  dans  la  première  divi- 
sion; a',  y^  c'f  leurs  homologues  dans  la  seconde,  et  m,  m\  un  quatrième 
couple  quelconque  de  points  correspondants.  La  relation  (3)  donne 

l«^^,     IC  =  |i;,     d'Où     c«=I«-Ic  =  -j^,.rV. 

En  formant  les  valeurs  analogues  de  cb^  ma,  mb,  et  les  portant  dans 
Texpression  du  rapport  anharmonique 

,   ,      ,  m    ma 

{abcm)    ou    ^:-^, 

on  trouve 

(4)  {abcm)  =  (a'b'c'm'). 

Donc,  pour  qtte  deux  divisions  soient  homographiques^  il  faut  et  il  suffit 
que  tout  système  de  quatre  points  de  la  première  ait  le  même  rapport 
anharmonique  que  les  quatre  points  homologues  de  la  seconde.  C*est  cette 
propriété  que  M.  Chasles  prend  pour  définition  dans  sa  Géométrie  supé- 
rieure. 

1096.  Examinons  maintenant  le  cas  où  Â  est  nul.  La  relation  homogra- 
phique  (i)  se  réduit  alors  à 

B.am  -+-  Qi.b' m'  h-  D  ==  o, 

ou,  comme  B  et  G  ne  sauraient  être  nuls  à  la  fois,  à 

am  =  k[b'm'  -^h), 

h  et  h  étant  deux  constantes.  Lorsque  m  est  en  a^  le  premier  membre 
s*annuie,  et  comme  m'  coïncide  alors  avec  Thomologue  a'  de  a,  on  voit 
que  h  =^b' d  et,  par  suite,  que  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

am  --  k  [Il m'  —  6' a')     ou    am  ~-  k.ci m\ 

Donc  les  deux  flroites  L  et  V  sont  divisées  en  parties  proportionnelles. 
On  dit,  dans  ce  cas,  que  les  deux  divisions  homographiques  sont  sem- 
blables. 

Dans  deux  divisions  semblables  y  las  points  à  V  infini  sont  /lomologites  ; 
car,  d'après  l'équation  précédente,  am  Qia'  n^  deviennent  infinis  en  même 


LITRE  TIII.  ~  L&8  COURtBS  CSUBLtBS*  355 

temps.  Réciproquement,  deux  dipisions  homographiques  dont  les  points  à 
l^infiiii  se  correspondent  sont  sembUAles;  car  si  dans  l'équation  (i),  préa- 
lablement divisée  par  am,  b'm'^  on  fait  à  la  fois  am  et  l/m'  infinis,  on 
voit  que  A  =  o. 

Lorsque  le  coefficient  k  qui  figure  dans  la  relation  précédente  est  égal 
à  ±  I,  les  deux  divisions  sont  dites  égales;  elles  sont  égales  et  de  mime 
sens  pour  X:  =  i ,  égales  et  de  sens  contraires  pour  k  ~  —  i . 

Pour  deux  divisions  semblables,  la  relation  (3)  n'a  plus  de  sens;  mais 
il  est  évident  que  la  relation  (4)  subsiste  encore. 

4097.  Deux  divisions  abcmn..,^  a^b^c^m^n^,,,^  sont  dites  homologiques^ 
lorsqu'elles  sont  la  perspective  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire  lorsque  les 
droites  66,,  ce,, ... ,  mm,, . . . ,  qui  joignent  les  points  homologues  con- 
courent en  un  môme  point  S  [fig.  Syo). 

Fig.  570. 


Deux  divisions  homologiques  sont  homograpJiiques,  puisque  le  rapport 
anbarmonique  est  une  expression  projective  ;  le  point  d'intersection  (a,  ^,  ) 
des  deux  bases  L  et  L,  est  alors  un  point  homologue  commun.  Récipro- 
quement, deux  divisions  homographiques  qui  ont  un  point  homologiœ 
commun  sont  homologiques;  cette  réciproque,  dont  nous  ne  saurions 
trop  signaler  Timportance,  n'est  autre  que  le  théorème  du  n°  732  avec 
un  autre  énoncé. 

On  en  déduit,  par  exemple,  un  moyen  très-simple  pour  construire  deux 
divisions  homographiques  dont  on  donne  trois  couples  de  points  liomo» 
hgues.  Soient  (a,  a'],  (6,  6'),  (<r,  c'),  les  trois  couples  donnés,  et  m*  un 
point  quelconque  de  la  deuxième  division;  il  s'agit  de  trouver  le  point /;< 
de  la  première  division  qui  est  l'homologue  de  m',  A  cet  effet,  on  portera 
la  division  L',  à  l'aide  d'une  bande  de  papier,  sur  une  droite  quel- 
conque L,  passant  par  a,  de  façon  que  a'  vienne  en  a;  6,,  r,,  m,,  étant  les 
positions  que  prennent  alors  b\  r',  m',  on  joindra  m,  au  point  de  concours  S 
des  droites  bb^  et  cr„  et  l'intersection  des  droites  S  m,  et  L  sera  le 

23. 
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point  demandé  m,  n  est  clair,  en  effet,  que  le  système  abcm  est  bomo- 
logique  du  système  a^b^c^m^^  et,  par  suite,  homographique  de  son  égal 

DIVISIONS  HOMOGRAPHIQUBS  DE  MÊME  BASE. 

1098.  Deux  divisions  homographiques  peuvent  être  situées  sur  une 
même  droite  L  ;  on  appelle  alors  point  double  tout  point  de  cette  droite 
qui,  considéré  comme  appartenant  à  la  première  division,  coïncide  avec 
son  homologue  de  l'autre  division. 

Deux  divisions  homographiques  de  même  base,  qui  ont  trois  points 
doubles,  coïncident;  car  a^  6,  r,  étant  les  trois  points  doubles,  et 
(  m,  m')  un  couple  quelconque  de  points  homologues,  régalité  des  rap- 
ports anharmoniques  [abcm]  et  {abcm')  exige  que  m  et  m*  coïncident.  Il 
suit  de  là  que  deux  divisions  homographiques  distinctes  et  tracées  sur  une 
même  droite  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  points  doubles. 

i099.  Pour  étudier  plus  complètement  la  question  des  points  doubles, 
prenons  pour  origine  commune  le  milieu  0  de  la  droite  U'  qui  unit  les 
points  homologues  de  l'infini  (fig,  571);  on  aura  alors  OJ'  —  —  01,  c'est- 
à-dire  (1095)  X  =  —  ^,  et  l'homographie  des  deux  divisions  s'exprimera 
par  l'équation 

0/w.O/iî'  —  \  (O/w  —  Om')  -f-  V  =  o, 
ou 

(4)  O/w.O/w'-hX.ot/iî' H- V  =  o. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  ^  =  OJ'  =  —  01  ;  et,  pour  avoir  la  signifi- 
cation géométrique  de  v,  il  suffit  de  supposer  que  m  est  en  0  ;  car  alors 

Fig.  571. 
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m' coïncidant  avec  l'homologue  0'  de  0,  l'équation  (4)  donne  X.00'  -f-  v  =  o, 
d'où  v  =  ~OJ'.00'  =  01.00'. 

Cela  posé,  pour  qu'un  point  m  soit  double,  c'est-à-dire  pour  qu'il 
coïncide  avec  son  homologue  m\  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait,  en  vertu  de 
réquation  (4), 

0//iV  V  =  o    ou    Om  =  ±  v/ÔTTÔÔ'. 
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On  conclut  de  là  que  deux  dhisions  homographiques  de  même  base  ont 
toujours  deux  points  doubles  réels  ou  imaginaires^  et  que  le  milieu  des 
points  doubles  coïncide  avec  le  milieu  du  segment  U*  formé  par  les. point  s 
limites. 

Les  points  doubles  sont  imaginaires  lorsque  les  segments  OJ'  et  00' ont 
des  signes  contraires,  c'est-à-dire  lorsque  0'  et  J'  sont  de  part  et  d'autre 
de  0.  Us  sont  réels  lorsque  O'  et  J'  sont  d'un  même  côté  du  point  0; 
dans  ce  cas,  en  menant  par  0  une  tangente  au  cercle  décrit  sur  O'J' 

comme  diamètre,  puis  rabattant  cette  tangente  OT  =  v/OO'.OJ'  sur  la 
droite  L  en  0^  et  en  0/,  on  a  les  deux  points  doubles  e  et/. 

ilOO.  Pour  que  deux  divisions  homographiques  de  méfhe  base  soient 
semblables^  il  faut  et  il  smffit  (1096)  que  l'un  des  points  doubles  soit  à 
l'infini. 

On  voit  immédiatement  que  :  1*  pour  que  deux  divisions  soient  égales 
et  de  même  sens,  il  faut  et  il  suffît  que  les  deux  points  doubles  soient  à 
V infini;  %^  pour  que  deux  divisions  soient  égales  et  de  sens  contraires, 
il  faut  et  il  suffit  que  Vun  des  points  doubles  soit  à  l'infini  et  que  le 
second  point  double  soit  le  milieu  de  tous  les  segments  mm*  formés  par 
deux  points  homologues  quelconques. 

1101.  Cette  théorie  des  points  doubles  nous  amène  naturellement  à 
dire  un  mot  de  la  détermination  simultanée  de  deux  points  et  du  rôle  des 
imaginaires  en  Géométrie. 

Soient  {fig.  200)  une  origine  fixe  0  sur  une  droite  X'X,  et  A  et  B 
deux  points  quelconques  de  cette  droite.  Au  lieu  de  donner  les  segments 
OA  et  OB  qui  détermineraient  individuellement  les  points  A  et  B  (304), 
on  peut  donner  la  demi- somme  p  et  le  produit  q  de  ces  deux  segments, 
qui  sont  alors  les  racines  de  Téquation  du  second  degré 

Les  nombres  peiq  sont  dits  les  éléments  du  couple  (A,  B)  ;  leur conr 
naissance  détermine  simultanément  les  deux  points  A  et  B. 

Les  nombres /?  et  q  étant  supposés  réels,  les  segments  OA  et  OB  seront 
réels  ou  imaginaires  (conjugués),  selon  que  la  quantité  p*  —  q  sera  posi- 
tive ou  négative;  dans  ce  dernier  cas,  les  points  A  et  B  cessent  d'exister, 
et  Ton  dit  qu'ils  sont  imaginaires. 

Deux  points  imaginaires  A  et  B,  ainsi  définis,  peuvent  avoir  des  rela- 
tions réelles  avec  des  points  réels  ;  ce  sont  des  relations  contenant  d'une 
manière  symétrique  les  segments  imaginaires  conjugués  [OA  et  OB,  de 
telle  sorte  que,  tous  calculs  effectués,  il  ne  reste  plus  dans  les  équations 
que  les  éléments  réels  p  eiq  du  couple  (A,  B)  et  les  autres  quantités 
réelles  étrangères  à  ce  couple.  Considérons,  par  exemple,  deux  couples 
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de  points  (A»  B),  (C,  D)  situés  sur  la  droite  X'X'  {fg.  ooi)  et  définis 
respectivement  par  les  équations 

Supposons  que  ces  points  soient  réels  et  forment  une  division  harmo- 
nique; on  aura  alors  la  relation 

CA.  DA      _ 

^"^  CB  *  DB  ""      ' 

qui,  après  qu*on  y  a  remplacé  les  segments  CA,  CB,. . .  par  leurs  valeurs 
OA  —  OC,  OB—  OC, . . . ,  revient,  tous  calculs  effectués,  à  la  suivante: 

(a)  ç-^g'  =  ^pp\ 

dans  laquelle  les  deux  couples  de  points  (A,  B],  (C,  D),  ne  figurent 
plus  que  par  leurs  éléments  (/?,  7),  (//,  ^). 

Cela  posé,  supposons  que,  le  couple  (A,  B)  restant  réel,  la  quantité 
p'^—q'  devienne  négative;  les  points  C  et  D  cesseront  d'exister,  et  la 
relation  (i)  n'aura  plus  de  sens  explicite;  mais  rien  n'empêchera  de  la 
conserver  comme  manière  symbolique  d'écrire  la  relation  (2]  qui  sub- 
siste toujours,  et  à  laquelle  la  relation  (i)  se  réduit  lorsqu'on  effectue  les 
calculs  d'après  les  règles  de  l'Algèbre.  Ainsi,  au  lieu  de  dire  que,  lorsque 
o'^  —  q*  est  négatif,  il  n'existe  plus  de  couple  de  points  divisant  harmo- 
uiquement  le  segment  AB,  mais  qu'il  existe  seulement  entre  les  éléments 
P^q^  P'^  ^\  1^  relation  (a),  on  pourra  dire  que  le  couple  (C,  D)  des  points 
qui  divisent  harmoniquement  le  segment  AB  devient  imaginaire,  et  em< 
ployer  la  forme  symbolique  (i),  qui  fait  bien  plus  image  que  la  relation  (  a  ) 
à  laquelle  elle  revient  au  fond.  Les  avantages  de  cette  nouvelle  manière 
de  voir  sont  connus  du  lecteur  qui  est  déjà  versé  dans  FAnalyse  algé- 
brique. En  Géométrie  comme  en  Algèbre,  l'introduction  des  imaginaires 
permet  de  généraliser  les  énoncés,  évite  les  subdivisions,  et  leur  emploi 
transitoire  fournit  des  démonstrations  rapides  et  élégantes. 

Remarquons  en  terminant  que,  si  (comme  nous  le  supposons  tou- 
jours) les  éléments  p^  7,  /?',  tj ^  sont  réels,  la  relation  (a)  exige  que 
l'une  des  deux  quantités  p^—q^  p'^  —  q'^  soit  positive;  car,  si  l'on  avait 
à  la  fois 

P^-'q<o,   p"-q'<o, 

un  aurait 

p^-^p'^  —  (q'+-q')<o, 

ou,  à  cause  de  (a), 

p^ -h/j"  —  ikpp^  < o,    c'est-à-dire    (p  — //)' <o, 
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ce  qui  est  absurde.  Ainsi  quand  deux  couples  de  points  en  ligne  droite 
forment  une  division  harmonique,  Vun  des  couples  au  moins  est  réel. 

Rappelons  enfin  la  signification  géométrique  de  l'élément  /?;  cet  élément 
exprime  la  distance  de  l'origine  0  (fig.  aoo)  au  milieu  I  du  segment  AB, 
puisque  on  a 

;^=i(OA-HOB)  =  OI    (n*3o5). 

Lorsque  le  couple  (A,  B)  est  imaginaire,  les  imaginaires  disparaissent  dans 
la  somme  des  deux  quantités  conjuguées  OA  et  OB ,  de  sorte  que  le 
milieu  1  du  segment  compris  entre  deux  points  imaginaires  conjugués  A 
et  B  est  toujours  réel. 

FAISCEAUX  HOMOGEAPHIQUBS. 

1102.  On  donne  le  nom  6e  faisceau  à  un  système  quelconque  de  droites 
issues  d'un  même  point  et  situées  dans  un  même  plan  (321  ). 

On  dit  que  deux  faisceaux  sont  Iu>mographiques^  lorsqu'on  peut  trouver 
deux  droites  L  et  L  'qui  les  coupent  suivant  deux  divisions  homogra- 
phiques.  Il  est  clair  qn^alors  toute  section  rectiligne  L,  du  premier  faisceau 
sera  homographique  d*une  section  rectiligne  quelconque  L'  du  second 
faisceau;  car,  les  divisions  L  et  L,  étant  en  perspective  sont  homogra- 
phiques  (1097);  il  en  est  de  même  de  L'^et  L',,  et  comme  L  et  L'  sont 
homographiques  par  hypothèse  et  que  deux  divisions  homographiques 
d'une  troisième  sont  homographiques  entre  elles  (1094),  les  deux  divi- 
sions L,  etL'i  sont  homographiques. 

Pour  que  deux  faisceaux  soient  homographiques,  il  faut  et  il  suffit 
que  quatre  droites  quelconques  du  premier  aient  le  même  rapport  anhar- 
monique  que  les  quatre  droites  homologues  du  second  (326  et  1095,  2®). 

Deux  faisceaux  homographiques  sont  déterminés  par  trois  couples  de 
no'ons  homologues  (1094). 

Quand  deux  faisceaux  homographiques  ont  un  rayon  homologue  com- 
mun, les  autres  rayons  homologues  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  ligne 
droite:  c'est  le  théorème  fondamental  du  n*"  325  avec  un  autre  énoncé. 

1103.  Deux  faisceaux  homographiques  de  même  centre  ont  toujours 
deux  rayons  doubles  [réels  ou  imaginaires),  c'est-à-dire  deux  rayons 
tels»  que  chacun  d'eux  considéré  comme  appartenant  au  premier  faisceau 
coïncide  avec  son  homologue  dans  le  second  faisceau.  On  obtient  ces 
rayons  en  joignant  le  centre  commun  des  deux  faisceaux  aux  points  dou- 
bles des  deux  divisions  homographiques,  déterminées  par  les  deux  fais- 
ceaux sur  une  transversale  arbitraire. 

Lorsque  un  an^  tourne  autour  de  son  sommet  S  [fig,  57a),  ses  deux 
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celés  engendrent  deux  faisceaux  homographiques  concentriques^  car,  les 
angles  du  premier  faisceau  étant  respectivement  égaux  à  ceux  du  second, 


quatre  droites  quelconques  du  premier  faisceau  ont  (324)  le' même  rap- 
port anharmonique  que  les  quatre  homologues  du  second.  Les  rayons 
doubles  de  ces  deuxfatsceaux  sont  évidemment  imaginaires,  et  il  importe 
de  remarquer  que  la  position  de  ces  rajrons  doubles  imaginaires  est  indé' 
pendante  de  la  grandeur  de  Vangle.  En  effet,  soit  L  une  transversale 
quelconque  et  l'SI,  O'SO,  J'SJ,  trois  positions  de  Tangle  donné  relatives, 
la  première  au  cas  où  le  second  côté  est  parallèle  à  L,  la  seconde  au  cas 
où  le  premier  côté  est  perpendiculaire  à  L,  et  la  troisième  au  cas  où  le 
premier  côté  est  parallèle  à  L.  Tout  revient  à  trouver  les  points  doubles 
imaginaires  des  deux  divisions  homographiques  que  les  côtés  de  l'angle 
tracent  sur  L.  Or  I  et' J'  sont  les  points  limites  de  ces  deux  divisions, 
et  0,  qui  est  évidemment  leur  milieu,  est  le  milieu  des  points  doubles; 
ces  points  sont  donc  de  part  et  d'autre  de  0  à  une  distance  ég^le 

(1099)  à  

v/OJ'.00'==v/-OJ'.0'0. 

Mais,  puisque  O'SO  ==  J'SJ,  l'angle  (VSJ'  est  droit,  et  Ton  a 


'S 


CO.OJ'^SO  . 

donc,  la  distance  du  point  0  aux  deux  points  doubles  est  égale  à  SO .  ^~^\ 
d'où  Ton  voit  qu'elle  dépend  de  la  distance  de  la  transversale  L  au  som- 
met S  de  Tangle,  mais  en  aucune  manière  de  la  grandeur  de  cet  angle. 

Réciproquement,  lorsque  deux  divisions  homographiques  de  même  bitse 
ont  leurs  points  doubles  imaginaires,  on  peut  considérer  ces  deux  divisions 
comme  tracées  par  un  certain  angle  de  grandeur  constante  tournant 
autour  de  son  sommet.  En  effet,  I  et  J'  étant  les  homologues  de  Tinfini, 
0  leur  milieu  et  0'  son  homologue,  décrivons  une  circonférence  sur  (yy 
comme  diamètre,  jusqu'à  la  rencontre  S  (ou  S,)  de  la  perpendiculaire 
élevée  par  0  sur  la  base  L.  L'angle  OSO'  en  tournant  autour  du  point  S 
tracera  sur  L  deux  divisions  homographiques  dont  (  0,  (X  ),  (  I,  oo  ),  (eo ,  J'  ) 
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seront  trois  couples  de  points  homologues;  car  si  l'on  mène  TSJ  parai* 
lèle  à  L,  les  angles  OSJ,  (ySi\  FSO,  étant  droits,  les  angles  JSJ',  O'SO, 
l'SI,  seront  égaux.  Donc  ces  deux  divisions,  ayant  trois  couples  de  points 
homologues  communs  avec  les  deux  divisions  proposées,  ne  diffèrent  pas 
de  celles-ci. 

IMTBRSEGTION    d'DNB    DROm    ET    d'UN   CERCLE.  —  POINTS    CYCLIQUES 

d'on  plan. 

1104.  Il  résulte  du  n^  324  que  :  i*  lorsqu'un  point  mobile  m  décrié 
un  cercle,  les  droites  P/w,  P'/w,  qui  joignent  ce  point  à  deux  points  fixes, 
P  et  P',  pris  à  volonté  sur  la  circonférence^  forment  deux  faisceaux 
homographiques  ;  %^  lorsque  une  droite  mobile  enveloppe  un  cercle,  elle 
trace  sur  deux  tangentes  fixes  de  ce  cercle  deux  divisions  homogra-^ 
phiques. 

Une  droite  quelconque  L  du  plan  d'un  cercle  C  rencontre  toujours  la 
circonférence  en  deux  points  (réels  ou  imaginaires);  car,  les  deux  divi- 
sions homographiques  tracées  sur  L  par  les  rayons  Pm,  F/??,  des  deux 
faisceaux,  ont  toujours  deux  points  doubles  (réels  ou  imaginaires).  Le 
milieu  des  deux  points  d 'intersection  est  toufours  réel  :  c'est  la  projection 
O  du  centre  C  ilu  cercle  sur  la  droite  L  ;  car,  si  Ton  choisit  pour  les  points 
P  et  F  (fig,  573  )  les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  L,  les  deux 
points  I  et  y,  homologues  de  Finûni  dans  les  deux  divisions  homogra- 
phiques a6. . . ,  a' 6'. . . ,  tracées  sur  L,  coïncident  avec  0,  de  sorte  que  0 
est  le  milieu  des  deux  points  doubles.  Le  carré  de  la  distance  des  deux 
points  d'intersection  au  point  0  est  égal  à  la  puissance  du  point  0  par 
rapport  au  cercle^  changée  de  signe.  Car,  puisque  I  et  J'  sont  confondus 
avec  0,  le  produit  Oa.Oa'  est  constant  (  1099),  et  le  carré  de  la  distance 
du  point  0  aux  deux  points  doubles  est  égal  à  cette  constante;  or,  si  ^ 
et  ^*  sont  les  deux  points  homologues  qui  répondent  au  point  /i,  milieu 
du  demi-cercle  PmP',  0  p  et  Op'  sont  en  valeur  absolue  égaux  à  OP  et  à 
OP',  et  la  constante  est  égale  à  —  OP'.OP. 

1105.  Considérons  nn  cercle  C  [fig.  578)  et  la  droite  à  Tinfini  située 
dans  son  plan.  P  et  P'  étant  deux  points  fixes  pris  à  volonté  sur  la  cir* 
conférence  C,  les  rayons  Vm  et  P'/n  tracent  sur  la  droite  de  Tinfini,  quand 
Je  point  m  décrit  le  cerclC)  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles  imaginaires  appartiennent  à  la  fois  à  la  droite  et  au  cercle.  Or, 
si  «>  est  un  point  pris  à  volonté  dans  le  plan  du  cercle,  les  parallèles  à  P/n 
et  P'/7?,  menées  par  ce  point,  vont  couper  la  droite  de  l'infini  aux  mêmes 
points  a  et  a'  que  les  rayons  Vm  et  P'/n;  d'ailleurs,  l'angle  at^a*  de  ces 
parallèles  est  constant,  puisque,  en  vertu  de  la  propriété  de  l'angle  inscrit, 
l'inclinaison  mutuelle  des  droites  fm  et  Vm  ne  varie  pas  ;  donc,  les  points 
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d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  de  Tinfini  sont  les  points  doubles 
imaginaires  des  jdeux  divisions  homographiques  tracées  sur  celte  droite 
par  un  angle  de  grandeur  constante  tournant  autour  du  point  oi. 

Fîg.  573. 


En  faisant  varier  la  position  et  la  grandeur  du  cercle  ainsi  que  la  posi- 
tion des  points  P  et  P'  sur  le  cercle,  on  ne  fait  que  changer  la  grandeur 
de  l'angle  qui  tourne  autour  du  point  fixe  6>,  et  comme  la  situation  des 
points  doubles  imaginaires  est  indépendante  (1103)  de  la  grandeur  de 
l'angle,  on  arrive  à  cette  conclusion  :  Tous  les  cercles  sittiés  dans  un  pian 
ont  les  deux  mêmes  points  imaginaires  communs  avec  la  droite  à  l* infini 
de  ce  plan.  Nous  donnerons  à  ces  deux  points,  dont  la  considération  est 
souvent  utile,  le  nom  ^%  points  cxcliques  du  plan. 

Deux  cercles  quelconques,  G  et  G',  admettent  donc  la  droite  de  l'infini 
pour  corde  commune.  \^axe  radical  L  des  deux  cercles  est  une  seconde 
corde  commune;  en  effet,  les  points  réels  ou  imaginaires  où  cet  axe  ren- 
contre l'un  quelconque  des  deux  cercles  sont  de  part  et  d'autre  du  point 
0,  à  une  distance  égale  à  la  racine  carrée  de  la  puissance,  prise  en  signe 
contraire,  du  point  0  par  rapport  au  cercle  considéré  (1104)  ;  et  comme, 
si  L  est  l'axe  radical,  le  point  0  a  la  même  puissance  par  rapport  aux 
deux  cercles,  on  voit  que  l'axe  radical  coupe  ces  cercles  aux  deux  mêmes 
points. 

Ainsi,  deux  cercles  quelconques  ont  toujours  quatre  points  d*interseC' 
tion  situés  deux  à  deux  sur  deux  cordes  communes  réelles,  qui  sont  Vaxe 
radical  et  la  droite  de  Vinflni,  Les  deux  points  d'intersection  situés  sur 
Vaxe  radical  peuvent  être  tous  deux  réels  ou  tous  deux  imaginaires. 
Quand  les  cercles  sont  concentriques  y  l'axe  radical  passe  à  l'infini,  les 
deux  cordes  communes  se  confondent,  et  les  deux  cercles  ont  un  double 
contact  imaginaire  à  l*infini.  Ces  dernières  idées  ont  été  émises  d'abord 
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parPoncelet  {Propriétés  projectioes,  i^  Section,  Chapitre  II);  mais  c*est 
M.  Chastes  qui,  le  premier,  a  présenté  avec  rigueur  rintrodaction  des 
imaginaires  en  Géométrie. 


INVOLUTION  DE  DEUX  DIVISIONS. 

ii06.  On  dit  que  deux  divisions  homographiques  de  même  base  L 
forment  une  invoiution,  lorsqu'on  peut  trouver  sur  la  droite  L  un  point  a 
qui,  considéré  successivement  comme  appartenant  à  Tune  ou  à  l'autre 
division,  a  toujours  pour  homologue  le  même  point  c^. 

L'homographie  de  deux  divisions  de  même  base  s'exprime  (1099)  par 
la  relation  générale. 

(i)  Om.Omf  -4-  OJ'. mr/i'  -h  v  =  o, 

0  étant  le  milieu  des  points I  et  J'  dont  les  homologues  sont  à  l'infini. 
Pour  que  l'égalité 

Oû.Oa'  -h  OJ'.ao'  H- V  =  o 

ne  change  pas  quand  on  permute  a  et  a',  il  faut  et  il  suffit  que  OJ'  =  o. 
Donc,  pour  que  deux  divisions  homograpidques  forment  une  initiation,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  points  I  et  J',  homologues  de  l'injini,  coïncident, 
La  relation  (i)  se  réduit  alors  à 

(a)  O/w.O/w' =  const., 

et  la  symétrie  de  cette  équation,  par  rapport  à  Om  età  Om',  montre  que 
tous  les  couples  de  points  homologues  jouissent  de  la  même  propriété 
que  le  couple  (m,  m').  Ainsi,  dans  deux  divisions  homographiques  en  in* 
voiution,  tout  point  considéré  successivement  comme  appartenant  à  la  pre- 
mière et  à  la  seconde  division  a  toujours  le  même  homologue. 

Le  point  0,  où  sont  réunis  les  points  I  et  J' et  dont  le  conjugué  est  à 
l'infini,  reçoit  le  nom  de  point  central  de  l'involution. 

1107.  L'équation  (a),  très-commode  à  cause  de  sa  simplicité,  est  trop 
particulière.  Lorsqu'on  veut  prendre  pour  origine  commune  des  deux 
divisions,  non  plus  le  point  central  0,  mais  un  point  quelconque  a  de  la 
base,  il  suffit  d'exprimer  dans  la  relation 

am.am'  —  'k.am  —  [L,am* h-  v  =  o 

que  les  points  I  et  J'  coïncident,  c'est-à-dire,  puisque  (1095)  X  =  aV  et 
fjL  =  £7l,  que  X  =  fA.  L'équation  d'involution  est  alors 

(3)         .  am,ani  —  X(ûwi -+- om') -h  v  =  o. 

On  voit  qu'elle  ne  renferme  que  deux  coefficients  arbitraires  X  et  v,  de 


364  GÉOHÉTRIB  DA1I8  L'BgPACB. 

sorte  quV7  suffit  de  deux  couples  de  points  homologues  pour  déterminer 
une  involution. 

Soient  (a,  a'),  (b^  b')^  (c,  c'),  trois  couples  de  points  homologues  de 
deux  divisions  en  involution  :  quatre  quelconques  de  ces  six  points  ont 
leur  rapport  ankarmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  homologues; 
ainsi  Ton  a,  par  exemple,  (abcb*)  =  {afb'c'b)y  car  les  deux  systèmes 
abcb\  €^b*db^  sont  homographiques.  Réciproquement,  pour  que  trois 
couples  de  points  (a,  <r'),  {b,  b')^  (c,  c'),  en  ligne  droite,  soient  en  involution^ 
c'est-à-dire  pour  que  les  points  c  et  c'  soient  deux  points  homologues 
des  deux  divisions  homographiques  en  involution  déterminées  par  les 
deux  couples  (a,  n!)  et  (b,  b')y  il  suffit  que  quatre  de  ces  points  ment 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  homologttes;  car,  si  Ton 
a,  par  exemple,  (abcb')  =  [c^b'c'b),  les  deux  divisions  abcb\  db't^b^ 
sont  homographiques  et  au  point  6,  considéré  tour  à  tour  comme  appar- 
tenant à  la  première  et  à  la  seconde  division,  répond  toujours  le  même 
point  b'. 

Il  résulte  de  là  que  Vinwiution  est  une  propriété  projective, 

1108.  On  sait  que  deux  divisions  homographiques  de  même  base  ont 
deux  points  doubles  réels  ou  imaginaires,  dont  le  milieu  coïncide  avec  le 
milieu  des  points  I  et  J'  homologues  de  l'infini.  Donc,  toute  inflation  a 
deux  points  doubles  e  et  /,  réels  ou  imaginaires,  dont  le  milieu  est  le 
point  central  0  ;  cela  résulte  d'ailleurs  de  la  relation  (a)  qui  donne,  pour 
les  segments  0^  et  0/ relatifs  aux  points  doubles, 

Oe  =  -h}/Ôâ70â^,    0/=  — •Oa.Ofl', 

(a,  a')  étant  un  couple  quelconque  dépeints  homologues. 

Ces  expressions  montrent  encore  que  le  segment  ef,  formé  par  les  deux 
points  doubles  réels  ou  imaginaires,  est  divisé  harmoniquement  par  chaque 
couple  de  points  homologues  (  a,  a'  ) ,  (  ^,  6'  ) , . . .  (  *  ) .  Le  point  central ,  ayant 
même  puissance  par  rapport  à  tous  les  couples  (n^  a'),  (b,  b^),...  de 
points  homologues,  appartient  à  Taxe  radical  de  deux  cercles  quelconques 
ayant  respectivement  pour  cordes  deux  segments  quelconques oo',  bb\,.,. 
Donc  :  i^  si  sur  les  divers  segments  ad,  bb',  cc\,,,  formés  par  chaque 
couple  de  points  homologues,  on  décrit  des  circonférences  passant  tontes 
par  un  même  point  quelconque  extérieur  à  la  base,  ces  circonférences 
ont  un  second  point  commun  et  leur  corde  commune  coupe  la  base  au 
point  central;  a*  les  circonférences  décrites  sur  lés  divers  segments  ad. 


(*)  Il  résulte  de  là  que,  lorsque  l'un  des  points  doubles  e  est  à  l'infini, 
l'autre  point  double /est  le  milieu  de  tous  les  segments  aa\  hb'^  ce',»,, . 
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bb',  ce', . . .  comme  diamètres,  ont  pour  axe  radical  commun  la  perpen^ 
diculaire  à  la  Ifose  éleçée  par  le  point  central^ 

1109.  Actnellement,  pour  nous  rendre  compte  de  la  situation  des  points» 
considérés,  distinguons  deux  cas,  suivant  que  les  points  doubles  e  et  J 
sont  réels  ou  imaginaires. 

i^  Si  les  points  doubles  e  et  f  sont  réels,  comme  le  segment  ^/divise 
harmoniquement  chacun  des  segments  oo',  bb\  ce',...,  on  voit  (339) 
que  le  point  central  0  n^est  jamais  compris  entre  deux  points  conjugués 
quelconques,  tels  que  a  et  a',  et  que  deux  segments  quelconques  n'ent- 
piêtent  jamais  l'un  sur  l'autre  :  ils  sont,  comme  aa'  et  bb^j  compris 
Fun  dans  l'autre,  ou  bien,  comme  aa^  et  ce',  de  côtés  différents  de  0,  et 
par  suite  extérieurs  Tun  à  l'autre  (Jlg.  574).  Les  deux  points  communs 

Fig.  574. 
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aux  cercles  décrits  sur  aa\  bV  ^  cc\ . . . ,  comme  diamètres,  sont  ici  ima^ 
ginaires,  mais  cliacun  de  ces  cercles  coupe  orthogonalement  (338)  le 
cercle  c/.  Étant  donnés  deux  couples  [a^a')  ei{b,b')  formant  deux 
segments  qui  n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre,  il  est  aisé  de  trouver  les 
points  doubles  e  et  /  de  Tinvolution  déterminée  par  ces  deux  couples  ; 
sur  aa'  et  bb'  on  décrira  deux  circonférences  passant  par  un  même  point 
pris  à  volonté  hors  de  la  base  ;  la  corde  commune  coupera  la  base  au 
point  central  0,  et  la  tangente  menée  de  ce  point  au  cercle  décrit  sur  aa* 
comme  diamètre  sera  le  rayon  du  cercle  ef, 

a"  Si  les  points  doubles  e  et  f  sont  imaginaires,  le  produit  0:i.Oa'  est 
négatif;  de  sorte  que  tout  couple  de  points  homologues  [a^  d)  est  séparé 
par  le  point  central  0,  et  que  deux  segments  quelconques  aa\  bb* ,  empiètent 
Vun  sur  Vautre  [fig*  575).  Les  deux  points  P  et  P'  communs  aux  divers 
cercles  décrits  sur  aa\  bb\  cc\, . .  comme  diamètres  sont  donc  réels  y  et 
de  chacun  des  points  P  et  P'  on  voit  les  dipers  segments  ad ^  bb\  cd , . , . 

sims  un  angle  droit;  on  a  d'ailleurs  OP  =Oa.ûa'  =  —  0^  ,  comme  on 
pouvait  le  prévoir  d'après  le  n*  1099.  Inversement,  un  angle  droit  pivo^ 
tant  autour  de  son  sommet  trace  sur  une  droite  quelconque  deux  divisions 
en  inpolution  qui  n'ont  pas  de  points  doubles  et  dont  le  point  central  est 
la  projection  du  sommet  de  l'angle  sur  la  droite  (1103).  Étant  donnés 
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deux  segments  aa*  et  W  d'une  involution  sans  points  doubles,  en  décri- 
vant deux  circonférences  sur  ad  et  W  comme  diamètres,  on  obtiendra 

Fig.  575. 
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le  point  P,  et  il  suffira  de  faire  pivoter  un  angle  droit  autour  de  ce  point 
pour  avoir  tous  les  couples  de  points  homologues. 

1110.  Les  points  doubles  e  et  f  de  deux  divisions  homographiqturs 
quelconques  y  abc^  .•. . ,  a'b^c^^ .  ,.^de  même  base,  forment  une  inoolution 
avec  cftaque  système  de  deux  couples  tels  que  ab'  et  a'b;  car  on  a 

(abej)  =  {a'b'ef)  =  (  b'a'fe)    (320), 

de  sorte  que  les  deux  figures  abef^  b'a'fe^  sont  homographiques  et  que 
le  point  e^  considéré  tour  à  tour  comme  appartenant  à  l'une  et  à  Tautre, 
a  toujours  le  môme  homologue  /. 

On  conclut  de  là  (  1 108)  que  :  i"  les  trois  circonférences,  menées  par  un 
même  point  g  quelconque  extérieur  à  la  base  et  par  les  trois  segments 
ab\  bafj  ef,  passent  toutes  trois  par  un  second  point  commun;  a*  les  cir- 
conférences décrites  sur  ab\  ba\  ef  comme  diamètres,  ont  même  axe 
radical, 

RELATIONS  MÉTRIQUES  ENTRE  TROIS  SEGMENTS  EN  INVOLUTION. 

IHl.  Soient  (a,  ^),  (b^b'),  [c,c')^  trois  couples  de  points  (réels  ou 
imaginaires)  situés  en  ligne  droite,  et 

x^—ip^x-f-q^  —  o^     x^ —  %p^x -v-q^-O^     x^ —  :kp^x-hq^  =  0 

les  équations  qui  les  représentent,  en  adoptant  pour  origine  commune  un 
point  A  arbitraire  de  la  base.  Pour  que  les  trois  couples  forment  une 
involution,  il  faut  et  il  suffît  que  chacun  d'eux  satisfasse  à  la  relation 

A/n.Am' — >(A/in- Awa')  -t-v  =  o; 
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de  là  les  trois  équations 

y,  —  îà/?,X-hv=o,    7,-a/?,X-}-v=o,    7,  — a/?,X-f-v  =  o, 

qui  doivent  être  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  >  et  de  v.  La  con- 
dition d'involution  résulte  donc  de  Télimination  de  >  et  de  v  entre  ces 
trois  équations;  on  trouve 

(0  ^ÀP2-Pi)-^gAPz-Pt)'^9i{Px-'P,)^-o. 

Cette  équation  (i  )  résulterait  pareillement  de  Télimination  du  paramètre 
arbitraire  A  entre  les  deux  relations 

„  _  Pi  -^  ^P^      „  _  7.  -^  ^y» 

qui  peuvent  dès  lors  remplacer  la  condition  (i). 
En  vertu  de  ces  valeurs,  Téquation  x^-~  ^p^x-^  ?s  =  ^  P^"^  s'écrire 

j?'  —  2/?,  j?  -+-  y,  -+-  k  [or  —  a/?,x  -^  7,)  =  o  ; 

telle  est  l'équation  qui  détermine  le  troisième  couple  [c^</)  en  fonction 
des  éléments  des  deux  premiers  (a,  a')  et  (6,  ^). 

1112.  Dans  les  applications,  il  est  souvent  plus  commode  de  substituer 

aux  éléments  /?„  9,,  p^^  9,,  p^^  ^3,  les  segments  ka^  Ac^y  kb^  kbf,  ke, 

kd\  or  si  a,  ^,  7,  désignent  respectivement  les  milieux  des  segments  aa\ 

bb\  cd^  on  a 

/>t  =  A«,    /^a  =  Ap,    Pi  =  kf, 

et  par  suite  la  condition  d'involution  (1)  s'écrit 

(a)  A^.Art'.py-f-A^.A^'-Va-^  Ac.Ac'.ap  =  o. 

Cette  équation  fondamentale  en  donne  beaucoup  d'autres.  Par  exemple, 
si  Ton  fait  coïncider  successivement  Torigine  arbitraire  A  avec  chacun 
des  points  a,  a',  6,  ^',  c,  c\  on  obtient  le  groupe 

,  nb.ftb'  _  op       a'b.a'b'  ^  a? 
l  acad  ~"  ay'     /l'c.  a'c'      ay 

Jbc.bd  ^y       b'c.yd  _^t 
caecal  __  ya       d a.c*d  _  7a 
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En  remarquant  que  les  équations  écrites  sur  la  même  horizontale  ont 
le  même  second  membre,  on  a  encore 

acae'  "^  ci c.cic* 

ca ,cd  ^  c* a,d(i 
\  TbTcb' '^  TbTTb'^ 

Enfin,  en  multipliant  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles  trois 
des  six  équations  (3),  prises  de  telle  façon  que  le  produit  des  seconds 
membres  soit  égal  à  i ,  on  obtient 

abf  ,bc.  dd^  —db,b*cf,ca^ 
^^'  1  ab.b'd.cd^-^db'.bc.da, 

\  ab.b'e.dd^-db'.bd.ca. 


FÀISGBAGX  EN  INVOLUTION. 

4113.  On  dit  que  deux  faisceaux  homographiques  de  même  centre  sont 
en  ifufolution' ou  forment  un  faisceau  inçolutif  lorsqu'on  peut  trouver 
une  droite  qui  les  coupe  suivant  deux  divisions  en  involution.  Alors,  toute 
autre  section  recti ligne  des  deux  faisceaux  donnera  deux  divisions  en  in- 
volution  (il07). 

Dans  un  faisceau  involutif  tout  rayon  considéré  tour  à  tour  comme 
appartenant  à  l'un  et  à  Vautre  faisceau  a  toujours  le  même  homologue. 
Inversement,  deux  faisceaux  homographiques  de  même  centre  sont  en 
involution  s*il  existe  un  rayon  qui,  considéré  successivement  comme 
appartenant  au  premier  et  au  second  faisceau,  ait  toujours  le  même 
homologue  (H06). 

Un  faisceau  inçoliUif  est  déterminé  par  deux  couples  de  rayons  homo- 
logues. 

Six  rayons  issus  d'un  même  point  et  conjugués  deux  à  deux  sont  en 
inpolution  si  quatre  d'entre  eux,  convenablement  choisis,  ont  même  rap- 
port anharmonique  que  leurs  conjugués;  et  alors,  quatre  quelconques  de 
ces  rayons  auront  même  rapport  anharmonique  que  leurs  conju- 
gués {WOn). 

Dans  tout  faisceau  involutif  il  y  a  toujours  deux  rayons  doubles  réels 
ou  imaginaires;  les  rayons  doubles  forment  un  faisceau  harmonique  avec 
deux  rayons  Iwmologues  quelconques  (  1108  ). 
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Un  angie  droit  tournant  autour  de  son  sommet  engendre  un  faisceau 
invokuif  dont  les  rayons  doubles  sont  imaginaires  (1109>  a*). 

1H4.  Quand  plusieurs  cordes  aa\  bh\  cc\ . . . ,  d^un  cercle  passent  par 

un  même  point  w^  les  couples  de  droites  menées  dun  point  quelconque  0 

de  la  circonférence  aux  extrémités  de  chaque  corde  sont  en  involution 

(fig.  576), 

Fig.  576. 


'y//.\\î: 


rft"  -/-f— T--\\r -::::::a>  *» 

Il  suffit  de  démontrer  l'égalité  des  rapports  anhannonique8(0.a^ra'), 
[O.a^b'c'a).  Or,  si  Ton  désigne  par  0'  le  second  point  d'intersection  du 
cercle  et  de  la  droite  0&>,  on  voit  que  le  rapport  anharmonique(0'.a'6Va) 
est  égal  à  chacun  des  deux  qui  précèdent.  Il  équivaut  au  premier, 
puisque  les  droites  Oa,  0^,  Oc,  Oa\  coupent  respectivement  les  droites 
O'/i',  (yb\  Oc',  O'ay  sur  la  polaire  du  point  w  (350);  et  il  équivaut  au 
second,  d'après  l'observation  faite  au  n**  324,  i**. 

Réciproquement,  si  par  le  centre  commun  0  d'un  faisceau  inpolutif 
on  fait  passer  un  cercle  quelconque,  les  cortles  interceptées  dans  ce 
cercle  par  les  couples  de  rayons  homologues,  concourent  en  un  même 
point  o).  Car,  si  u  est  l'intersection  des  deux  cordes  aa'  et  bb\  et  si  Ton 
désigne  pour  un  instant  par  c'  le  second  point  où  la  droite  mc  rencontre 
le  cercle,  les  droites  Oâ,  Oa',  06,  06',  Oc,  Oc',  seront  en  involution 
d*après  le  théorème  direct;  or,  Oa,  Oa\  Ob,  Ob',  Oc,  Oc',  sont  en  invo- 
lution par  hypothèse;  donc.  Oc'  et  Oc*  coïncident,  et, par  suite,  les  points 
c'  et  c';  la  corde  c'c  passe  donc  par  «>. 

De  là  résulte  immédiatement  cette  proposition  très-imi>ortante  : 

Dans  tout  faisceau  inuolutifil  existe  toujours  un  couple  de  rayons  ho^ 
mologues  rectangulaires.  Ce  sont  les  deux  rayons  0^,  0^',  qui  aboutissent 
aux  extrémités  du  diamètre  qui  passepar  «>.  Toutefois,  si  le  point  Oi>  était 
au  centre  du  cercle,  tous  les  couples  de  rayons  homologues  seraient  rec- 
tangulaires. Ainsi  le  couple  de  rayons  Iiomologues  rectangulaires  est  unique, 
à  moins  que  tous  les  couples  ne  soient  rectangulaires;  dans  ce  cas  parti- 
culier, les  rayons  doubles  sont  imaginaires  :  cela  résulte  du  n*"  1109,  o!^; 
on  peut  aussi  le  voir  directement,  car  les  rayons  doubles  correspondent 
II.  24 
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en  général  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  au  cercle  par  le 
point  a>;  or  ces  tangentes  sont  imaginaires  quand  le  point  «»  est  au  centre 
du  cercle. 

PROPRIÉTÉS    INVOLUTIVES    DU   QUADRILATÈRE. 

i  1 15.  Toute  transversale  L  menée  dans  le  plan  d^ un  quadrilatère  ABCD 
rencontre  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  en  six  points,  a  et  a\ 
b  et  b',  c  et  d ^  qui  sont  en  inuolution  [fig,  677);  car  les  faisceaux  homo- 
graphiques  (AB,  AC,  AD,  Ac'),  (  CB,  CA,  CD,  CcO,  déterminent  sur  L 
deux  divisions  homographiques,  et  Ton  a 

(acb'c')  r=  (bca'c')    ou  (320)     [acb'c')  =  (a'c'bc), 

d'où  Ton  conclut  (1107)  que  les  segments  aa\  bb',  cc\  sont  en  involu- 
tion. 

Les  six  droites  menées  dun  point  quelconque  0  du  plan  d*un  quadri- 
latère ABCD  aux  sommets  et  aux  points  de  concours  EetF  des  côtés 
opposés,  sont  en  inuolution;  car  le  quadrilatère  OAFB,  dont  OF  et  AB 
sont  les  diagonales,  détermine,  d'après  le  théorème  précédent,  six  points 
en  involution  sur  la  transversale  DC;  donc,  les  droites  OA  et  OC,  OB  et 
OD,  OE  et  OF,  qui  passent  par  ces  six  points,  sont  en  involution. 

En  plaçant  le  point  0  à  l'intersection  des  deux  circonférences  dé- 
crites sur  AC  et  BD  comme  diamètres,  les  couples  de  rayons  homo- 
logues OA  et  OC,  OB  et  OD,  seront  rectangulaires;  donc,  le  troisième 
couple  OE  et  OF  le  sera  aussi  (i114),  et,  par  suite,  la  circonférence  dé- 
crite sur  EF  comme  diamètre  passera  par  les  deux  points  communs  aux 
deux  premières  ;  donc,  les  trois  circonférences  décrites  sur  les  trois  dia- 
gonales AC,  BD,  EF,  d^un  quadrilatère  complet  comme  diamètres^  se 
cou/?ent  aux  deux  mêmes  points;  d'où  l'on  peut  conclure  immédiatement 
le  théorème  du  n*'317. 


1116.  Quand  un  quadrilatère 
ABCD  est  inscrit  dans  un  cercle, 
une  transversale  quelconque  L  située 
dans  son  plan  rencontre  les  deux 
couples  de  côtés  opposés  et  le  cercle 
en  trois  couples  de  points  [a y  «  ), 
[b,  b'),  (e^  J)j  qui  sont  en  involu- 
tion (fig.  577). 

En  effet,  les  droites  qui  joignent 
aux  points  Bxes  A  et  C  un  point 
mobile  qui  décrit  la  circonférence, 
forment  deux  faisceaux  homogra- 


1117.  Quand  un  quadrilaièrr 
abrd  est  circonscrit  à  un  cercle, 
si  d*  un  point  0  situé  dans  son  plan 
on  mène  des  droites 0  /7, 0  ^ ,  O  c  ,0  W, 
à  ses  sommets  et  deux  tangentesOE, 
OF,  à  la  courbe,  les  trois  couples  de 
droites  Oa  et  Or,  06  et  Orf,  OE  et 
OF,  sont  en  involution  [fig.  678  ). 

En  effet,  une  tangente,  enroulant 
sur  le  cercle,  trace  sur  les  tangentes 
6xes  ab  et  cd  deux  divisions  homo- 
graphiques  (324, 1102).  Les  droites 
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phique8(li04);  par  soîte,  œs  fais- 
ceaux tracent  sur  L  deux  divisions 
homographiques  dont  e  et /sont  les 
points  doubles.  D'ailleurs^  comme 
Afi  et  CD,  AD  et  ED,  sont  deux 
couples  de  rayons  homologues  des 
deux  faisceaux,  a  et  by  b'eia\  seront 
deux  couples  de  points  homologues 
des  deux  divisions.  Donc  (1  i  14) ,  les 
trois  couples  (a,  a'),  (^,  b'),  (^,/), 
sont  en  involution. 

Fig.  577. 

IL 


Au  lieu  de  prendre  les  deux  cou- 
ples de  côtés  opposés,  on  pourrait 
prendre  un  couple  de  côtés  opposés 
et  les  deux  diagonales  ;  le  théorème 
subsisterait,  car  ces  quatre  droites 
forment  aussi  un  quadrilatère  inscrit 
au  même  cercle. 

Il  résulte  du  théorème  précédent 
que  si  un  f/aadril/ttêre  inscrit  à  un 
cercle  se  déforme  de  telle  sorte  que 
trois  de  ses  côtés  tournent  autour  de 


37. 

menées  du  point  Oà  ces  dfvers  points 
forment  donc  deux  faisceaux  homo- 
graphiques dont  06  et  OP  sont  les 
rayons  doubles.  D'ailleurs,  comme  a 
et  r/j  b  et  r,  sont  deux  cooptes  de 
points  homologues  des  deux  dÎTi- 
sions  ;  0  a  et  Od^  0  ^  et  Oc,  sont  deux 
couples  de  rayons  homptogues  des 
deux  faisceaux.  Donc  (ii07),  les  trois 
couples  Ofl  et  Or,  Ob  et  0^,0E  et 
OF,  sont  en  involution. 

Fig.  57S. 


Au  lieu  de  prendre  les  deux  cou- 
ples de  sommets  opposés,  on  pourrai! 
prendre  un  couple  de  sommets  op- 
posés et  les  deux  pointçde  concours 
e  et/des  côtés  opposés;  le  théorème 
subsisterait,  car  ces  quatre  points 
sont  aussi  les  sommets  d'un  quadri- 
latère circonscrit  au  même  cercle. 

Il  résulte  du  théorème  précédent 
que  si  un  quadrilatère  circonscrit  à 
un  cercle  se  déforme  de  telle  sorte 
que  trois  de  ses  sommets  glissent  sur 

^4- 
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trois  points  en  ligne  droite^  le  qua^ 
trième  côté  tourne  aussi  autour  d'un 
point  Jixe  tle  cette  droite. 

On  déduirait  aisément  de  là  une 
solution  de  ce  problème  :  Inscrire 
flans  un  cercle  un  triangle  dont  les 
trois  côtés  passent  par  trois  points 
en  ligne  droite. 


trois  droites  passant  par  un  même 
points  le  quatrième  sommet  décrit 
aussi  une  droite  passant  par  ce 
point. 

On  déduirait  aisément  de  là  une 
solution  de  ce  problème  :  Circon- 
scrire à  un  cercle  un  triangle  dont 
les  sommets  reposent  sur  trois  droi* 
tes  ilonnées  et  passait  t  par  un  même 
point. 

Le  théorème  du  n"*  4116  est  dû  au  célèbre  géomètre  français  Desargues 
(première  moitié  du  xvii*  siècle);  toutefois,  les  anciens  {Collections  ma- 
Hiématiques  de  Pappus)  en  ont  connu  des  cas  particuliers. 

1118.  Voici  les  deux  cas  particuliers  les  plus  intéressants  : 


En  supposant  un  ou  deux  côtés 
infiniment  petits  et  remplacés  par 
des  tangentes,  on  a  ces  énoncés  : 

Quand  un  triangle  est  inscrit 
dans  un  cercle,  les  points  oit  une 
transversale  rencontre  la  courbe, 
deux  côtés  du  triangle,  le  troisième 
côté  et  la  tangente  au  sommet  op- 
posé, sont  en  insolation. 


Quand  un  angle  est  circonscrit  à 
un  cercle,  les  points  où  une  trans- 
versale rencontre  la  courbe,  les  deux 
côtés  de  l* angle  et  la  corde  de  con» 
tact  forment  une  immolation  dont  le 
dernier  point  est  un  point  double. 


En  supposant  que  le  quadrilatère 
circonscrit  se  réduise  à  un  triangle 
ou  à  un  angle  »  on  a  ces  énoncés  : 

Quand  un  triangle  est  circonscrit 
à  un  cercle,  si  d  ^un  point  quelconque 
de  son  plan  on  mène  les  deux  tan- 
gentes au  cercle,  les  deux  limites 
qui  abotUissent  à  deux  sommets,  et 
les  deux  droites  qui  aboutissent, 
l'une  au  troisième  sommet,  l* autre 
au  point  de  contact  du  côté  opposé, 
on  obtient  un  faisceau  inyolutif. 

Quand  un  angle  est  circonscrit  à 
un  cercle,  si  d'un  point  quelconque 
de  son  plan  on  mène  les  deux  tan- 
gentes au  cercle,  les  deux  droites 
qui  aboutissent  aux  points  de  con- 
tact des  côtés  de  l'angle  et  la  droite 
qui  passe  par  le  sommet  de  Van- 
gle,  on  obtient  un  faisceau  involu- 
tif  dont  la  dernière  droite  est  un 
rayon  double. 


CONSTRUCTIONS  RELATIVES  A   l'HOMOGRAPHIE  ET  A   l'iNVOLOTION, 

1 1 19.    Construire  un  faisceau  involutif,   connaissant    deux    couples 
(  Oa  et  Oa'),  (Ob  et  Ob'),  fie  rayons  hom<dogues. 
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On  tracera  (fig.  576)  un  cercle  quelconque  |>888ant  par  le  point  0,  et 
Ton  déterminera  le  point  «>  de  concours  des  cordes  oa',  bb'^  interceptées 
par  les  deux  angles  aOa'^  bOb'.  Cela  posé,  on  obtiendra  : 

I**  Le  rayon  Oc',  homologue  d'un  rayon  donné  quelconque  Oc,  en  joi- 
gnant le  point  u  au  point  c  où  Oc  rencontre  le  cercle,  puis  le  point  0, 
au  second  point  c'  d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  &>c  (1111); 

2*  Les  rayons  doubles,  en  joignant  le  point  0  aux  points  de  contact 
des  tangentes  menées  par  «>  ; 

3"*  Le  système  des  deux  rayons  rectangulaires,  en  joignant  le  point  0 
aux  extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  «>. 

il  20.  Deux  faisceaux  involutifs  de  même  sommet  étant  donnés  chacun 
par  deux  couples(Oa,  Ofl'),  (0b,0b']et(0a^,  0</,),  (0^pO£^,)  de  rayons 
homologues^  construire  les  rqjrons  conjugués  communs  aux  deux  faiS' 
ceaux. 

On  déterminera,  comme  ci-dessus,  les  points  «>  et  «>,  relatifs  aux  deux 
faisceaux  et  à  un  même  cercle  passant  par  0,  et  Ton  joindra  au  point  0 
les  points  où  le  cercle  rencontre  la  droite  uw,. 

1121.  Construire  une  involution  de  points  sur  une  droite  L,  connais' 
sant  deux  couples  (a^a!)^  (P,  p'),  de  points  homologues. 

On  joindra  aux  points  a,  a',  p,  P',  un  point  quelconque  0,  et  Ion  con- 
struira le  faisceau  involutif  déterminé  par  les  deux  couples  (Oa,  Oa'), 
(Op,  0^').  Les  rayons  de  ce  faisceau  détermineront,  par  leur  rencontre 
avec  la  droite  L,  Tinvolution  demandée.  Aux  rayons  doubles  0/,0/', 
répondront  les  points  doubles  0  et  O'.  Quant  au  point  central  7,  il  répon- 
dra au  rayon  homologue  de  celui  qui  est  mené  par  0,  parallèlement  à  la 
droite  L,  attendu  que  le  point  central  est  le  conjugué  de  Tinfini. 

1122.  Etant  donnés  sur  une  droite  L  deux  coupies  de  points  (a^  a'), 
(P»  P'),  trouver  les  deux  points  0  et  0'  qui  divisent  harmoniquement  les 
deux  segments  olol*,  pp'. 

Ces  deux  points  sont  (1108)  les  points  doubles  de  Vinvolution  détermi- 
née par  les  deux  couples  (a,  a'),  (P,  p')\  on  retombe  donc  sur  la  question 
précédente. 

1123.  Étant  données,  sur  une  droite  L,  deux  involutions,  chacune  par 
deux  couples  de  points  homologues (a^  a'),  (b,  b')  et  (a^,  i/^),  (6„  b\,) 
trouver  le  segment  commun  aux  deux  involutions. 

On  joindra  les  points  donnés  à  un  point  arbitraire  0;  on  aura  alors 
deux  faisceaux  involutifs  de  même  sommet,  dont  on  déterminera  (1120) 
les  rayons  conjugués  communs;  ces  rayons  intercepteront  sur  la  droite  L 
le  segment  demandé. 
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1 124.  -C^nstniire  les  points  doubles  de  deux  diifisions  homogrupiùqùes 
ik  même  hase  L,  connaissant  trois  couples  (a,  a'),  (^,  ^'),  (7,  7')  de 
points  /tomologues. 

Soient  <  et  ^  les  points  doubles  cherchés;  le  segment  ttf  (H  10]  ap- 
partient-à  la  fois  à  l'învolution  déterminée  par  les  deux  couples  (a,  ^'), 
(P,  a'),  eti  rinvolution  déterminée  par  les  deux  couples  (a,  7'),  (7,  a'). 
La  question  se  ramène  donc  à  la  précédente. 

Nous  ne  saurions  trop  engager  le  lecteur  à  effectuer  ces  tracés  jusqu'au 
boirt. 

THÉORIE  DES  CONIQUES. 
oàstàmknas  bt  classification  des  coniques;  leur  iDBNTiTé  avec  les 

COURBES  DU  SECOND  ORDRE. 

llâSu  On  nomme  conique  toute  section  plane  d'un  cône  quelconque  à 
base  circulaire. 
On  sait  que  : 

Lorsque  un  point  mobile  décrit  un  Lorsqu'une  droite   mobile  enve* 

cercle^  les  droites  qui  joignent  ce  loppe  un  cercle ,  elle  trace ^  sur  deux 

point  à  deux  points  fixes  de  la  cir-  tangentes  fixes  de  ce  cercle,  deux 

cfv^reRce  forment  deux  faisceaux  divisions  homographiques, 
hemtrgrapltiques, 

Qne'oonique  n'étant  que  la  projection  d'un  cercle,  et  Thomographie  de 
dew  divisions  ou  de  deux  faisceaux  se  conservant  en  projection,  on  voit 
q«e  : 


Lorsqt^ua  point  mobile  décrit  une 
conique^  les  droites  qui  joignent  ce 
poimi  À  deux  points  fixes  de  cette 
conique  forment  ihux  faisceaux  lu>' 
mographiques, 

1126.  BÉGIPROQUEMENT  : 

La  courbe,  lieu  des  intersections 
des  rayons  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homograplùques  [situés  dans 
un  même  plan)^  est  une  section  co^ 
nique, 

.Soient  P  et  P'  les  centres  des  deux 
EaiaoaBux  (fig.  579).  Observons  : 

1**  Q}x'une  droite  quelconque  du 
plan  rencontre  la  courbe  en  deux 


LorsqtCur\fi  droite  mobile  enve^ 
loppe  une  conique,  elle  trace,  sur 
deux  tangentes  fixes  de  cette  co^ 
nique,  deux  divisions  homograplU" 
ques. 


La  courbe,  enveloppe  des  droites 
qui  joignent  les  points  homologues 
de  deux  divisions  homographiques 
(dont  les  bases  sont  dans  un  même 
plan),  est  une  section  conique. 

Soient  O^et  Ojles  bases  de  deux 
divisions  (fig.  58o).  Observons  : 

i^  Que,  par  un  point  quelconque 
du  plan  on  peut  mener  à  la  courbe 
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points  (réels  oa  imaginaires);  car     deux  tangentes  (réelles ou  imagi» 
les  deux  divisions  déterminées  sur     naires  )  ;  car  les  deux  faisceaux  con- 


cette  droite  par  les  deux  faisceaux 
Fig.  579. 


sonthomographiques  ;  elles  ont  donc 
deux  points  doubles  réels  ou  imagi- 
naires. 

2**  Que  la  courbe  passe  par  les 
centres  P  et  P'  des  deux  faisceaux  ; 
car  la  droite  PP'^  considérée  comme 
un  rayon  du  faisceau  P,  rencontre 
en  F  le  rayon  homologue  du  fais- 
ceau P'.  On  voit  de  même  que  la 
courbe  passe  en  P. 


3®  Que  la  tangente  en  P  est  le 
rayon  du  faisceau  P  qui  est  Vhomo- 
logue  de  la  droite  P'P  considérée 
comme  rayon  du  faisceau  V  ;  car, 
lorsque  le  point  a  de  la  courbe  vient 
en  P,  le  rayon  Va  devient  tangent 
en  P  et  son  homologue  Va  vient  se 
confondre  avec  P'P.  De  même,  la 
tangente  en  V  est  le  rayon  dufais» 


centriques  qu'on  obtient  en  joignant 
Fig.  58o. 


ce  point  aux  divers  points  des  deux 
divisions  sont  homographiques;  ils 
ont  donc  deux  rayons  doubles  (réels 
ou  imaginaires). 

a®  Que  la  courbe  est  tangente  aux 
bases  Ox  et  Oy  des  deux  divisions; 
car  la  droite  Ox  unit  deux  i>oints 
homologues  des  deux  divisions,  sa- 
voir :  le  point  0  considéré  comme 
appartenant  à  la  division  0/  et  le 
I>oint  homologue  de  la  division  Ox. 
On  voit  de  même  que  la  courbe 
touche  0/. 

3*  Que  le  point  de  contact  P  de 
kl  tangente  Ox  est  le  point  qui,  sur 
cette  droite,  répond  au  point  0  con» 
sitléré  comme  appartenant  à  la  di' 
vision  Oy;  car,  lorsque  la  tangente 
aam  se  confond  avec  Ox,  le  point  a 
devient  le  point  de  contact  P  et  son 
homologue  a  arrive  en  0.  De  même , 
le  point  de  contact  V*  de  la  tan» 


3^6 
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ceau  P'  qui  est  Phomohgue  de  la 
droite  PP'  considérée  comme  rayon 
du  faisceau  P. 

Cela  posé,  «  par  le  point  de  con- 
»  cours  0  des  tangentes  en  P  et 
»  en  P'à  la  courbe  considérée  VaV\ 
»  menons  dans  Tespace  une  droite 
»  quelconque  Oz;  dans  Fangle  sOP^ 
»  inscrivons  un  cercle  tangent  à  OP 
»  au  point  P,  et  désignons  par  Q  le 
»  point  où  ce  cercle  touche  Oz. 

»  a  étant  un  point  quelconque  de 
»  Ja  courbe  TûF,  menons  Va  qui 
»  coupe  OP  en  /72,  puis  Qm  qui  ren- 
»  contre  le  cercle  en  a'.  Quand  le 
»  point  a  décrit  la  courbe,  les 
9  droites  P'a  et  Qa'  engendrent 
»  deux  faisceaux  homographiques; 
»  mais  les  faisceaux  décrits  par  Pa'et 
»  Qa'  sont  homographiques  (  1 1 25  ) , 
»  et  il  en  est  de  même  par  hypo- 
»  thèse  des  faisceaux  engendrés  par 
»  Va  et  P'a.  Donc  les  droites  Va 
9  et  Va'  engendrent  deux  faisceaux 
»  homographiques  et,  par  suite,  les 
))  points  a  et  a',  où  les  rayons  mo- 
»  biles  Va  et  Va'  rencontrent  les 
»  droites  fixes  OP'  et  OQ,  forment 
»  sur  ces  droites  deux  divisions  ho- 
n  mographiques.  Les  points  P'et  Q 
»  sont  deux  points  homologues  de 
»  ces  deux  divisions  [m  est  alors 
»  en  0);  de  plus,  le  point  Oest  un 
»  point  correspondant  commun  (m 
»  est  alors  en  P).  Donc  (1097)  la 
»  droite  ota'  coupe  la  droite  fixe  QP' 
»  en  un  point  fixe  S. 

>  Par  conséquent,  l 'œil  étant  placé 
»  en  S,  la  droite  Vm  sera  la  pro- 
»  jection  de  Q//t,  et  Pa  sera  celle 
»  de  Pa';  donc,  a  sera  la  projection 
»  de  a'  et,  enfin,  la  courbe  propo- 


gente  Oy  est  l^homohgue  da  point  O 
considéré  comme  appartenant  à  ia 
division  Ojt. 

Cela  posé,  par  le  point  0  menons 
dans  Tespace  une  droite  quelcon- 
que 0  z  ;  inscrivons  dans  l'angle  zOx 
un  cercle  tangent  à  Ox  en  P,  et  dé- 
signons par  Q  son  contact  avec  Oz. 


a  étant  un  point  quelconque  de 
la  courbe  P^rP',  menons  la  tangente 
correspondante  qui  coupe  Ox  en  m 
et  0/  en  a  ;  puis,  par  /n,  menons  la 
tangente  ma'  au  cercle  Q'i'P,  et  dé- 
signons par  <x!  le  point  où  cette  tan- 
gente coupe  Oz.  Quand  le  point  a 
décrit  la  courbe  PaP',  les  points  a 
et  m  tracent  sur  0/  et  Ox  deux  divi- 
sions qui,  par  hypothèse,  sont  homo- 
graphiques ;  les  divisions  tracées  sur 
0^  et  Oz  par  m  et  en*  sont  aussi  ho- 
mographiques (1125);  donc,  les 
points  a  et  a'  décrivent  sur  0/  et 
Oz  deux  divisions  homographiques. 
Les  points  F  et  Q  sont  deux  points 
homologues  de  ces  deux  divisions  (  m 
est  alors  en  0);  de  plus,. le  point  O 
est  un  point  correspondant  commun 
(  m  est  alors  en  P).  Donc,  la  droite 
mobileaa'  coupe  (1097)  la  droite  fixe 
QF  en  un  point  fixe  S. 


Par  conséquent,  Tœil  étant  placé 
en  S,  la  droite  am  sera  la  projec- 
tion de  a'/R  et,  comme  la  première 
enveloppe  la  courbe  PaP'  et  que  la 
seconde  enveloppe  le  cercle  Qa'P, 
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»  sée  PaP'  sera  la  projection  du 
»  cercle  Pfl'Q(*). 


on  voit  que  la  courbe  PaP'  est  la 
projection  du  cercle  Po^Q. 


1127.  Les  principales  propriétés  des  coniques  résultent  aisément  de  ce 
double  mode  de  génération.  Ces  deux  générations,  Tune  par  point,  l'autre 
par  enveloppe,  étant  corrélcuîpes,  lorsque,  en  partant  de  Tune  d'elles,  on 
aura  démontré  un  théorème,  il  suffira,  pour  démontrer  le  théorème  corré- 
latif, de  partir  de  l'autre  mode  de  génération  et  de  faire  des  raisonne- 
ments corrélatifs  des  premiers. 


Cinq  points  déterminent  une  co^ 
nique;  car,  après  avoir  pris  deux  de 
ces  points  pour  centres  des  deux 
faisceaux  générateurs,  il  suffit  de 
joindre  chacun  d'eux  aux  trois  autres 
points  pour  avoir  trois  couples  de 
rayons  homologues. 


Cinq  tangentes  déterminent  une 
conique;  car,  en  considérant  deux 
de  ces  tangentes  comme  fixes,  les 
trois  autres  traceront  sur  elles  trois 
couples  de  points  homologues  des 
deux  divisions  bomographiques  qui 
déterminent  la  conique. 


1128.  Les  deux  faisceaux  homographiques  qid  déterminent  la  conique 
ont  deux  couples  de  rayons  parallèles  (réels  ou  imaginaires);  car  si  Ton 
transporte  l'un  des  faisceaux  parallèlement  à  lui-même,  de  façon  que  son 
centre  coïncide  avec  le  centre  de  l'autre  faisceau,  on  a  deux  faisceaux 
homographiques  concentriques  qui  ont  (1103)  deux  rayons  doubles  (réels 
ou  imaginaires). 

Si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  sont  imaginaires,  la  courbe  n'a 
aucun  point  à  l'infini  ;  elle  est  fermée,  et  nous  lui  donnerons  le  nom  d'^/- 
lipscy  en  nous  réservant  de  démontrer  plus  tard  son  identité  avec  l'el- 
lipse définie  au  n"*  972. 

Si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  sont  réels,  la  courbe  a  deux 
points  à  l'infini  ;  nous  lui  donnerons  le  nom  Ôl  hyperbole^  et  nous  démon- 
trerons plus  tard  son  identité  avec  l'hyperbole  définie  au  n**  999. 

Enfin,  sh  les  .deux  couples  de  rayons  parallèles  coïncident,  la  courbe  a 
deux  points  à  l'infini  confondus  en  un  seul  et,  par  suite,  elle  est  tangente 
à  la  droite  de  V infini;  nous  lui  donnerons  le  nom  de  parabole ,  et  nous 
démontrerons  plus  tard  son  identité  avec  la  parabole  définie  au  n**  1027. 

Tels  ^nt  les  trois  genres  de  coniques.  Gomme  variétés  de  ces  courbes, 
on  peut  avoir  : 

I®  Deux  droites  (réelles,  coïncidentes  ou  imaginaires),  lorsque  les  deux 
faisceaux  sont  concentriques  (  1103),  ou  lorsque  la  droite  qui  unit  leurs 
centres  est  un  rayon  homologue  commun  (1102); 

a*  Deux  points  (réels,  coïncidents  ou  imaginaires),  lorsque  les  deux 

(* )  Eugène  Rocart,  Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  i"'  juillet  i865. 
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divisions  ont  la  même  base  (4098),  ou  lorsque  le  point  d'intersection  des 
deux  bases  est  un  point  homologue  commun  (1<)99). 

1129.  On  dit  qu'une  courbe  est  algébrique  ou  transcendante  suivant 
que  son  équation  en  coordonnées  rectilignes  x  et  /  est  algébrique  ou 
transcendante.  On  appelle  ordre  d*une  courbe  algébrique  le  degré  en  x 
et  X  de  son  équation  préalablement  rendue  rationnelle  et  entière  par 
rapport  à  ces  variables.  Pour  que  cette  défînilion  ne  soit  pas  contradic* 
toire,  il  faut  montrer  que  le  degré  de  l'équation  est  indépendant  de  la 
position  de  la  courbe  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées.  C'est  ce  que 
nous  allons  établir. 

Considérons  une  droite  située  d'une  manière  quelconque  par  rapport 
aux  axes  coordonnés  ox  ei  oy.  Soient  M,  M',  M', . . . ,  divers  points  de 
cette  droite,P,P',P%...,lesextxémitésdeleur8  abscisses,  et 0,Q',Q',..., 
les  extrémités  de  leurs  ordonnées  comptées  sur  oy.  Les  deux  divisions 
PP'P*, . . . ,  QQ'Çï'^ . . . ,  sont  homographiques  et  semblables,  car  chacune 
d'elles  est  évidemment  semblable  (1096)  à  la  division  MM'M',. . .;  il  y  a 
donc  entre  x  =  oV  et^=oQ  une  relation  homographique  privée  de 
termes  en  xj,  c'est-à-dire  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  la  droite  sont  liées  constamment  par  une  équation  du  premier  degré. 

L'équation  d'une  ligne  droite  étant  du  premier  degré,  quelle  que  soit 
la  situation  de  celte  droite  par  rapport  aux  axes  coordonnés,  il  faut 
nécessairement  que,  si  x  et/  sont  les  coordonnées  d'un  point  par  rap- 
port à|  certains  axes/ox,  etx'  et  y  les  coordonnées  du  même  point  par 
rapport  à  d'autres  axes  yoj^^  x  ^ly  soient  des  fonctions  du  premier 
degré  de  a/  et  y.  Par  suite,  la  substitution  de  ces  valeurs  de  x  et /dans 
une  équation  algébrique  en  x  et  /  n'altérera  pas  le  degré  de  cette  équa- 
tion. En  d'autres  termes,  l'ordre  de  la  courbe  représentée  par  cette 
équation  sera  le  même,  quels  que  soient  les  axes  auxquels  on  la  rap- 
porte. 

Une  courbe  algébrique  d*ordre  n  est  coupée  en  n  points  [réels  ou 
imaginaires)  par  une  droite  quelconque.  En  effet,  en  prenant  cette  droite 
pour  axe  des  x,  l'équation  de  la  courbe  sera  toujours  du  degré  n 
d'après  ce  qui  précède;  et  si  Ton  fait/  =  o,  l'équation  se  réduira  à  une 
équation  du  degré  n  en  x,  qui  donnera  les  abscisses  des  points  communs 
à  la  courbe  et  à  la  droite  ;  or,  on  sait  par  l'Algèbre  qu'une  équation  algé- 
brique rationnelle  et  entière  du  degré  /?  a  /i  racines  réelles  ou  imaginaires. 
Ainsi,  r ordre  d*une  courbe  algébrique  exprime  le  nombre  des  points 
suivant  lesquels  cette  courbe  est  rencontrée  par  une  droite  quelconque. 

Les  coniques  sont  donc  des  courbes  du  second  ordre  (1126).  Inverse- 
ment, toute  courbe  du  second  ordre  est  une  conique;  carFéquation  géné- 
rale du  second  degré  à  deux  variables  x  et/,  ne  renfermant  que  cinq 
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coefficients  arbitraires,  on  voit  qae  cinq  points  déterminent  une  courbe 
du  second  ordre  ;  mais,  par  ces  cinq  points,  on  peut  faire  passeï^  une 
conique  et  une  seule  (1127);  et  comme  cette  conique  estdu  second  ordre, 
elle  ne  diffère  pas  de  la  courbe  proposée. 

1130.  Les  théorèmes  de  Pascal  (332)  et  de  Desargues  (1116),  les  pro- 
positions corrélatives  ainsi  que  leurs  corollaires  sont  applicables  aux  co- 
niques; les  démonstrations  données  aux  n*  332,  333,  1116,  1117,  sub- 
sistent sans  modificalion. 

Le  théorème  de  Desargues  a  été  généralisé  par  Sturm  [Annales  de 
Gergonne,  t.  XVII).  Considérons  une  suite  de  coniques  cTrconscrites  à  un 
même  quadrilatère  :  soient  aa'\  bb\  cc\, . . ,  les  segments  que  ces  coni- 
ques interceptent  sur  une  transversale  quelconque  L,  et  pp\  qtf^  les  seg- 
ments de  cette  même  droite  compris  entre  les  deux  couples  de  côtés 
opposés  du  quadrilatère.  Les  deux  couples  de  points  [p^  p')^  (^t  ?'))  déter- 
minent sur  la  droite  L  une  involution  à  laquelle  appartient,  en  vertu  du 
théorème  de  Desargues,  chacun  des  couples  (a, a'),(bj  b')j  (c,  c'),. . .  ; 
donc  ces  derniers  couples  de  points  forment  une  involution,  et  Ton  a  ce 
théorème  :  Les  coniques  qui  passent  par  quatre  points  Jixes  déterminent 
sur  une  transversale  quelconque  une  série  de  points  en  involution.  On 
démontrerait  pareillement  le  théorème  corrélatif  :  Les  tangentes  menées 
d*un  même  point  aux  coniques  tangentes  à  quatre  droites  fixes  forment 
un  faisceau  en  involution, 

PÔLE  ET  POLAIRE  DANS  LES  CONIQUES. 

1131 .  Si  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  on  mène  une 
sécante  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points  m  et  m'  (réels  ou  imagi- 
naires), et  si  l'on  détermine  le  conjugué  harmonique  Qf  du  point  0  par 

Fig.  58 f. 


rapport  au  segment  mm\  le  lieu  du  point  0',  lorsque  la  sécante  tourne 
autour  du  point  0,  est  une  ligne  droite  {fig,  58 1). 
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En  effet,  menons  deux  sécantes  fixes  Oao',  0^^*^  et  désignons  par  a 
et  a'  les  points  où  la  transversale  0mm' coupe  les  côtés  opposésa^et  dV 
du  quadrilatère  inscrit  ahh'd.  D'après  le  théorème  de  Desargues  (ill6), 
le  point  0  est  un  point  double  de  Tinvolution  déterminée  par  les  deux 
couples  (m,  m'),  (a,  a');  or,  par  hypothèse,  0'  est  le  conjugué  harmo- 
nique de  0  par  rapport  au  segment  mm*\  c'est  donc  l'autre  point  double 
et,  par  suite,  il  est  aussi  le  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  au 
segment  aa'  ;  donc,  quand  la  transversale  0mm'  tourne  autour  de  0,  le 
point  0'  décrit  la  polaire  du  point  0  par  rapport  à  l'angle  hub'  formé  par 
les  droites  fixes  ah  et  dh\ 

Le  point  0  et  la  droite  kO'  sont  dits  pôle  et  polaire  par  rapport  à  la 
conique. 

En  observant  que  la  polaire  de  0  par  rapport  à  l'angle  bttb'  ren- 
ferme (342)  le  point  d'intersection  des  droites  ab*  et  6a',  on  voit,  par  la 
démonstration  même  qui  précède,  que  :  Si  par  un  point  0  pris  dans  le 
plan  d'une  conique  on  mène  deux  sécantes  Oaa\  Obb\  et  si  Von  prend 
les  points  de  rencontre  u  et  v  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les 
extrémités  des  cordes  ad  et  bb\  le  lieu  des  points  u  et  p,  lorsqu'on  fait 
varier  les  sécantes  Oaa^Ohb\  est  la  polaire  du  point  0  par  rapport  à 
la  conique, 

Qaand  les  droites  Oaa\  Obb\  se  confondent,  les  cordes  ab^  db\  sont  les 
tangent-es  en  a  et  a';  donc,  si  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d^une  co- 
nique on  mène  une  sécante  Oad  et  les  tangentes  at^  dt\  aux  points  aetd 
où  elle  rencontre  la  conique,  le  lieu  du  point  de  concours  t  de  ces  tangentes, 
lorsque  la  transversale  tourne  autour  de  0 y  est  la  polaire  de  ce  point  0. 

Za  polaire  est  la  corde  de  contact  des  tangentes  issues  du  pôle;  car, 
au  point  de  contact  A-  d'une  tangente  issue  du  pôle,  les  trois  points  m, 
m',  0',  sont  réunis.  Par  suite,  la  polaire  d'un  point  de  la  conique  est  la 
tangente  en  ce  point,  et  inversement,  le  pôle  d^une  tangente  est  son  point 
de  contact. 

1132.  Les  polaires  de  tous  les  points  d'une  droite  passent  par  le  p6le 
de  cette  droite;  et  inversement,  les  pôles  de  toutes  les  droites  qui  passent 
par  un  point  sont  situés  sur  la  polaire  de  ce  point. 

En  effet,  soient  [fig,  682)  un  point  A  et  une  droite  L  qui  sont  pôle  et 
polaire  par  rapi>ort  à  une  conique  C.  A'  étant  un  point  quelconque  de  L, 
la  droite  AA'  coupe  la  conique  en  deux  i>oints  a  et  ^  (réels  ou  imagi- 
naires), et  A  et  A'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapporta  a^;  donc 
le  i>oint  A  appartient  à  la  polaire  L' de  A'.  Ainsi  la  polaire  d'un  point 
quelconque  A'  de  L  passe  par  A;  et  inversement,  le  pôle  A  d une  droite 
quelconque  L  passant  par  A'  est  sur  la  polaire  L'  du  point  A'. 

Il  résulte  de  là  que  toute  droite  a  pour  pôle  r intersection  des  polaires 
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de  deux  de  ses  points,  et  que  iout  point  a  pour  polaire  la  droite  qui  joint 
les  pôles  de  deux  droites  issues  de  ce  point, 

Fig.  503. 


1133.  La  polaire  d'un  point  0  coupe  la  conique  en  deux  points  réels 
ou  imaginaires,  qui  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  réelles  ou 
imaginaires  issues  du  point  0. 

Lorsque  la  polaire  du  point  0  coupe  la  courbe  en  deux  points  réels, 
de  ce  point  0  on  peut  mener  à  la  conique  deux  tangentes  réelles,  et  le 
point  0  est  dit  extérieur  à  la  conique. 

Lorsque  la  polaire  du  point  0  rencontre  la  courbe  en  deux  points  ima- 
ginaires, les  deux  tangentes  issues  du  point  0  sont  imaginaires,  et  le 
point  0  est  dit  intérieur  à  la  courbe. 

La  région  intérieure  et  la  région  extérieure  ont  pour  ligne  de  démar- 
cation la  conique  elle-même  qui  est  le  Heu  des  points  dont  les  polaires 
touchent  la  courbe,  c'est-à-dire  ont  chacune  avec  la  qourbe  deux  points 
communs  réels  et  coïncidents. 

Considérons  une  conique  C  et  un  point  extérieur  T  (fig,  58a).  La  po- 
laire de  ce  point  rencontre  la  courbe  en  deux  points  réels  a  et  p,  et  les 
droites  Ta,  T^,  sont  les  tangentes  réelles  issues  du  point  T.  Nous  donne- 
rons à  l'angle  aTp  formé  par  les  directions  Ta  et  Tp  le  nom  ^*angle  des 
tangentes^  et  nous  appellerons  Tangle  PTa'  formé  par  la  direction  T^  et 
par  la  direction  Ta'  opposée  à  Ta  V angle  supplémentaire  des  tangentes. 
Cela  posé,  prenons  les  points  a  et  P  pour  centres  des  deux  faisceaux 
générateurs  de  la  conique,  et  considérons  une  droite  quelconque  TL  ou 
TL'  issue  du  point  T.  Les  deux  faisceaux  traceront  sur  cette  droite  deux 
diçisions  homograpkiques  en  involution;  car  le  point  T,  considéré  suc- 
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cessivemeni  comine  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  divisions,  a 
toujours  pour  homologue  le  même  point  À  (ou  A'),  où  la  polaire  ot,p  de  T 
rencontre  la  transversale  TL'  (ou  TL).  Les  points  doubles,  réels  ou  ima- 
ginaires de  cette  involution,  seront  les  points  réels  ou  imaginaires  com- 
muns à  la  transversale  et  à  la  conique.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  ces  points 
sont  réels  tant  que  la  transversale  est,  comme  TL',  située  dans  l'angle  oiTp 
des  tangentes,  et  imaginaires  lorsque  la  transversale  est,  comme  TL,  placée 
dans  l'angle  ^Ta'  supplémentaire  des  tangentes.  En  effet,  dans  le  premier 
cas,  le  segment  TA  et  le  segment  nn'  formé  par  deux  i>oints  homologues  de 
l'involution  correspondant  à  un  point  quelconque  m  de  la  courbe,  n'em- 
piètent pas  l'un  sur  l'autre  et,  par  suite,  les  points  doubles  de  l'involution 
sont  réels  ;  mais  si  TL'  tourne  autour  de  T  de  manière  à  venir  sur  TL  dans 
l'angle  supplémentaire,  les  points  n  et  n'  glissent  sur  les  droites  fixes  aa^ 
p  bf  se  croisent  en  ^,  et  sont  ensuite  de  part  et  d'autre  du  point  T  ;  les  seg- 
ments nn*  et  TA'  empiétant  l'un  sur  l'autre,  l'involution  a  ses  points  dou- 
bles imaginaires.  Ainsi  la  courbe  est  située  tout  entière  dans  V angle  aTp 
(le  tangentes  issues  d'un  point  extérieur  quelconque  T  (et  dans  son  op- 
posé par  le  sommet]. 

4131.  Les  propriétés  (332,  3S3)  des  quadrilatères  inscrits  et  circon- 
scrits, ainsi  que  leurs  démonstrations,  s'appliquent  aux  coniques. 

Il  en  est  de  même  du  théorème  démontré  au  n°  1114.  Dans  cette  pro- 
position et  dans  les  tracés  (1119)  qui  en  dérivent,  on  peut  substituer 
au  cercle  une  conique.  Il  en  résulte  un  théorème  que  nous  n'avons  pas 
énoncé  alors,  parce  qu'il  était  évident  pour  le  cercle,  mais  qui  est  une 
propriété  importante  des  coniques  :  Si  autour  d'un  point  d*une  conique, 
comme  sommet,  on  fait  tourner  un  angle  droit,  la  corde  variable  que  ses 
côtés  interceptent  dans  la  conique  passe  par  un  point  fixe,  car  les  deux 
côtés  de  l'angle  droit  décrivent  un  faisceau  involutif.  Il  est  évident  que 
le  point  fixe  est  situé  sur  la  normale  au  point  considéré,  puisque,  quand 
l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  devient  tangent,  la  corde  interceptée  de- 
vient normale.  Cette  proposition,  connue  sous  le  nom  de  Théorème  de 
Frégier^  fournit  donc  un  moyen  simple  pour  construire  avec  l'équerre  la 
normale  en  un  point  donné  d'une  conique. 

Le  théorème  (1114)  étendu  aux  coniques  donne  une  solution  du 
problème  suivant  :  Inscrire  dans  une  conique  un  polygone  dont  les  côtés 
passent  respectipemerU  f>ar  des  points  donnés  A,  B,  C,...,  M.  Si  un  som- 
met a  était  connu,  on  tracerait  immédiatement  le  polygone,  il  suffirait 
de  mener  la  droite  A<7,  de  joindre  au  point  B  le  second  point  b  d'inter- 
section de  A  a  et  de  la  conique,  de  joindre  au  point  C  le  second  point  c 
d'intersection  de  la  droite  hb  et  de  la  conique,  et  ainsi  de  suite;  la  der- 
nière droite  M/n  couperait  pour  la  seconde  fois  la  conique  précisément 
au  point  a.  Cela  posé,  prenons  arbitrairement  un  premier  point  de  dé- 
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part  ^1  sur  la  conique,  joigaons-le  au  point  A,  et  opérons  comme  ci- 
dessus;  nous  obtiendrons  une  ligne  brisée  inscrite  a^b^c^,..  m^a^^  mais 
qui  ne  se  fermera  pas,  c'est-à-dire  telle  que  ia  dernière  droite  M  m,  ren- 
contrera pour  la  seconde  fois  la  conique  en  un  point  a^  différent 
de  a,.  Construisons  deux  autres  lignes  brisées  analogues  a,  6,...  a,, 
^3^3-  •  •  «31  6t  soit  S  un  point  fixe  pris  à  volonté  sur  la  conique.  D'âpre 
le  théorème  du  n""  ili4,  le  fojsceau  (S.aa^a^a^)  est  homographique  du 
faisceau  (SM^  b,  b^) ,  puisque  les  cordes  ab^  a,  b^,  a^ b^,  a^b^,  passent  par  le 
même  point  A;  de  môme  le  faisceau  ( S. 6^,  6, 6,)  est  homographique  du 
suivant  (S.cc^  c,  cj,  et  ainsi  de  suite;  donc  le  premier  et  le  dernier 
faisceau  {S,aa^a^a^),  {S.act^x^oL^)  sont  homographiques,  et  Sa  est  un 
rayon  double  de  ces  deux  faisceaux.  On  voit  par  là  qu'il  suffira  de  con- 
struire (1124)  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  homographiques 
déterminés  par  les  trois  couples  (Sa^^  Soip)  (Sa,,  S^a)  (Sa^,  Sa,)  ;  chacun 
de  ces  rayons  doubles  coupera  la  conique  en  un  point  qui  pourra  être  pris 
pour  le  sommet  a;  il  y  a  donc  deux  solutions. 

Le  problème  corrélatif:  Circonscrire  à  une  conique  un  poljgone  dont 
les  sommets  soient  situés  respectipement  sur  des  droites  données,  se 
résoudrait  d'une  manière  analogue  en  s'appuyant  sur  le  théorème  cor- 
rélatif de  la  proposition  (1114).  Quand  des  angles  circonscrits  à  une 
conique  ont  leurs  sommets  en  ligne  droite^  les  segments  qu'ils  interceptent 
sur  une  tangente  quelconque  à  la  courbe  forment  une  involution  ;  ce 
théorème  et  sa  réciproque  se  démontrent  par  des  raisonnements  corré- 
latifs de  ceux  faits  au  n°  1114;  le  lecteur  les  rétablira  sans  peine  et 
pourra  en  déduire  des  tracés  graphiques  corrélatifs  de  ceux  exposés  aux 
n*  1119  et  suivants. 

1135.  Deux  points  A  et  A'  {fig,  58^)  sont  dits  conjugués  ^d^v  rapport  à 
une  conique  lorsque  la  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre.  Ces  points  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  (réels  ou  imagi- 
naires) a  et  B  suivant  lesquels  la  droite  AA'  qui  les  joint  rencontre  la 
conique.  Lorsque  les  points  a  et  ^  sont  réels,  l'un  des  points  A  et  A'  est 
intérieur  et  l'autre  extérieur  à  la  courbe. 

Plusieurs  couples  de  points  conjugués  sur  une  même  droite  forment 
une  intfolution  dont  les  points  doubles  sont  les  points  où  la  droite  coupe 
la  conique  (1108).  Quand  ces  points  doubles  sont  imaginaires,  il  existe  de 
chaque  côté  de  la  droite  un  point  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit 
chaque  couple  de  points  conjugués  (1109,  a*"). 

Deux  droites  L  et  L'  sont  dites  conjuguées  par  rapport  à  une  conique 
lorsque  le  pôle  de  l'une  est  situé  sur  l'autre.  Ces  deux  droites  sont  co/i- 
juguées  Jmrmoniques  par  rapport  aux  deux  tangentes  réelles  ou  imagi- 
naires issues  de  leur  point  d'intersection  ;  l'une  au  moins  des  droites  con- 
juguées rencontre  toujours  la  courbe. 


384  GÊOMÉTUB  DàKS  l'b8PâGB« 

Plusieurs  couples  ete  droites  conjuguées  issues  d'un  même  poini  forment 
un  faisceau  en  involution  dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires)  issues  de  ce  point.  Donc  (1114),  par  un  point 
quelconque  du  plan  d'une  conique  passe  toujours  un  couple  de  droites 
conjuguées  rectangulaires;  et  il  n'en  passe  en  général  qu'un  seul,  à  moins 
que  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  passant  par  ce  pointue  soient 
rectangulaires,  ce  qui  a  lieu  pour  certains  points  remarquables  dont  nous 
parlerons  plua  tard. 

Les  deux  propositions  qui  précèdent  fournissent  des  solutions  simples 
des  deux  problèmes  suivants  : 

Trouver  les  points  d'intersection  |       Mener  les  tangentes  à  une  co^ 
d'une  conique  et  d'une  droite  de  \  nique  par  un  point  de  son  plan, 
son  plan. 

On  prend  deux  points  a  et  ^  sur 
la  droite;  on  détermine  leurs  po- 
laires et  Ton  prend  les  points  a' 
et  h*  où  ces  polaires  coupent  la 
droite  ;  les  points  cherchés  sont  les 
points  doubles  (réels  ou  imagi- 
naires) de  rinvolution  déterminée 
par  les  deux  couples  (a ,  a') , 
(6,  b'). 


On  mène  deux  droites  A  et  B  par 
le  point;  on  cherche  leurs  pôles, 
puis  en  les  joignant  au  point  donné 
on  obtient  deux  nouvelles  droites 
A'  et  B'.  Les  tangentes  cherchées 
sont  les  rayons  doubles  (réels  ou 
imaginaires)  du  faisceau  involutif 
déterminé  par  les  deux  couples 
(A,  A'),  (B,  B'). 

1136.  Les  polaires  OA,  OB,  OC,  OD,  de  quatre  points  a,  b^  r,  dy  si- 
tués sur  une  même  droite  L,  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anhar- 
monique  est  égal  à  celui  des  quatre  points. 

En  effet,  soient  a\  b\  </,  <f,  les  points  où  la  droite  D  rencontre  le 
faisceau  (0,A6CD).  Comme  le  centre  0  du  faisceau  est  le  pôle  de  la 
droite  L  (1132),  les  points  a  et  a',  b  et  ^',  c  eic'^deid'^  sont  conju- 
gués ;  ils  forment  donc  une  involution  et,  par  suite,  le  rapport  anhar- 
monique  (abcd)  est  égal  au  rapport  anharmonique  [a'b'c'el*),  qui  nest 
autre  que  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  (0,ABCD). 

DIAMÈTRES    ET    CENTRE. 

1137.  Les  deux  points  de  rencontre  a  et  ^  d'une  conique  et  d'une  droite 
sont  réels  ou  imaginaires,  mais  le  point  milieu  du  segment  aB  est  toujours 
réel  ;  c'est  le  conjugué  harmonique  par  rapport  à  a^du  point  situé  à  l'infini 
sur  la  droite  considérée  (1108).  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  des  milieux 
des  cordes  dUine  conique  parallèles  à  une  direction  donnée  est  une  ligne 
droite;  c'est  la  polaire  du  point  à  l'infini  commun  à  toutes  ces  cordes. 
Cette  droite,  qui  passe  évidemment  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes parallèles  à  la  direction  donnée,  a  reçu  le  nom  de  diamètre. 
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A  chaque  direction  des  cordes  répond  un  diamètre.  Tous  les  diamètres 
passent  par  un  point  unique,  pôle  do  la  droite  de  l'infini  (1132  )  et  qu'on 
nomme  centre  de  la  conique. 

La  polaire  du  centre  étant  la  droite  de  l'infini,  les  tangentes  réelles  ou 
imaginaires  issues  du  centre  ont  leurs  points  de  contact  à  l'infini  ;  on 
leur  donne  le  nom  di* asymptotes. 

Quand  un  angle  est  circonscrit  à  une  conique,  la  droite  qui  joint  le 
sommet  an  milieu  de  la  corde  de  contact  est  un  diamètre;  car  c'est  la 
polaire  du  point  à  l'infini  situé  sur  cette  corde. 

il 38.  On  donne  le  nom  de  diamètres  conjugués  à  deux  droites  conju- 
guées quelconques  passant  par  le  centre,  c'est-à-dire  à  deux  diamètres 
tels,  que  le  pôle  de  l'un  soit  situé  sur  Tautre.  Le  pôle  d'un  diamètre  étant 
à  l'infini  sur  la  direction  des  cordes  correspondantes,  on  voit  que  :  Quaml 
deux  diamètres  sont  conjugués,  chacun  d'eux  est  parallèle  aux  cordes  que 
l'autre  divise  en  deux  parties  égales, 

La  polaire  L  d^un  point  p  du  plan  d'une  conique  est  parallèle  au  dia- 
mètre conjugué  Ob  de  celui  Oa  qui  passe  par  ce  point  (Jfg.  583)  ;  car 

Fig.  583. 
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cette  polaire  doit  passer  par  le  pôle  du  diamètre  Oa,  et  ce  pôle  est  à  Tin- 
fini  sur  0^.  En  désignant  par  p*  le  point  où  le  diamètre  aOap  rencontre 
la  droite  L,  les  quatre  points  a\  p\  a,  />,  forment  une  proportion  harmo- 

nique,  et  Ton  doit  avoir  0^  -  -  Op,Op\  En  particulier,  les  tangentes  T 
et  V  menées  aux  extrémités  d'un  diamètre  ad  sont  parallèles  à  son  con- 
jugué Ob, 

Plusieurs  couples  de  diamètres  conjugués  forment  un  faisceau  en  invo- 
iution  (1113)  dont  les  rayons  doubles  sont  les  asymptotes  (réelles  ou  ima- 
ginaires) de  la  courbe.  On  conclut  de  là  qu*//  existe  toujours  un  système 
de  diamètres  conjugués  rectangulaires,  et  un  seul  (à  moins  que  tous  ne  le 
soient,  auquel  cas  la  courbe  est  un  cercle);  chacun  de  ces  diamètres, 
divisant  alors  en  deux  parties  égales  les  cordes  perpendiculaires  à  sa  propre 
direction,  est  un  axe  de  symétrie;  une  conique  a  donc  deux  axes.  Les 
deux  axes  étant  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  asymptotes  et 
II.  25 


386  efioHtTEiE  BAifs  l'bspàci. 

étant  à 'angle  droit  Von  sur  Tautre,  sont  (345)  ies  bissectrices  des  angks 
formés  par  les  deux  asymptotes  (réelles  ou  imaginaires). 

ii39.  On  nomme  cordes  supplémentaires  deux  cordes  qui,  partant  d'un 
môme  point  m  de  la  conique  [fig.  584),  aboutissent  aux  extrémités  d*un 
même  diamètre  ÂÂ'.  Deux  cordes  supplémentaires  Km ^  Â'/?/,  sont  paral- 
lèles à  un  système  de  diamètres  conjugués.  En  effet,  soient  OC  et  OD  deux 
diamètres  respectivement  parallèles  à  A' m  et  à  A  m.  OG  passant  par  le 
milieu  0  de  AA'  passe  par  le  milieu  A  de  A  m;  il  divise  donc  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  OD,  et  par  suite  OC  et  OD  sont  con- 
jugués. Iwtx^mBVii y  deux  droites  Km  et  K'm  menées  par  les  extrémités 
d'un  diamètre  KK\  parallèlement  à  deux  diamètres  conjugués  quetcon- 
ques  OD  et  OC,  se  coupent  sur  la  conique.  Car  désignons  par  p  le  point  où 
la  corde  Km  parallèle  à  OD  coupe  la  conique, '.et  menons  pi  A'  ;  ies  cordes 
supplémentaires  Afx,  A^,  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués; 
et  comme  Apt  est  parallèle  à  OD,  A^  doit  être  parallèle  à  OC;  elle  ne 
diffère  donc  pas  de  K'm  et  les  points  /n  et  ^l  se  confondent. 

Cela  posé,  considérons  séparément  l'ellipse,  Thyperbole  et  la  parabole. 

1140.  V ellipse  n'ayant  aucun  point  à  l'infini,  la  droite  de  l'infini  est 
extérieure  à  la  courbe ,  et  son  pôle  0,  c'est-à-dire  le  centre  de  l'ellipse, 
est  à  Tintérieur  de  la  courbe.  Tous  les  diamètres  rencontrant  la  courbe 
en  deux  points  réels  sont  limités  ;  et,  comme  les  tangentes  issues  du  centre 
sont  imaginaires,  le  faisceau  en  involution  formé  par  les  divers  couples  de 
diamètres  conjugués  n'a  pas  de  rayons  doubles;  donc,  un  couple  quel- 
conque (OA,  OB]  de  deux  diamètres  conjugués  est  séparé  par  tout  autre 
couple  (OC,  OD);  en  d'autres  termes,  si  OC  est  situé  dans  l'angle  BOA 
[fg.  584),  OD  est  extérieur  à  cet  angle. 

Le  diamètre  AA'  étant  la  polaire  du  point  à  l'infini  sur  le  diamètre  con- 
jugué OB,  les  cordes  supplémentaires  Km  et  Km'  tracent  sur  OB,  quand 
m  se  déplace  sur  la  courbe,  une  involution  dont  B  est  un  point  double. 
On  a  donc,  en  appelant  n  et  n'  les  points  où  OB  rencontre  Km  et  A/»',  la 
relation 

(i)  0n.0n'-^Ob\ 

Prenons  pour  axe  des  x  le  demi-diamètre  OA,  dont  nous  désignerons 

la  longueur  par  a',  et  pour  axe  des  y  le  demi-diamètre  OB,  dont  nous 

désignerons  la  longueur  par  b'  \  y  fii  x  étant  les  coordonnées  mp  et  Op 

d'un  point  quelconque  m  de  la  conique,  on  a,  en  considérant  d'abord  les 

triangles  semblables  nOK  et  mpK^  puis  les  triangles  semblables  n'OK' 

et  mpK'^ 

y     _  On  y     _  0/i\ 

fl'  —  X  ~   rt'  '     a'  -^x"    û'  ' 


I 
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en  multipliant  membre  à  membre  et  en  ayant  égard  à  la  relation  (i),  on 
obtient  pour  l'équation  de  l'ellipse 


(a) 


y" 


;♦» 


i^'-j^ 


-r,    ou 


-  -i-  --  —  I 


Si  Ton  désigne  par  x\  y\  et  par  jt*,  ^'j  les  coordonnées  des  extré- 
mités C  et  D  des  diamètres  OC  et  OD  parallèles  aux  cordes  A'm  et  A  m, 


Fig.  S84. 


Fig.  585. 


on  a,  en  considérant  d'abord  les  triangles  semblables  OGçr  et  A'/s'O,  puis 
les  triangles  semblables  ODr,  A/zO, 


x'  "    «'  ' 


—  X 


0/1 

"F' 


en  multipliant  membre  à  membre  et  en  ayant  égard  à  ia  relation  (i), 
on  trouve 


(3) 


y  r 


X' 


•'i 


Y* 

Le  rapport  ^  reçoit  le  nom  de  coefficient  angulaire  du  diamètre  OC  ; 

y' 
de  même  ^  est  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  OD. 

Lorsqu'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  mêmes  de  la  courbe, 
on  a,  en  désignant  par  a  le  demi-grand  axe  dirigé  suivant  Ox  et  par  b  le 
demi-petit  axe  dirigé  suivant  0/, 


(4) 

(5) 


^  +  "^j  -  I. 


jt'  ■  x"  a" 


25. 
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les  coordonnées  étant  alors  rectangulaires,  le  coefficient  angulaire  ^  est 

r" 
égal  à  tangCOÂ,  et  ^  est  égal  à  tangDOA. 

•♦ 

Il  est  facile  d'exprimer  les  coordonnées  jc",  j',  de  l'extrémité  D  d'un 
diamètre  OD  en  fonction  des  coordonnées  x\  y\  de  rextrémité  C  de  son 
conjugué  OC.  En  effet,  le  point  C  étant  sur  la  courbe,  ses  coordonnées  x* 
et  y  satisfont  à  Téqualion  (4);  on  peut  donc  poser 

(6)  x'=itcosf\    jr'—b sintf\ 

et  de  même 

(  7  )  af~  a  cosy",    jr"  —  b  sinf . 

I^  relation  (5)  devient  alors 

cos(/-  •')  --  o,    d'où    ?"-=  ^  -t-  f , 
et,  par  suite, 
(8)  x''=^—asïnf'~^  —  tX\    jr" -^  b  cos^f' :=  -  x' , 

pour  avoir  les  coordonnées  de  l'autre  extrémité  D'  du  diamètre  OD,  il 
suffirait  de  changer  les  signes. 
Les  relations  (6)  et  (8)  donnent 

a/^  H-  af^  =.-  a\    ^  -i-  f  ---  b^; 

donc  la  somme  des  carrés  des  projections  orthogonales  des  deux  demi" 
diamètres  conjugués  OC  et  OD  sur  un  axe  est  constante. 
En  ajoutant  les  deux  égalités  précédentes,  on  a 

(x'»-t-j'*)4-(^'-+-r"')  =  û'-i-^'    OU    OC'-hOD'-a'-T-ô»; 

donc,  la  somme  des  carrés  de  deux  demi^dia mètres  conjugués  est  con- 
stante. 

Le  triangle  OCD  est  la  moitié  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux 
demi-diamètres  conjugués  OC  et  OD.  Il  est  égal  au  trapèze  CDr^,  diminué 
de  la  somme  des  deux  triangles  rectangles  OC^,  ODr;  son  aire  a  donc 
pour  expression 

OU  -ab^  eu  égard  aux  formules  (6)  et  (8).  Donc  Paire  du  parallélogranfme 

construit  sur  deux  demi-diamètres  conjugués  est  constante^ 
Les  deux  derniers  théorèmes  sont  dus  à  Apollonius. 
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La  proposition  précédente  peut  s'écrire,  d'après  une  expression  bien 
connue  de  Taire  du  triangle, 

L'angle  COD  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  donc  maximum  lors- 
que  le  produit  OC .  OD  ou  son  carré  OG  .00     est  minimum;  ce  qui  a 

2  '2 

lieu  pour  OC  =  OD ,  puisque  OC  h-  OD  est  constant.  Ainsi ,  les  dia- 
mètres  conjugués  qui  font  le  plus  grand  angle  sont  les  diamètres  conju" 

gués  égaux.  Le  carré  de  leur  longueur  commune  est  -  (a- h-  ^'),  et  Ton  a 
]  (a-  -f-  b^)  =  x'-  -\-y^  =:  «»cos»<p'-+-  ^^'sin'^'. 

On  déduit  de  là  sin^  =  --  =  cosf  ;  par  suite  les  coordonnées  j/  et/'  du 

point  C  sont  alors  proportionnelles  à  a  et  ^ ,  de  sorte  que  les  diamètres 
cory'ugués  égaux  sont  dirigés  suitfant  les  diagonales  du  rectangle  construit 
sur  les  axes. 

L'angle  COD  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  droit  lorsque  OC 
coïncide  avec  le  grand  axe,  puis  il  augmente  jusqu'à  ce  que  OC  soit  dirigé 
suivant  une  diagonale  du  rectangle  des  axes  ;  il  diminue  ensuite  et  rede- 
vient droit  lorsque  OC  prend  la  position  du  petit  axe. 

Quand  les  axes  a  et  ^  de  l'ellipse  sont  égaux  entre  eux,  l'équation  (4) 
se  réduit  à  x^-hjr^  ■=  à^;  tous  les  points  de  la  courbe  sont  donc  à  une 
dislance  du  centre  égale  à  a;  en  d'autres  termes,  l'ellipse  dégénère  en  un 
cercle. 

Pour  une  même  abscisse  Op  [fig.  585),  c'est-à-dire  pour  une  même 
valeur  de  l'angle  7',  Tordonnée  mp  de  l'ellipse  est  ^sin^',  et  celle  np  du 

cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  est  asinf';  le  rapport  — 

b 
est  donc  constant  et  égal  à  -  • 

^        a 

Remarquons  enfin  que  l'angle  auxiliaire  f',  dont  l'emploi  est  si  com- 
mode, est  précisément  l'angle  nOp, 

1141.  V hyperbole  ayant  deux  points  réels  sur  la  droite  de  l'infini,  son 
centre  est  extérieur  à  la  courbe  (1133);  les  tangentes  0«,  Op,  issues  du 
centre,  c'est-à-dire  les  asymptotes,  sont  donc  réelles;  ce  sont  les  Payons 
doubles  du  faisceau  en  involution  formé  par  les  deux  couples  de  diamètres 
conjugués.  Il  suit  de  là  que  deux  diamètres  conjugués  quelconques  divisent 
harmoniquement  V angle  des  asymptotes  et  qu'aucun  couple  de  diamètns 
conjugués  n'est  séparé  par  aucun  autre.  Enfin,  de  deux  diamètres  con- 
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jugnéfl,  Tun  rencontre  réeDemeiit  la  courbe  et  l'antre  ne  la  rencontre 
pas  (1133). 

Les  portions  AE,  AE'  [fig>  586),  d^une  tangente  comprise  entre  V hyper- 
bole et  ses  asymptotes 9  sont  égales;  car  les  asymptotes  Ou  et  Op,  le  dia- 
mètre Okx  et  son  conjugué  Oy  forment  on  faisceau  harmonique,  et  la 
tangente  EAE',  étant  parallèle  au  rayon  0^  de  ce  faisceau  (if38),  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  les  autres  rayons.  Il  suit  de  là  que,  si 
Ton  mène  AP  et  AP  parallèles  aox  asymptotes,  P  est  le  milieu  de  OB  et 
F  le  milieu  de  OE'  ;  donc,  lorsqv^on  prend  les  asymptotes  pour  axes  de 
coordonnées^  la  sous-tangente  OE'  est  double  de  l*abscisse  OP'  du  point 
de  contact. 

Les  portions  gm  et  g' m*  d*une  sécante  gg\  comprises  entre  l* hyperbole 
et  ses  asymptotes,  sont  égales.  En  effet,  soit  EAE'  la  tangente  parallèle  à 
gg'^  et  OA  le  diamètre  qui  passe  au  point  de  contact;  ce  diamètre  divise 
la  corde  mm'  de  Thyperbole  en  deux  parties  im  et  imf  égales  entre  elles; 
mais,  puisque  A  est  le  milieu  de  EE',  i  est  évidemment  le  milieu  de  la  pa- 
rallèle gg'  ;  donc  ig  -=--  ig\  et,  par  suite,  ig  —  im  ou  gm  son t  égaux  à  i^'  —  im' 
on  à  g'm\ 

Une  tangente  quelconque  EAE',  lorsque  son  point  de  contact  A  se  dé- 
place sur  la  courbe,  trace  sur  les  asymptotes  (1125)  deux  divisions  homo- 
graphiques;  et,  comme  le  point  0  correspond  évidemment  à  l'infini  dans 
Tune  et  Tautre  division,  le  produit  OE.Ofi'  est  constant;  il  en  est  donc  de 
même  de  Taire  du  triangle  OEE'  et,  par  suite,  de  Taire  du  parallélogramme 
OPAF  qui  est  la  moitié  de  ce  triangle.  On  voit  par  là  que,  si  Ton  désigne 
par  X  et  7"  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  A  de  Thyperbole  rap- 
portée à  ses  asymptotes,  Ou  et  Of^,  on  a  pour  Téquation  de  cette  courbe 
xy  =  const. 

Fig.  586. 


1142.  AOA'  étant  un  diamètre  transrerse  quelconque  de  l'hyperbole, 
menons  les  tangentes  en  A  et  A'  qui  coupent  les  asymptotes,  la  première 
en  E  et  E',  Taulre  en  P  et  F.  Les  triangles  OAE,  OAF',  sont  égaux  puis- 
qu'ils ont  leurs  angles  respectivement  égaux  et  que  OA  ==  OA';  donc 
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AE  :=  AF';  par  suile,  les  droite»  £E',  FF,  sobI  égales,  et»  coinine  elle^ 
âont  parallèles  (1138),  la  figure  EFFE'  est  un  parallélogramme  dont  0 
est  le  centre.  Soient  B  et  F  les  points  où  le  diamètre  tOx'  conjugué  de 
OA  rencontre  EP  et  E'F';  B  est  le  milieu  de  EF,  B'  celui  deE'F',  les 
droites  AB',  A'B,  sont  parallèles  à  l'asymptote  Om,  et  les  droites  AB  et 
A'B'  à  l'asymptote  Op. 

Cela  étant)  posons  OA  =  a!^  OB  ^  6',  et  prenons  les  deux  demi-dia* 
mètres  conjugués'  OA  jt,  OB/,  pour  axes  des  coordonnées  ;  m  étant  un 
point  quelconque  de  Thyperbole,  les  deux  cordes  supplémentaires  A/zi, 
A'/n,  déterminent  sur  le  diamètre  x^X'  ^^^^  points  n  et  n'  qui  en- 
gendrent une  involution  (1 140)  dont  B  et  B'  sont  évidemment  deux  points 
homologues.  On  a  donc 

0/1.0/?'=  OB.OB'-^  -5^'. 

Dès  lors,  tous  les  raisoniiements  faits  et  les  résultats  obtenus  pour  Tel- 

lipse  subsistent,  en  changeant  6"  en  —  b*^  om  h*  en  l/yf—i.  Ainsi  : 
i*"  L'hyperbole  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  a  pour  équation 

X»       x^  _ 

Pour  x  —  o^  on  a  7  --  itr  l/yf—i-^  de  là  !e  nom  de  longueur  du  demi- 
diamètre  non  transverse  attribué  à  OB  -■=  b\ 

atib  étant  les  longueurs  des  deux  axes,  on  a,  en  prenant  ces  droites  j 

pour  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 


Les  triangles  semblables  giO^  EAÛ,  donnent 


I 


2 


gi      EA      b'  -'■     6"r-. 


on  a  d'ailleurs,  par  l'équation  de  l'hyperbole, 
donc,  en  retranchant, 


gi'~mi  =b'^ 

ou 

y»=  (gi^  mi)  {gi-  mi)  =  gm.gm'^  mg.mg'; 

ainsi  le  produit  des  segments  d'une  sécante  y  compris  entre  un  point  de 
la  courbe  et  les  asxmptoies,  est  égal  au  carré  du  demi^diamètre  pond'' 
lèle  à  la  sécante. 
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Sa""  La  relation  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux  demi-diamètres 
conjugués  est 

y  y^.-^      y  y~^ 

suivant  qu'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  demi-diamètres  con- 
jugués  a'  et  b'  ou  les  axes  a  et  6  de  la  courbe. 

30  Les  coordonnées  de  l'extrémité  d'un  demi-diamètre  s'expriment  en 
fonction  des  coordonnées  de  l'extrémité  du  demi-diamètre  conjugué  par 
les  formules 


,« i_ 


«     .j     .^^-^V— 


I 


qui  sont  dues  à  M.  Chasles  [Aperça  historique^  etc.). 

4°  La  différence  des  carrés  des  projections  de  deux  demi'diamètres 
conjugués  sur  un  axe  est  constante.  La  différence  des  carrés  de  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  est  constante j  ainsi  que  traire  du  parais 
lélogramme  construit  sur  ces  diamètres. 

La  relation  a'^  —  b'^  =à^—b^  montre  que,  si  a  est  différent  de  b^ ci  est 
différent  de  V  ;  Vh^perbole  ri  a  donc/Mij  de  diamètres  conjugués  égaux. 

Sïa  =  b^  on  a  a'  =  b\  c'est-à-dire  que  tout  diamètre  est  alors  égal  à 
son  conjugué,  et  l'hyperbole  est  dite  équilatère.  Le  parallélogramme 
BE'FT  construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques  est  dans 
ce  cas  un  losange,  et  les  asymptotes  qui  en  sont  les  diagonales  sont  alors 
rectangulaires . 

Nous  avons  vu  (lUl)  que  Thyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  a 
pour  équation  j:/ =  K';  en  supposant  que  dans  la  y^.  586  les  droites  OA 
et  OB  soient  les  axes  a  et  ^  de  la  courbe,  le  parallélogramme  OÂE'B'  sera 
un  rectangle,  et  les  coordonnées  OP'  et  P'Â  du  sommet  A  par  rapport 
aux  asymptotes  seront  l'une  et  l'autre  égales  à  la  moitié  de  la  diagonale 

v/a'  -r-  b*  de  ce  rectangle  ;  on  a  donc 

4 
pour  une  hyperbole  quelconque,  et  en  particulier  pour  l'hyperbole  équila- 
tère K'  ~  -  a'.  On  donne  souvent  à  cette  constante  R',  que  nous  venons 
d'exprimer  en  fonction  des  axos ,  le  nom  de  puissance  de  l'hyperbole. 

il 43.  Nous  avons  appris  au  n**  1071  à  construire  les  axes  d'une  ellipse, 
étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  en  grandeur  et  en  position. 
Voici  comment  on  résout  le  problème  analogue  pour  Thyperboie.  En 
construisant  le  parallélogramme  sur  les  deux  diamètres  conjugués  donnés 
et  menant  les  diagonales,  on  aura  les  asymptotes  ;  les  axes  seront  les  bis* 
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sectrioes  des  angles  des  asymptotes.  Pour  avoir  la  longueur  d'un  axe,  il 
suffira  (li42,  i*)  de  mener  par  Tun  des  sommetsdu  parallélogramme  une 
parallèle  à  la  direction  de  cet  axe,  et  de  prendre  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  distances  de  ce  sommet  aux  points  où  cette  parallèle 
coupe  les  asymptotes. 

Lorsque  on  connaît  les  asymptotes  Ou  et  Op  d'une  hyperbole  et  un 
point  m,  on  obtient  au  moyen  de  la  règle  autant  de  points  de  la 
courbe  que  Von  veut  (fig,  586)  ;  en  menant  par  m  une  transversale  quel- 
conque qui  coupe  les  asymptotes  en  g  et  en  ^,  et  prenant  ^m'  -  gm, 
on  aura  un  nouveau  point  ml  de  l'hyperbole. 

Enfin,  on  a  souvent  besoin  de  trouver  le  diamètre  conjugué  d*un  dia- 
mètre donné  OU,  connaissant  en  grandeur  et  en  position  un  premier 
couple  de  diamètres  conjugués  A  A',  BB'  (  fig.  587). 

FIg.  587. 


La  solution  est  très-simple  pour  Thyperbole.  En  menant  les  diagonales 
du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  diamètres  AA'  et  BB',  on  a  les 
asymptotes  OC  et  OD.  Or,  le  diamètre  cherché  ON  est  le  conjugué  har- 
monique du  diamètre  donné  OM  par  rapport  à  Tangle  GOD  des  asymptotes, 
on  aura  donc  un  point  K  de  ce  diamètre  ON,  en  menant  une  parallèle 
à  OD,  et  en  portant  sur  cette  ligne,  à  partir  du  point  I  où  elle  coupe  OC, 
un  segment  IK  égal  et  opposé  au  segment  16  intercepté  dans  l'angle  COH. 

Pour  Fellipse,  on  opérera  de  même.  Seulement,  après  avoir  trouvé  le 
point  K,  on  mènera  par  ce  point  une  parallèle  à  OA,  jusqu'à  sa  ren- 
contre H  avec  OB,  et  l'on  prolongera  KH  d'une  quantité  égale  HK'. 
OR'  sera  le  diamètre  conjugué  de  OM.  En  effet,  prenons  pour  axes  coor- 
donnés les  droites  OA  et  OB,  et  soient  x  et  ^  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  OM,  x ,  et  y^  les  coordonnées  du  point  K,  ^  et  y  les 
coordonnées  du  point  R'.  Puisque  OR  est  le  conjugué  de  OM  dans 
l'hyperbole  qui  a  pour  diamètres  conjugués  OA  =  a*  et  OB  =  6^,  on  a 
la  relation 
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qui,  k  cause  des  égalités  évidentes/  =7^,  j/  =  —  x.,  devieut 


OK'  et  OM  sont  donc  conjugués  par  rapport  à  l'ellipse  ayant  OÂ  et  OB 
pour  diamètres  conjugués. 

1144.  La  parabole  étant  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  son  centre  qui 
est  le  pôle  ou  le  point  de  contact  de  cette  tangente  disparait  à  l'infini. 
Donc,  tous  les  diamètres  ax,  nu^  ÂX,...,  sont  parallèles ^  et  cette  courbe 
tCa  qu*un  axe  ÂX  à  distance  finie.  Le  point  A,  où  cet  axe  rencontre  la 
courbe,  est  le  sommet  {J!g,  588)  de  la  parabole. 

Fig.  S88. 


Une  tangente  mobile  détermine  sur  deux  tangentes  fixes  d'une  conique 
deux  divisions  homographiqoes  (1125);  dans  la  parabole,  ces  deux  divi- 
sions homographiques  sont  semblables  (1096),  puisque,  la  droite  de  l'infini 
étant  une  des  positions  de  la  tangente  mobile,  les  points  à  l'infini  dans 
les  deux  divisions  sont  homologues.  Donc,  toutes  les  tangentes  à  la  para- 
bole divisent  deux  tangentes  fixes  en  parties  proportionnelles;  et  récipro- 
quement, si  deux  droites  fixes  sont  dtpisées  en  parties  proportionnelles, 
V enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points  homologues  est  une  para- 
bole tangente  aux  deux  droites  fixes.  Cette  propriété  est  très-utile  dans 
les  applications. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  un  diamètre  quelconque  axei  la 
tangente  aykaon  extrémité  a;  mein  étant  deux  points  quelconques  de 
la  parabole,  menons  les  ordonnées  mr  et  ng^  la  droite  an  et  le  diamètre  nu 
qui  coupent  mr  en  c  et  en  c\  On  a  (1140) 


mr  -^  rc,rc'  \ 
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mais 


Donc 


rc  —  nq.     et     —  =  —i 
'  '  ar      aq 


OU     — -^ 

ar  ar        aq 


y" 


En  d'autres  termes,  Fexpression "— ;  est  constante;  en  la  désignant  par  '^p^ 
réquation  de  la  parabole  rapportée  aux  axes  de  coordonnées  ax^\,ay  est 

f-.-  ipx, 

La  valeur  de  p  varie  avec  la  position  du  point  a  de  la  courbe,  que  l'on 
prend  pour  origine.  Au  sommet  Â,  les  axes  deviennent  rectangulaires,  et 
la  valeur  correspondante  de  la  constante  p  est  ce  qu'on  appelle  le  paror 
mètre  de  la  parabole. 

Soit  nt  la  tangente  en  /?  qui  coupe  ax  en  t\  nq  est  la  polaire  du 
point  ^  (  i  131  );  par  suite,  les  quatre  points  /,  a,  ^,  oo ,  forment  un  système 
harmonique;  on  a  donc  a/ ^  —oq^  d'où  iq  =  2aq.  Ainsi,  tians  la  para- 
bole,  la  sous-tangente  (c'est-à-dire  la  portion  tq  du  diamètre  ax  comprise 
entre  les  pieds  de  l'ordonnée  et  de  la  tangente)  est  double  de  l'abscisse 
du  point  de  contact. 

FOYERS  ET  DIRECTRICBS. 

1145.  On  nomme  foyer  tout  point  du  plan  d'une  conique  autour  duquel 
chaque  droite  est  perpendiculaire  à  sa  conjuguée. 

Un  foyer  ne  peut  se  trouver  que  sur  un  axe;  car,  pour  tout  autre  point 
du  plan,  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point  et  la  parallèle  au  conju  - 
gué  de  ce  diamètre  forment  un  couple  de  droites  conjuguées  non  rec- 
tangulaires. 

Pour  prouver  qu'un  point  F  d'un  axe  est  un  foyer,  il  suffit  de  démon- 
trer qu'on  peut  mener  par  ce  point  F  un  couple  de  deux  droites  conju- 
guées rectangulaires  et  non  parallèles  aux  axes;  car  l'axe  proposé  et  la 
parallèle  à  Tautre  axe  mené  par  le  point  F  formeront  un  second  couple 
de  droites  conjuguées  rectangulaires,  et  l'on  sait  (1114)  qu'autour  d'un 
point  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires  dès  que 
deux  couples  le  sont. 

Cela  posé,  considérons  V ellipse» — Soient  O,  le  centre  ;  Ou  et  Op,  les 
directions  des  deux  axes  dont  nous  désignerons  les  demi-longueurs  par 
a  et  P;  OX  etOfA,  les  directions  des  diagonales  du  rectangle  construit  sur 
les  axes;  F,  un  point  quelconque  de  l'axe  Ou,  et  GDP,  la  polaire  du 
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point  F  par  rapport  à  l'ellipse  [Jig,  589).  Menons  FQ  parallèle  à  0\,  Le 
pôle  de  FQ  sera  le  point  P  commun  à  GD  et  à  O/i,  de  sorte  que  FP  sera 

Flg.  589. 


1' 

/. 

> 

G 

y^                              ^^ 

< 

G 

^     '\ 

D 

k. 

< 

.7 


la  conjuguée  de  FQ.  Donc,  pour  que  F  soit  un  foyer,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'angle  QFP  soit  droit,  c'est-à-dire  qu*on  ait 


.^  •» 


Mais  on  a 


FD  :^PD.DQ  =  DG.DQ. 

5?  =  ^!^==^.  d'où  ?^  =  t 


FD      OU      a 


FD.OD      a= 


On  en  déduit,  par  division, 
d'où 

(0 


FD      6' 


OU      a^*' 


OF 
OD 


P^ 


D'ailleurs,  puisque  GP  est  la  polaire  de  F,  on  a 
(a)  OF.OD  =  a'. 

En  multipliant  (i)  et  (2),  on  obtient 


OF"  =  a^-p',     d'où     OF  =  liz  y/a^  -  p^ 

Il  y  a  donc  sur  Ou  deux  foyers  qui  sont  réels  ou  imaginaires,  suivant 
que  a  est  supérieur  ou  inférieur  à  p.  Ainsi,  l'ellipse  a  deux  foyers  réels  sur 
le  grand  axe  et  deux  foyers  imaginaires  sur  le  petit  axe  ;  et  si  l'on  dé- 
signe par  a^  h^  c,  le  demi^and  axe,  le  demi-petit  axe  et  la  demi-distance 
focale  OF,  on  a 
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Considérons  maintenant  Xhypethole.  —  Soient  0  le  centre;  0«  et  Oc^ 
les  directions  des  deux  axes  dont  nous  désignerons  les  demi-longueurs 
(1142)  par  a  et  P;  0^  une  asymptote;  F  un  point  quelconque  de  Taxe 
0«,  et  GIT  la  polaire  du  point  F  par  rapport  à  Thyperboie  (^jg". 690).  Me- 
nons FQ  parallèle  à  OOi;  le  péle  de  FQ  sera  le  point  G  commun  à  0).  et 

Fig.  590. 


à  GD,  de  sorte  que  FG  sera  la  conjuguée  de  FQ.  Donc,  pour  que  le 
point  F  soit  un  foyer;  il  faut  et  il  sufSt  que  Tangle  GFQ  soit  droit,  c'est- 
à-dire  qu'on  ait 

DF'=  ÏXj.QD. 

Maison  a 

QD      DG      ? 

df'^od'^S* 


On  en  déduit,  comme  ci-dessus, 


DF      p» 
OD 


—  —,  î 


d'où 

(I) 


OF    «; 
od"" 


P' 


D'ailleurs,  puisque  GD  est  la  polaire  de  F,  on  a 


(^) 


^    OD.OF 


le  signe  convenable  étant  -4-  si  0/<  est  Taxe  transverse,  et  —  si  0^  est 
Taxe  non  transverse.  En  multipliant  (i)  et  (a),  on  obtient 

5f'  =  ±  (a*  -h  p'  )    d'où    OF  =  i  v^it  (â»  -r-"^»  ") . 

Ainsi,  l'hyperbole  a  deux  foyers  réels  sur  l'axe  transverse  et  deux 
foyers  imaginaires  sur  Taxe  non  transverse.  En  désignant  respectivement 
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par  a^  b^  Cy  le  demi-axe  Iransverse,  le  demi-axe  non  transverse  et  la  demi- 
distance  focale  OF,  on  a 

c»  =  a^  -i-  b\ 

1146.  Dans  le  plan  d'une  conique  à  centre,  considérons  deux  droites 
conjuguées  rectangulaires  quelconques  het^i  [Jtg.  Sgi). 


Fîg.  591. 


^' 


\ 


\ 


/Vf"'' 


V 


\ 


Soient  n  et  //  les  points  ou  ces  deux  droites  rencontrent  le  dia* 
mètre  ÛG  relatif  aux  cordes  parallèles  à  kt^  m  et  m'  les  points  où  elles 
coupent  Tun  des  axes  de  la  conique,  et  enfin  F  et  F'  les  foyers  situés  sur 
cet  axe.  En  menant  par  F  des  parallèles  à  ks  et  à  kt  jusqu'à  leurs  ren- 
contres p  et  p'  avec  le  diamètre  OC,  on  a 


Om'      OF 


d'où,  en  multipliant, 


On'      Op 


Om.Om' 


Om_  OF 
Ofi^bp' 

ôf' 


On, On'       Op.Op' 


Or  les  dénominateurs  sont  égaux  l'un  et  l'autre  à  OC  ,  puisque /i  et  //' 
sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  aussi  bien  que  p  eip\  Les  nn- 
mérateurs  doivent  donc  être  égaux,  et  Ton  a 


(0 


Om.Om'    .c\ 


Donc  le  segment  compris  entre  les  deux  foyers  situés  sur  un  même  axe 
est  diifisé  harmoniquement  par  tout  couple  de  droites  conjuguées  rectan- 
gulaires^ ou,  en  d'autres  termes,  les  divers  couples  de  droites  conjuguées 
rectangulaires  déterminent  sur  chacun  des  axes  de  la  conique  une  invo- 
lution  dont  le  point  central  est  le  centre  de  la  conique,  et  dont  les  points 
doubles  sont  les  foyers  réels  ou  imaginaires  appartenant  à  cet  axe. 


LITRE  yni.  —  LBS  couEBss  usutLLBS.  3gg 

ii47.  Quand  nous  parlerons  désormais  des  deux  foyers  d'une  conique, 
il  s'agira,  à  moins  d'avertis.sement  contraire,  des  deux  foyers  réels. 

Les  deux  droites  conjuguées  rectangulaires  qui  passent  par  un  point 
quelconque  du  plan  d'une  conique  sont  les  bissectrices  des  an^s  formés 
par  les  droites  qui  unissent  ce  point  aux  deux  Joyers.  Car  ces  quatre 
droites,  divisant  harmoniquement  l'axe  focal,  forment  un  faisceau  har- 
monique, et,  comme  les  deux  premières  sont  rectangulaires,  elles  sont 
les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux  autres. 

En  particulier,  si  le  point  considéré  appartient  à  la  conique,  les  deux 
droites  conjuguées  rectangulaires  qui  passent  par  ce  point  sont  la  tan- 
gente et  la  normale.  Donc,  dans  toute  conique  à  centre,  la  tangente  et 
la  normale  sont  les  bissectrices  des  angles  que  jorment  les  deux  rayons 
vecteurs  menés  de  ce  point  aux  deux  foyers. 

Dans  Tellipse  comme  dans  l'hyperbole,  les  deux  foyers  réels  sont  à  l'in- 
térieur de  la  courbe;  cela  résulte  des  formules  du  n^  il45;  cela  résulte 
aussi  de  ce  que  le  faisceau  révolutif  formé  par  les  divers  couples  de  droites 
conjuguées  qui  passent  par  un  foyer  réel,  étant  engendré  par  la  rotation 
d'un  angle  droit,  a  ses  rayons  doubles  imaginaires,  de  sorte  que  les  tan- 
gentes menées  de  ce  foyer  à  la  conique  sont  imaginaires.  Quant  au 
centre,  on  sait  qu'il  est  intérieur  pour  Teilipse,  et  extérieur  pour  l'hy- 
perbole. —  Il  suit  de  là  que,  si  M  est  un  point  de  la  conique,  et  si  F  et  F' 
sont  ses  foyers,  le  triangle  BIFF'est  intérieur  à  l'ellipse,  tandis  que  pour 
l'hyperbole  il  est  en  partie  intérieur  et  en  partie  extérieur.  Donc,  si, 
partant  du  point  M,  on  veut,  en  se  déplaçant  un  peu  sur  les  droites  MF 
et  MF',  rester  à  Tintérieur  de  la  courbe,  il  faudra  se  déplacer,  pour  l'el- 
lipse, dans  le  sens  de  MF  et  de  MF,  et,  pour  Thyperbole,  dans  le  sens 
de  l'une  de  ces  droites  et  dans  le  sens  opposé  à  l'autre. 

Comme,  dans  tous  les  cas,  la  tangente  en  M  est  extérieure  à  la  courbe, 
on  voit  que  dans  l'ellipse  la  tangente  est  en  dehors  de  l'angle  FMF'  des 
deux  rayons  vecteurs,  tandis  que  dans  l'hyperbole  la  tangente  est  exté- 
rieure à  l'angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  et  par  le  prolonge- 
ment de  l'autre;  en  d'autres  termes,  la  bissectrice  de  l'angle  FMF'  est 
dans  l'ellipse  la  normale  en  M,  et  dans  l'hyperbole  la  tangente  au  même 
point. 

1148.  La  polaire  d'un  foyer  prend  le  nom  de  directrice. 

L'ellipse  et  l'hyperbole  ont  donc  chacune  deux  directrices  DKDp 
D'H'D't  (/g,  5911),  qui  sont  perpendiculaires  à  l'axe  A'OA  qui  contient 
les  foyers  réels;  elles  sont  situées  de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance  du 
centre,  extérieurement  à  la  courbe,  puisque  les  foyers  réels  qui  en  sont 
les  pôles  sont  intérieurs  (1133).  Les  points  A',  F,  A,  H,  formant  un  sys- 
tème harmonique^  on  a 

ÔÂ  =  OF.OH, 
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équidistant  du  foyer  et  de  ia  directrice,  la  constante  est  é^aUàun;  donc 
tout  point  de  la  parabole  est  équidistant  du  foyer  et  de  la  directrice. 
On  retombe  ainsi  sur  la  définition  de  la  parabole  donnée  au  n**  4027,  et 
nous  pouvons  alors  regarder  comme  acquises  toutes  les  propriétés  et  toutes 
les  constructions  données  dans  les  §§  III  et  Y.  Bn  particulier,  le  para- 
mètre  p  représente  la  distance  du  foyer  à  la  directrice;  il  est  aussi  égal 
à  la  sous-normale  comptée  sur  Vaxe^  c'est-à-dire  à  la  partie  de  Taxe  com- 
prise entre  les  pieds  de  Tordonnée  et  de  la  normale.  (Il  importe  de  re- 
marquer que,  lorsque  la  parabole  est  rapportée  à  un  diamètre  quelconque 
et  à  la  tangente  correspondante,  la  sous-tangente  est  toujours  double  de 
Fabscisse,  mais  la  sous-normale  n'est  plus  constante  et  égale  an  para- 
mètre; cette  dernière  propriété  n*est  vraie  que  dans  le  cas  où  la  para- 
bole esl  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet.) 

4151.  Lorsque  plusieurs  coniques  ont  les  deux  mêmes  foyers,  on  dit 
qu'elles  sont  confocales. 

Deux  ooniques  confocales  ont  le  même  centre,  et  lears  axes  sont  di- 
rigés suivant  les  mêmes  droites;  elles  ont  aussi  les  mêmes  systèmes  de 
droites  conjuguées  rectangulaires  (1115). 

Deux  ellipses,  deux  hyperboles,  une  ellipse  et  une  hyperbole  peuvent 
être  confocales  ;  mais  une  parabole  ne  peut  être  confbcale  que  d'une  pa- 
rabole. 

Si  par  un  point  on  mène  deux  tangentes  à  une  conique  et  deux  tan» 
gentes  à  une  conique  confocale,  les  angles  des  deux  premières  tangentes 
et  les  angles  des  deux  autres  ont  les  deux  mêmes  bissectrices. 

Par  an  point  P  du  plan  dune  conique,  on  peut  mener  deux  coniques 
confocales  a^ec  la  première;  ce  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole  si  la 
conique  primitive  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole;  ce  sont  deux  para- 
boles de  sens  opposés  si  la  première  conique  est  une  parabole.  —  Ces 
deux  coniques  se  coupent  orthogonalement,  car  leurs  tangentes  au  point  P 
sont  les  bissectrices  des  angles  que  forment  les  droites  menées  de  ce 
point  P  aux  deux  foyers  de  la  conique  primitive. 

1152.  Les  foyers  jouissent  de  propriétés  caractéristiques  autres  que 
celle  qui  nous  a  servi  à  les  définir,  et  qui  méritent  d'être  rapportées,  non* 
seulement  parce  quelles  sont  très-utiles  dans  les  recherches  géomé- 
triques, mais  encore  parce  qu'elles  permettent  de  généraUaer  l'idée  de 
foyer  et  d'étendre  cette  conception  aux  courbes  d'ordre  quelconque. 

I*  Considérons  une  conique  quelconque  C,  intersection  d'un  cône  de 
révolution  par  un  plan  P  et  une  sphère  inscrite  dans  ce  cône.  Sorânt 
Q  le  plan  du  cercle  de  contact  de  la  sphère  et  du  cône,  y  le  cercle  taler- 
section  de  ta  sphère  et  du  plan  P,  et  D  fa  droite  commune  aux  plans 
P  et  Q.--«  D'abord,  il  est  aisé  de  voir  que  te  cercle  7  passa  par  les  points 
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I  et  I'  (réeîs  ou  imaginaires)  où  la  droite  D  rencontre  la  conique  C;  en 
effet,  les  points  I  et  V  appartiennent  d'une  pari  au  plan  P,  et,  d'autre 
part,  à  la  sphère,  puisque,  faisant  partie  à  la  fois  du  cône  et  du  planQ, 
ils  sont  sar  le  cercle  de  contact  du  cône  et  de  la  sphère.  —  En  second 
lieu,  la  conique  C  et  le  cercle  7  se  touchent  en  I  et  en  I';  en  effet,  la  tan- 
gente en  I  à  la  conique  est  l'intersection  du  plan  P  et  du  plan  tangent  au 
cône;  la  tangente  au  cercle  7  est  l'intersection  du  plan  P  et  du  plan 
tangent  en  I  à  la  sphère;  or,  le  point  I  étant  sur  le  cercle  de  contact  du 
cône  et  de  la  sphère,  les  deux  plans  tangents  en  question  coïncident. 

En  résumé,  le  cercle  7  a  un  double  contact  (  réel  ou  imaginaire)  avec 
la  conique  G,  et  la  droite  des  contacts  est  la  droite  D.  —Faisons  mainte- 
nant varier  la  sphère  inscrite  jusqu'à  ce  qu'elle  touche  le  plan  P;  le 
rayon  du  cercle  deviendra  nul,  ce  cercle  se  réduira  à  un  point  qui  est 
(1079)  un  foyer,  et  la  droite  D  deviendra  la  directrice  relative  à  ce 
foyer.  On  est  ainsi  conduit  à  regarder  le  fojer  dUme  conique  comme  un 
cercle  de  rayon  nul  doublement  tancent  à  la  conique;  la  corde  des  oonr 
tacts  est  la  directrice  relative  à  ce  foyer. 

a*"  On  sait  (1105)  que  ai  Ton  a  dans  un  même  plan  des  angles  d'une 
même  grandeur,  et  placés  d'une  manière  quelconque,  pourvu  qu'ils  soient 
formés  dans  le  même  sens  de  rotation,  leurs  côtés  tracent  sur  la  droite 
à  l'infini  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  sont, 
quelle  que  soit  la  grandeur  commune  de  ces  angles,  les  points  cycliques 
du  plan.  Si  les  angles  sont  droits,  les  deux  divisions  homographiques 
forment  une  involution  ;  donc  les  points  cycliques  d'un  plan  divisent 
harmoniquement  le  segment  intercepté  sur  la  droite  à  V infini  par  un 
angle  droit  situé  d'une  manière  quelconque  dans  ce  plan. 

Gela  posé,  considérons  plusieurs  couples  de  droites  conjuguées  issues 
d'un  même  point  du  plan  d'une  conique  ;  ces  divers  ci)uples  forment  (  1 133  ) 
un  faisceau  involutif  dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes  réelles  ou 
imaginaires  menées  à  la  conique  par  le  point  considéré.  Si  ce  point  est 
un  foyer,  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires,  et, 
par  suite,  d'après  l'alinéa  précédent,  les  rayons  doubles  du  faisceau, 
c'est-à-dire  les  tangentes  imaginaires  menées  à  la  conique  par  le  foyer, 
passent  par  les  points  cycliques  du  plan.  Ainsi,  on  peut  considérer  les 
foyers  comme  des  points  tels  que  les  tangentes  à  la  conique,  menées  par  ces 
poimts,  passent  par  les  points  cycliques  du  plan. 

Des  deux  points  cycliques  on  peut  mener  à  la  conique  deux  couples 
do  tangentes,  dont  l'ensemble  forme  un  quadrilatère  imaginaire  circon- 
scrit à  la  tourbe;  les  deux  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont  les  axes,  et 
ses  quatre  sommets,  dont  deux  réels  et  deux  imaginaires,  sont  les  foyers. 
La  parabole  étant  tangente  à  la  droite  de  l'in6ni,  un  foyer  réel  est  à  Tin- 
fini,  les  deux  foyers  imaginaires  sont  les  points  cycliques,  et  il  ne  reste 
plus  qu'un  foyer  réel  à  diatance  finie* 

26. 
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Il  résulte  de  là  :  i**  Que  deux  coniques  qui  ont  un  foyer  commun  ont 
deux  tangentes  communes  passant  par  ce  foyer;  ce  sont  les  droites  qui 
vont  'de  ce  foyer  aux  points  cycliques  du  plan  ;  les  cordes  de  contact 
sont  les  directrices  de  l'une  et  de  l'autre  conique  relatives  à  ce  foyer; 
u®  que  deux  coniques  confocaies,  c'est-à-dire  qui  ont  deux  foyers  com- 
mune, sont  inscrites  dans  le  même  quadrilatère  imaginaire. 

Cette  notion  très-féconde  des  foyers  considérés  comme  des  points  tels, 
que  les  tangentes  correspondantes  passent  par  les  points  cycliques 
du  plan,  est  due  au  géomètre  Pliicker  [Journal  de  Crelle,  t.  X),  qui  a 
ainsi  pu  étendre  Tidée  de  foyer  aux  courbes  algébriques  d'ordre  quel- 
conque :  on  appelle  foyers  d'une  courbe  plane  d'ordre  quelconque  les 
points  communs  aux  tangentes  menées  à  la  courbe  par  les  points  cy- 
cliques  de  son  plan. 

ilS3.  Voici  quelques  formules  utiles  : 

I*  Considérons  une  ellipse  rapportée  à  son  centre  0  et  à  ses  axes  OA  =  a  et 
OB  =  &  [fig,  593]  ;  M  étant  un  quelconque  de  ses  points,  soient  x  et  /  ses 
coordonnées  OP  et  MP,  p  et  p'  les  deux  rayons  vecteurs  MF  et  MF',  et  b' 
la  longueur  du  demi-diamètre  conjugué  deOM.  Menons  la  tangente  TMT' 
et  la  normale  MNN',  la  perpendiculaire  MD  sur  la  directrice,  et  les  perpen- 
diculaires OE,  FK,  F'R',  abaissées  du  centre  et  des  foyers  sur  la  tangente. 

On  a 

(!)       p=a-ex  p' .-=  a -^  exy  b'^  =:  a^—e^x'  =  pp*. 

^    '  X  y  X 

(3)  ON  -  Ç,x,  ON'  -  -  pr .  PN  -  ^x- 

(4)  MN:=--Vpp'--^')     MN'-- Vpp'--^')    MN.MN'-^i". 


OE.^. 


La  première  des  formules  (i)  résulte  de  la  relation 

FM  =  r.MD--^(OH-OP). 

La  troisième  des  formules  (i)  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  carrés 
des  valeurs  (8  )  du  n**  1140,  et  en  ayant  égard  à  la  position  du  point  M  sur 
l'ellipse.  —  Les  formules  (a)  sont  une  conséquence  de  la  théorie  des 
pôles  et  polaires.  —  La  première  formule  (  3  )  résulte  de  la  théorie  des 
foyers,  et  la  seconde  de  la  similitude  des  triangles  ONN',  NPM.  —  On 
obtient  la  première  formule  (4)  on  appliquant  la  formule  du  n^  238;  et 
la  seconde  résulte  de  la  similitude  des  triangles  ONN',  NPM.  —  Enfin 
les  deux  premières  formules  (5)  s*obtiennent  à  l'aide  du  théorème  du 
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n""  998  et  de  la  similitude  des  triangles  FMK,  F'MK',  qui  donne  le  rap- 
port de  FK  à  F'K';  la  troisième  s'en  déduit  en  prenant  la  demi-somme. 
2*  En  changeant  b^  en  --  ^^  on^a  des  formules  analogues  pour  Vhr 

perbole. 

Fig.  593.  Fig.  59^ 


U  T    .r 


3**  Considérons  une  parabole  rapportée*  à  son  axe  kx  et  à  la  tan- 
gente ky  au  sommet  (fig.  694].  M  étant  un  quelconque  de  ses  points, 
soient  x  et  j  ses  coordonnées  AP  et  MP,  p  le  rayon  vecteur  MF,  p  le  pa- 
ramètre FH  =  2AF,  et  0  rinclinaison  de  la  tangente  MT  sur  l'axe.  Me- 
nons la  normale  MN,  et  abaissons  la  perpendiculaire  FK  du  foyer  sur  la 
tangente  MT. 

On  a 


TP=2j:,     PNr   />,     TN^  /p-T-x,     p 
Le  triangle  rectangle  FTR  donne  ensuite 


FT  =  -TN^^-.  X. 

%  2 


TK  -TF.TA=-p.x,     KF 


FT.AF-^^o, 


d'où 


MT-apj-,      MN'=/7p. 
EnGn,  dans  le  triangle  rectangle  TMN,  on  a 

.       «      PN      /?        ...      PN        p^      p 
PM     7  y^^'      pp      p 

Nous  avons  vu  que  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre  quelconque  Mo/ 
et  à  la  tangente  correspondance  My  avait  pour  équation  y^  ^  2/7V.  Pour 
évaluer  p\  menons  AI  parallèle  à  MT,  de  manière  à  figurer  les  coordon- 
nées x'  =  MI,  y  =  —  AI  du  sommet  A  par  rapport  aux  axes  /Mx'  ;  nous 
aurons  alors 

_  r"  _  MT  '  _  Mt'      apx 


P=^'== 


aAT  ""  TP  "^    X    ■"  *P' 
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on  encore,  d'après  ce  qui  précède, 

Remarquons  que  le  paramètre  ;;  de  la  parabole,  exprimant  la  distance 
du  foyer  à  la  directrice,  est  égal  à  Fordonnée  du  foyer.  On  donne  égale- 
ment le  nom  de  paramètre^  dans  Tellipse  et  dans  T hyperbole,  à  l'ordon- 
née du  foyer;  pour  avoir  sa  valeur  en  fonction  des  axes  a  et  b^  il  suffit 

c  Û^ 

de  multiplier  par  r  ou  -la  distance c  du  foyer  à  la  directrice,  ce  qui 

donne  -• 
a 


COMPLÉMENT  UB  LA  METBODB  DBS  POLAIRES  BÉCIPROQUBS. 

1154.  Nous  nous  proposons  dans  ce  paragraphe  de  compléter  et  de 
généraliser  la  théorie  que  nous  avons  exposée  aux  n^  3S5  et  suivants. 

Nous  nommerons  origine  le  centre  0  du  cercle  auxiliaire  par  rapport 
auquel  on  prend  les  pôles  et  les  polaires,  et  nous  désignerons  par  R  son 
rayon. 

La  polaire  réciproque  d^un  cercle  C  situé  d*une  manière  quelconque 
par  rapport  au  cercle  auxiliaire  0  est  une  conique  qui  a  pour  foyer  V ori- 
gine 0  et  pour  directrice  la  polaire  MM'  du  centre  C  du  cercle  proposé 
par  rapport  au  cercle  auxiliaire  {^fig*  696  ). 

Fîg.  595. 


En  effet,  désignons  par  p  le  rayon  du  cercle  proposé  G,  et  par  9  la  dis- 
tance OC  de  son  centre  à  Torigine.  TP  étant  une  tangente  quelconque 
du  cercle  C  et  Q  son  pôle  par  rapport  au  cercle  0,  on  a  (359,  a"*),  en 

désignant  par  QN  la  distance  du  point  Q  à  la  droite  MM', 

yN     CP  ~  p' 
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Le  rapport  desdistanees  du  poini  yariable  Qau  point  ûie  O  et  à  la  droite 
fixe  MM'  est  donc  oonstant. 

L'excentricité  -  de  la  cooique  obtenue  est  inférieure,   supérieure  ou 

égale  à  un,  saivant  que  9  est  inférieur,  supérieur  ou  égal  à  p.  Donc  la 
conique  est  une  ellipse  y  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  l*ori- 
gine  0  est  intérieure^  extérieure  au  cercle  proposé  C  ou  située  sur  la 
circonférence  de  ce  cercle. 

Cette  proposition,  combinée  avec  le  principe  du  n**  3I$8,  permet  de  dé- 
duire de  toute  propriété  du  cercle  une  propriété  focale  des  coniques. 

Comme  exemple,  transformons  la  propriété  de  l'angle  inscrit  :  V angle 
MAB,  formé  enjoignant  un  point  variable  d*une  circonférence  de  cercle 
à  deux  points  fixes  de  cette  circonférence^  est  constant  et  égal  à  la 
tnoitié  de  l'angle  au  centre  ACB  correspondant.  Au  cercle  "répondra  une 
conique  ayant  pour  foyer  Torigine  0  et  pour  directrice  la  polaire  7  du 
pointe  par  rapport  au  cercle  auxiliaire  0;  aux  points  A,  B,  M  répondront 
deux  tangentes  fixes  a  et  6,  et  une  tangente  variable  11  de  la  conique.  Les 
points  d'intersection  de  fx  et  a,  de  11  et  6,  de  7  et  a,  de  7  et  6,  seront  res- 
pectivement les  pôles  des  droites  MA,  MB,  CA,  CB,  et  par  suite,  en  vertu 
du  principe  du  n**  358,  on  aura  ce  théorème  :  V angle  sous  lequel  on  voit 
flufojrer  0  d^une  conique  la  portion  d'une  tangente  mobile  |x  comprise 
entre  deux  tangentes  fixes  a  et  6,  est  constant  et  égal  à  la  moitié  de 
l'angle  sous  lequel  oiî  voit  du  foyer  la  portion  de  la  directrice  7  comprise 
entre  les  deux  tangentes  fixes  a  et  p. 

Voici  d'autres  exemples  : 


Deux  tangentes  d'un  cercle  sont 
égalemeni  ÉHeHnées  sur  la  corde  des 
coMiacis, 


Le  Heu  du  sommet  d'an  angle  de 
grandeur  constante  circonscrit  à  un 
cercle  est  un  cercle  concentriquey 
et  la  corde  des  contacts  enveloppe 
un  cercle  aussi  concentrique» 


Si  une  corde  d^un  cercle  est  vue 
sous  un  angle  constant  d'un  point 


La  droite  qui  joint  le  foyer  d*  une 
conique  à  t  intersection  de  deux 
tangentes  divise  en  deux  parties 
égales  l'angle  sous  lequel  on  voit 
du  foyer  la  corde  des  contacts. 

Si  une  corde  d'une  section  coni^* 
que  est  vue  du  ftyer  sous  un  angle 
constant  y  cette  corde  enveloppe  une 
section  conique  ayant  même  feyer 
et  même  directrice  qéLû  la  proposée; 
le  point  de  concours  des  tangentes 
aux  extrémités  de  cette  corde  décrit 
une  section  conique  ayant  aussi 
même  foyer  et  même  directrice  que 
la  proposée. 

Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  constante  circonscrit  à  la 
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fixe  k  de  la  circonférence ^  cette 
corde  enveloppe  un  cercle  concen' 
trique. 

Les  projections  d'un  point  A 
ti'une  circonférence  de  cercle  sur 
les  côtés  dUm  triangle  inscrit  quel- 
conque sont  en  ligne  droite. 


parabole  est  une  conique  ayant  te 
même  foyer  et  la  même  directrice. 

Si  y  par  les  sommets  d'un  triangle 
circonscrit  à  une  parabole,  on  élève 
des  perpendiculaires  sur  les  droites 
qui  joignent  ces  sommets  au  foyer  F, 
les  trois  perpendiculaires  concourent 
en  un  même  point  I. 


Dans  les  deux  derniers  exemples,  on  a  pris  pour  origine  le  point  A  ;  ei 
comme  ce  point  est  sur  la  circonférence,  la  transformée  de  cette  circon- 
férence est  une  parabole.  Observons,  en  outre,  qu'en  vertu  du  dernier 
théorème  obtenu,  si  l'on  décrit  un  cercle  sur  FI  comme  diamètre^  ce 
cercle  passera  par  les  sommets  du  triangle  circonscrit;  de  là  cette  propo- 
sition :  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois  droites  fixes 
est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces  trois  droites, 

il 55.  La  polaire  réciproque  d'une  conique  C  par  rapport  à  un  cerclt^ 
auxiliaire  0  est  une  conique  C. 

En  effet,  la  conique  C  peut  être  considérée  (il25)  comme  Tenveloppe 
des  droites  mm'  qui  joignent  les  points  homologues  m  et  m'  de  deux 
divisions  homographiques  tracées  sur  deux  tangentes  fixes  L  et  L'.  Or. 
soient  \  V,  |ui,  les  pôles  des  tangentes  6xes  L  et  L'  et  de  la  tangente 
mobile  mm'  ;  les  droites  V?  ^V»  décriront  deux  faisceaux  homographiques. 
Car  les  droites  issues  de  X  répondant  anharmoniquement  aux  points  de 
la  division  L,  et  les  droites  issues  de  V  aux  points  de  la  division  L'  (1102), 
quatre  droites  quelconques  issues  de  >  auront  même  rapport  anharmo- 
nique  que  les  quatre  droites  homologues  issues  de  V,  attendu  que  quatre 
points  quelconques  de  la  division  L  ont  même  rapport  anharmonique  que 
les  quatre  points  homologues  de  L'.  Donc  le  lieu  des  points  fA  est  une 
conique  qui  passe  par  les  points  X  et  V  (1126,  2^]. 

A  chaque  propriété  des  coniques  en  répondra  dès  lors  une  autre  par 
la  méthode  des  polaires  réciproques. 

Voici  des  exemples  : 


Le  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  une  ellipse  ou  à 
une  hyperbole  est  un  cercle. 


Le  lieu  des  projections  d'un  foyer 


Venveloppe  des  cordes  d'une  co- 
nique, qui  sont  vues  sous  un  angle 
droit  d'un  point  fixe  du  plan  de  la 
conique,  est  une  autre  conique  dont 
ce  point  fixe  est  le  foyer. 

Si  par  chafjue  point  d'un  cercle 
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stir  les  tangentes  d'une  elifpse  ou 
d'une  hyperbole  est  un  cercle. 


on  élève  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  qui  joint  ce  point  À  un  point 
fixe^  V enveloppe  de  ces  perpendicu- 
laires est  une  conique  dont  ce  point 
fixe  est  le  foyer. 


1456.  Keportons-noas  au  théorème  du  n**36i.  Si,  sans  rien  changer  au 
raisonnement,  on  avait  pris  pour  origine  de  la  transformation  un  point 
quelconque  au  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère,  on 
aurait  obtenu  pour  théorème  corrélatif  : 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  une  conique,  le  produit  des  diS" 
tances  de  deux  sommets  opposes  à  une  tangente  quelconque  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  des  deux  autres  sommets 
à  la  même  tangente» 

Cette  dernière  proposition,  transformée  à  son  tour  par  la  méthode  des 
polaires  réciproques,  donne  alors  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  à  une  conique  y  le  produit  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  la  conique  à  deux  côtés  opposés  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  (lu  même  point  aux  deux 
autres  côtés. 

Ce  théorème  est  attribué  à  Pappus.  On  doit  remarquer  la  manière 
dont  nous  Tavons  obtenu  et  qui  consiste  dans  une  double  application  de 
la  méthode  des  polaires  réciproques. 

Les  explications  données  au  n®  361  permettront  au  lecteur  de  voir  lui- 
même  comment  ces  théorèmes  peuvent  se  généraliser  et  s*étendre  à  des 
polygones.  Nous  appellerons  ici,  au  contraire,  l'attention  sur  un  cas  par- 
ticulier :  Lorsque  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit  deviennent 
tangents  à  la  conique,  les  deux  autres  se  confondent  avec  la  corde  de 
contact,  et  le  théorème  de  Pappus  devient  le  suivant  :  Le  produit  des 
distances  d'un  point  quelconque  d'une  conique  aux  deux  côtés  d'un 
angle  circonscrit  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la  dis' 
tance  du  même  point  à  la  corde  de  contact.  Le  théorème  corrélatif 
s'énonce  :  Le  produit  des  distances  de  deux  points  fixes  d'une  conique  à 
une  tangente  variable  est  flans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la 
distance  de  V intersection  des  tangentes  aux  deux  points  fixes,  à  la  même 
tangente  variable;  il  résulte  immédiatement  de  la  propriété  des  quadri- 
latères circonscrits,  lorsque  Ton  suppose  que  deux  côtés  adjacents  du 
quadrilatère  viennent  se  confondre  avec  les  deux  autres. 

Ii57.  On  peut  généraliser  toute  cette  théorie  en  substituant  au  cercle 

auxiliaire,  par  rapport  auquel  on  prend  les  pôles,  une  conique  auxiliaire  : 

La  courbe  polaire   réciproque  d'une  conique   quelconque  par  rap» 
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port  à  une  conique  auxiliaire'  est  encore  une  conique,  La  démonstratiOD 
du  D^  ii55  s'applique  sans  modifications. 

La  méthode  ainsi  généralisée  ae  prèle  avec  la  même  facilité  à  ta  trans- 
formation des  propriétés  descriptives.  Mais  il  n*en  est  plus  de  même  pour 
les  propriétés  métriques,  et  quand  il  s'agit  de  transformer  de  telles  pro- 
priétés, il  convient  de  prendre  un  cercle  auxiliaire. 

i158.  Deux  courbes  polaires  réciproques  sont  telles,  que  chacmie 
d'elles  est  coupée  par  une  droite  quelconque  en  autant  de  points  (réels 
ou  imaginaires)  qu'on  peut  mener  de  tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  à 
l'autre  par  un  point  donné  quelconque.  On  nomme  classe  d'une  courbe 
algébrique  le  nombre  des  tangentes  réelles  ou  imaginaires  qu'on  peut 
mener  à  cette  courbe  d'un  point  quelconque.  D'après  cela,  on  peut 
énoncer  la  propriété  précédente  de  cette  manière  plus  concise  :  Quand 
deux  courbes  sont  polaires  réciproques,  V ordre  de  Vune  est  égal  à  la 
classe  de  Pauire, 

Les  coniques  sont  des  courbes  de  la  seconde  classe,  et,  inversement, 
touie  courbe  de  la  seconde  classe  est  une  conique. 

D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  au  n*  iiî$2  des  foyers  des 
courbes  planes  d'ordre  quelconque,  on  voit  qu'une  courbe  de  la  classe  n  pos» 
sède  n*  foyers,  puisque  l'on  peut  mener  à  cette  courbe  n  tangentes  de 
chacun  des  deux  points  cycliques,  et  que  ces  deux  faisceaux  de  n  droites 
ont  /}'  points  communs,  dont  n  seulement  sont  réels;  ce  sont  oeuxqui  sont 
fournis  par  la  rencontre  de  deux  tangentes  imaginaires  cx)njuguée6« 

Si  la  courbe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  le  point  de  contact  à 
l'infini  est  un  foyer  réel,  et  il  n'y  a  plus  que  n—i  foyers  réels  à  distance 
finie.  Quant  aux  foyers  imaginaires,  il  y  en  a  (t—  i)'— (/i~i),  outre 
les  deux  points  cycliques  qui,  par  conséquent,  tiennent  lieu  chacun  de 
n  —  I  foyers. 

GOaniS  BT  TANGSNTBS  COMMUNES  A  DEUX  CONIQUES. 

1159.  Deux  coniques  quelconques  ont  quatre  points  communs  {réels 
ou  imaginaires)» 

En  effet,  en  éliminant/'  entre  les  équations  du  second  degré  qui  repré- 
sentent les  deux  coniques,  on  obtient  une  équation  où  /  ne  figure  qu'au 
premier  degré  et  que  nous  désignerons  par  (y);  puis,  en  substituant  cette 
valeur  de  j  dans  l'une  des  deux  équations  primitives,  on  trouve  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  en  or,  que  nous  désignerons  par  (or),  et  dont  les 
racines  sont  les  abscisses  de  points  communs  aux  deux  courbes.  Si 
l'équation  (x)  a  ses  quatre  racines  réelles,  l'équation  {y)  donne  pour 
chacune  de  ces  valeurs  de  x  une  valeur  réelle  de/;  et,  par  suite,  les  deux 
coniques  ont  quatre  points  communs  réels.  — Si  l'équation  (x)  a  deux 
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racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires  (conjoguées),  Téquation  {x) 
donne  poar  /  deux  yalenrs  réelles  et  deux  valeurs  imaginaires  (  conju- 
guées) ;  et,  par  suite,  les  deux  coniques  ont  deux  points  communs  réels  et 
deux  points  communs  imaginaires  (conjugués).  -—Enfin» si  l'équation  (x) 
a  ses  quatre  racines  imaginaires  (conjuguées  deux  à  deux),  Téquation  (jr) 
donne  pour /  quatre  valeurs  imaginaires  (conjuguées  deux  à  deux);  et, 
par  suite,  les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  imaginaires 
(conjugués  deux  à  deux). 

1160.  Deux  coniques  quelconques  ont  toujours  un  ou  trois  systèmes  de 
deux  cordes  communes  réelles» 

Il  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

i"*  Les  deuxconiques  ont  quatre  points  communs  réels^,6,c,c/(/fj^.596); 
les  trois  couples  ab  et  cd^  ac  et  bd,  ad  et  bc^  de  cordes  communes  sont 
alors  réels.  De  plus,  en  désignant  par  p  le  point  d'intersection  deab  et  de 
cd,  par  q  celui  de  ac  et  de  bd  et  par  r  celui  de  ad  et  de  bc,  on  voit  que 
chacun  des  sommets  du  triangle  pqresi  le  pèle  du  côté  opposé  par  rap- 
port à  toutes  les  coniques  passant  par  les  quatre  points  a,  by  c,  d. 

Pig.  596. 


2^  Les  deux  coniques  ont  deux  points  communs  réels  a  et  6  et  deux 
points  communs  imaginaires  conjugués  r  et  c/.  La  corde  commune  ab  est 
alors  réelle;  il  est  aisé  de  voir  que  cd  Test  aussi  :  car,  soient  x'  et  y  les 
coordonnées  du  point  c,  etx',  y  les  coordonnées  du  point  d^  Téquation 


4i^  gAokétaib  dans  l'espagi. 

représente  la  droite  cd,  puisqu'elle  est  du  premier  degré  et  qa'^le  est 
satisfaite  pour  x—x' et  j=y,  ainsi  que  pour  x^x^eix~y\  or,  si 

l'on  remplace  x'  et  x*  par  deux  imaginaires  conjuguées  m-T-n^^^\^ 

m  —  n  y/^i  5    et  y  et  y  par  deux   autres  imaginaires   conjugua 

m!  -r-  n!  /—  1 9  m'—n'  yj  —  1 ,  on  trouve 

équation  où  les  imaginaires  ont  disparu.  Les  autres  cordes  communes  or 
et  bd^  ad  et  bc  sont  imaginaires;  car  si,  par  exemple,  ac  était  réelle,  le 
point  c,  intersection  des  droites  réelles  ac  et  cd^  serait  réel,  ce  qui  est 
contre  Thypolhèse.  Quant  au  triangle  pqr,  il  n'a  qu'un  sommet  réel/?; 
car  si  ^,  par  exemple,  était  réel,  la  droite  ac  qui  joindrait  les  deux  points 
réels  a  et  7  serait  réelle,  ce  qui  est  impossible,  comme  nous  venons  de 
1.6  voir.  Il  faut  remarquer  toutefois  que  7  et  r  sont  des  points  imaginaires 
conjugués  et,  par  suite,  que  la  droite  qr  est  réelle. 

3**  Les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  imaginaires  conju- 
gués deux  à  deux  a  et  ^,  c  et  d.  Alors  les  droites  ab  et  cd  sont  réelles, 
puisque  chacune  d'elles  unit  deux  points  imaginaires  conjugués;  on  voit 
d'ailleurs,  en  raisonnant  comme  dans  l'alinéa  qui  précède,  que  les  autres 
cordes  communes  sont  imaginaires.  Le  triangle  pqr  a  ses  trois  sommets 
réels  :  cela  est  évident  pour  le  point  />,  mais  il  importe  de  démontrer  net- 
tement la  réalité  des  points  q  et  r.  Considérons,  par  exemple,  le  point  y, 
intersection  des  deux  droites  ac  et  bd^  et  soient  x'  et  y  les  coordonnées 
de  a,  X*  et  y'  celles  de  c,  x,  et  7-,  celles  de  b^  x,  et  y^  celles  de  d.  Les 
droites  ac  et  bd  ont  respectivement  pour  équations 


X  —  t'__x—y' 

et 

'-•^i  __r~r.. 

x"— x'    y— y 

•^»    -c.    y\    Xi' 

or,  si  Ton  résout  ces  équations  du  premier  degré  par  rapport  à  x  et  à  / 
afin  d'avoir  les  coordonnées  du  point  commun  </,  on  constate  sans  diffi- 
culté que  les  expressions  de  ces  coordonnées  ne  renferment  plus  d'ima- 
ginaires, si  l'on  remplace  respectivement  x'  et  a?,,  y  et^,,  x'  et  x„  f 
^^  Xyi  P^r  d®8  imaginaires  conjuguées. 

Dans  ce  numéro  et  dans  le  précédent,  nous  avons  fait  de  légers  em- 
prunts à  l'Analyse.  Cela  nous  a  permis  d'éviter  de  longs  détours  et  de 
fixer  d'une  manière  nette  le  sens  des  propositions. 

En  transformant  par  la  méthode  des  polaires  réciproques  les  deus 
théorèmes  qui  précèdent,  on  voit  que  : 

Deux  coniqites  quelconques  ont  quatre  tangentes  communes  [réelles 
ou  imaginaires)  (fig,  597). 

Deux  coniques  quelconques  ont  toujours  un  ou  trois  systèmes  de  deux 
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ombiUcs  réels  (on  donne  le  nom  A' ombilic  à  tout  point  d'intersection  de 
deux  tangentes  communes). 

Si  le$  quatre  côtés  A,  B,  G,  D,  du  quadrilatère  circonscrit  sont  réels, 
les  trois  couples  (A,  B)  et  (C,  D),  (A,  C)  et  (B,  D),  (A,  D)  et  (C,  D) 
d*ombilics  sont  réels,  ainsi  que  les  diagonales  P,  R,  du  quadrilatère  et  la 
droite  Q,  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Fig.  597. 


(i.dKC 


Si  le  quadrilatère  circonscrit  a  deux  côtés  réels  A  et  C,  et  deux  ima- 
ginaires C  et  D,  les  ombilics  (  A,  B]  et  (C,  D)  sont  seuls  réels,  et  des  trois 
droites  P,  Q,  R,  la  droite  P  est  seule  réelle;  le  point  d'intersection  de 
Q  et  de  R  est  aussi  réel. 

Enfin,  si  les  quatre  côtés  sont  imaginaires  conjugués  A  et  B,  C  et  D, 
les  ombilics  (A,  B),  (C,  D),  sont  seuls  réels,  et  les  trois  droites  P,  Q,  R, 
sont  réelles. 

ii61.  On  Tiommepôle  ^ou^/iff  tout  point  du  plan  de  deux  coniques  qui 
a  la  même  polaire  par  rapport  à  ces  deux  courbes.  Nous  avons  vu  (1160] 
que  les  points  p^  7,  r,  communs  aux  trois  couples  de  cordes  communes 
des  deux  coniques  considérées,  étaient  des  pôles  doubles  [fig,  696). 

Réciproquement,  tout  /JÔie  double  est  l'intersection  de  deux  cordes 
rom/iia/7e^.  En  effet,  soient /?,  un  pôle  double;  a,  ^,  c,  d^  les  quatre  points 
réels  ou  imaginaires  communs  aux  deux  coniques,  et  a,  a',  les  points  où 
la  droite  p^a  rencontre  les  deux  coniques.  Le  point  y»,  devant  avoir 
même  conjugué  harmonique  par  rapport  aux  deux  segments  17a,  aa'^  il 
faut  que  a  et  a'  coïncident,  c'est-à-dire  se  confondent  avec  l'un  des  points 
c,  6,  {l,  avec  c,  par  exemple.  Ainsi,  le  point  ;?,  est  sur  la  corde  commune 
/7c,  et  l'on  peut  voir  de  même  qu'il  est  sur  bd\  il  est  donc  à  l'intersection 
de  deux  cordes  communes. 
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Lm  trois  seuls  pôles  doubles  sont  donc  les  sommets  du  triangle  /»,  ç,  r, 
dont  l'un  est  toujours  réel.  Chacun  de  ces  pôles  est  d^ailleurs  le  centre 
du  faisceau  harmonique  formé  par  les  deux  côtés  du  triangle  et  les  deux 
cordes  communes  qui  passent  par  ce  point. 

On  nomme  polaire  double  toute  droite  qui  a  le  même  pôle  par  rapport 
aux  deux  coniques.  Toute  polaire  double  est  la  polaire  d*un  pôle  double, 
et  réciproquement  ;  il  n*y  a  donc  que  trois  polaires  doubles,  dont  une 
toujours  réelle  :  ce  sont  les  côtés  du  triangle  pqr,  auquel  on  donne  le  nom 
de  triangle  auiopolaire  commun  aux  deux  coniques. 

Les  diagonales  P,  Q,  R,  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes 
communes  aux  deux  coniques  (Jig.  697),  c'est-à-dire  les  droites  qui  por- 
tent les  trois  couples  d*ombilics,  sont  évidemment  des  polaires  doubles: 
elles  ne  diffèrent  donc  pas  des  côtés  du  triangle  pqr.  En  outre,  il  résulte 
immédiatement  de  la  construction  de  la  polaire  d'un  point  par  rapporta 
deux  droites,  que  les  deux  ombilics  et  les  deux  pôles  doubles  qui  sont  sur 
le  même  côté  du  triangle /7ç^r  forment  un  système  harmonique. 

Ii62.  Si  deux  points  pris  sur  une  corde  communie  sont  conjugués  par 
rapport  à  Vune  des  coniques,  ils  le  sont  aussi  par  rapport  à  l'autre.  Car, 
puisqu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  la  première  conique,  ils  divisent 
barmoniquement  la  corde  commune,  et  par  suite  ils  sont  conjugués  par 
rapport  à  la  seconde  conique. 

Réciproquement,  si,  sur  une  droite  située  dans  le  plan  de  deux  coniques, 
il  existe  deux  couples  de  points  a  et  af^  b  et  b\  tels  que  les  deux  points 
d'an  même  couple  soient  conjugués  à  la  fois  par  rapport  aux  deux  ctMii- 
queSy  cette  droite  est  une  corde  commune  aux  deux  coniques.  Car  les 
points  de  chacune  des  deux  coniques  situés  sur  la  droite  senties  deux 
points  réels  ou  imaginaires  qui  divisent  barmoniquement  le  segment  aa' 
et  le  segment  bb'. 

Les  propositions  corrélatives  s'énoncent  de  la  manière  suivante  : 

•Si  deux  droites  issues  d'un  ombilic  sont  conjuguées  par  rapport  à  Vunc 
des  coniques,  elles  le  sont  aussi  par  rapport  à  l'autre. 

Si  par  un  point  du  plan  de  deux  coniques  passent  deux  couples  de 
droites  A  et  A',  B  et  B',  situées  dans  ce  plan  et  telles  que  les  deux  droites 
de  chaque  couple  soient  conjuguées  par  rapport  aux  deux  coniques,  ce 
point  est  un  ombilic. 

ooNiQUBs  ancoNsc&rrBS  ou  iNscnrrBs  ▲  im  ouADBiLATàEi. 

i163.  Quand  plusieurs  coniques  ont  quatre  points  communs  {réels  ou 
imaginaires) ,  il  existe  sur  une  droite  quelconque  de  leur  plan  deux 
points  conjugués  par  rapport  à  toutes  ces  coniquesm  Qur  les  segments 


ioterceptéft  sur  la  droite  |>ar  les  ditenes  coniques  forment  une  in  solu- 
tion (1162)  ;  les  points  doubles  (réels  oa  imaginaires)  de  cette  involution 
divisent  harmoniquement  chacun  de  ces  segments  et,  par  suite,  sont 
conjugués  par  rapport  à  chacune  des  coniques. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  est  à  rinûni,  on  a  ce  théorème  : 
Toutes  les  coniques  passant  par  quatre  points  donnés  ont  un  système 
{réel  ou  imaginaire)  de  diamètres  conjugués  parallèles  entre  eux. 

Le  théorème  corrélatif  sur  les  coniques  tangentes  à  quatre  droites 
8*énonce  :  Quand  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  quadri^ 
latère  (  réel  ou  imaginaire)^  il  passe  par  chaque  point  de  leur  plan  deux 
étroites  {réelles  ou  imaginaires)  qui  sont  conjuguées  par  rapport  à  toutes 
ces  coniques, 

li64.  Quand  plusieurs  coniques  ont  quatre  points  communs  {réels  ou 
imaginaires),  les  polaires  d*un  point  fixe  quelconque  P  de  leur  plan  par 
rapport  à  ces  courbes  passent  par  un  même  point  (Lamé,  Examen  des 
différentes  méthodes . . . ,  1 8 1 8  ) . 

Soit  P'  le  point  commun  aux  polaires  ^e  P  par  rapport  à  deux  Â  et  B 
des  coniques  considérées  ;  les  points  P  et  P"  sont  conjugués  par  rapport 
à  A  et  B  et,  par  suite,  d*aprô8  le  théorème  précédent,  par  rapport  à  toute 
conique  C  du  groupe;  donc  le  point  P'  est  sur  la  polaire  de  P  par  rapport 
à  la  conique  C. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  P  est  à  l'infini,  on  a  cette  proposi- 
tion :  Quand  plusieurs  coniques  passent  par  quatre  points  donnés  y  les 
diamètres  de  ces  courbes,  conjugués  à  une  même  direction,  passent  par 
un  même  point. 

Les  théorèmes  corrélatifs  s*énoncent  : 

Quand  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  quadrilatère, 
les  pôles  d'une  droite  quelconque  de  leur  plan  par  rapport  à  ces  courbes 
sont  en  ligné"  droite. 

Les  centres  des  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  sont  en  ligne 
droite  (Newton,  Principes, . .). 

116S.  Les  bissectrices  de  tout  système  de  deux  cordes  communes  à  un 
cercle  et  à  une  conique  sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique. 

En  effet,  si  par  le  point  commun  aux  denx  cordes  G  et  C  on  mène  des 
pandlèles  L  et  L'aux  axes  de  la  conique,  les  droites  L  et  L'  sont  évidem- 
ment  parallèles  au  système  des  <Mamètres  conjugués  qui  sont  communs  en 
direction  au  cerde  et  à  la  conique  (  1139)  ;  ces  deux  droites  rencontrent 
donc  la  droite  è  Tinfini  en  deux  points  conjugués  à  la  fois  par  rapport  aux 
deux  CMirbes,  et  par  suite  aussi  oonjugnés  par  rapport  aux  cordes  com- 
muaes  C  et  C;  donc  L  et  L  sont  otn^uffèes  harmoniques  par  rapport  à  C 
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et  à  C,  et,  comme  elles  sont  rectangulaires,  elles  divisent  en  deux  parties 
égales  les  angles  formés  par  ces  cordes. 

n  résulte  de  là  que,  pour  que  deux  coniques  se  coupent  en  quatre 
points  situés  sur  un  même  cercie,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  axes  soient 
parallèles  ou  perpendiculaires. 

Lorsque  trois  des  quatre  points  communs  à  un  cercle  et  à  une  conique 
se  réunissent  en  un  seul  M,  on  dit  que  le  cercle  est  oscu/ateur  de  la  co- 
nique au  point  M.  La  tangente  en  M  et  la  corde  MN  qui  joint  le  point  de 
contact  M  au  point  de  section  N  des  deux  courbes  sont  alors,  d'après  le 
théorème  précédent,  également  inclinées  sur  un  quelconque  des  axes  de 
la  conique.  Cette  propriété  permet  de  déterminer  le  point  N^et,  par  suite, 
le  cercle  osculateur  en  un  point  donné  M  d'une  conique. 

CONIQUES   HOMOLOGIQUBS. 

11 66.  La  figure  homologique  d'un  cercle,  lorsqu^on  prend  le  centre  du 
cercle  pour  centre  d'/tomologie,  est  une  conique  qui  a  ce  centre  pour 
foyer;  car  si,  dans  l'avanUlernière  formule  du  n^730,  Om'  est  constant, 

il  en  est  de  même  du  rapport  — r]  par  suite,  le  rapport  des  distances 

d'un  point  quelconque  m  de  la  figure  cherchée  au  point  fixe  0  et  à  la 
droite  fixe  I  est  constant. 

Par  suite,  une  conique  étant  donnée,  on  voit  qu'il  faut  placer  le  centre 
d'homologie  0  à  l'un  des  foyers,  pour  que  la  figure  homologique  soit  un 
cercle  de  centre  0. 

C'est  cette  propriété  que  M.  Chasles  prend  pour  définition  des  foyers 
dans  son  Traité  des  Sections  coniques,  La  marche  que  nous  avons  suivie 
(n**  1145  et  suivants]  est  à  la  fois  plus  directe  et  plus  simple. 

1167.  La  figure  homologique  d'une  conique  C  est  une  conique  C. 

En  effet,  P  et  Q  étant  deux  points  fixes  pris  arbitrairement  sur  la 
conique  donnée  C,  et  m  un  point  variable  de  cette  conique,  les  droites 
P/72,  Qin,  engendrent  deux  faisceaux  homographiques  (1125).  Or  si  F, 
Q',  m\  sont  les  homologues  de  P,  Q,  m,  le  faisceau  engendré  par  P'm' 
tournant  autour  du  point  fixe  P'  sera  homographique  du  faisceau  en- 
gendré par  Vm  (731);  de  même,  le  faisceau  décrit  par  Q'm'  sera 
homographique  du  faisceau  décrit  par  Qm,  Donc,  les  faisceaux  engendrés 
par  P'/7i'  et  Q'm'  sont  homographiques,  et  (1125)  le  lieu  du  point  /i/  est 
une  conique.  —  ji  un  point  p  et  à  sa  polaire  L  relatifs  à  la  première 
conique  C,  répondent  dans  la  seconde  conique  un  point  p  et  sa  polaire  L'. 
Car  aux  quatre  points  harmoniques  p^  a,  q^  b,  situés  sur  une  transversale 
issue  du  point  p,  et  qui  coupe  la  conique  C  en  a  et  6  et  la  polaire  L  en 
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7,  répondent  quatre  points /?',  d^  7',  b\  qui  sont  aussi  harmoniques  (731). 
On  voit  par  là  qu*à  deux  points  ou  à  deux  droites  conjuguées  relative^ 
ment  à  la  conique  G  répondent  deux  points  ou  deux  droites  conjuguées 
relativement  à  la  conique  C.  —  Vaxe  d*homologie  XX'  est  une  corde 
commune  aux  deux  coniques  G  «/  C.  En  effet,  les  points  communs  à  la 
conique  G  et  à  Taxe  XX' sont  les  points  doubles  des  deux  divisions  homo- 
graphiques  tracées  sur  XX'  par  les  faisceaux  générateurs  P m  et  Q  m  de 
cette  conique.  De  môme,  les  points  communs  à  la  conique  G'  et  à  XX'  sont 
les  points  doubles  des  deux  divisions  tracées  sur  XX'  par  les  faisceaux 
Vm'  et  Çi'm'\  mais  les  rayons  homologues  des  faisceaux  P  et  P'  se  cou- 
pent sur  Taxe  XX',  aussi  bien  que  les  rayons  homologues  des  faisceaux 
Q  et  Q'.  Donc  les  points  doubles  senties  mêmes  pour  les  deux  divisions. 
—  Enfin  on  voit,  soit  par  un  raisonnement  corrélatif  du  précédent,  soit 
en  appliquant  à  la  propriété  précédente  la  transformation  par  polaires 
réciproques,  que  le  centre  d^homobgie  S  est  un  ombilic  des  deux  co» 
niques. 

1168.  Réciproquement,  deux  coniques  quelconques  G  et  G'  sont  deux 
figures  homologiques  dans  lesquelles  Vaxe  d^omologie  est  une  corde 
commune  et  le  centre  d'homologie  un  ombilic  correspondant  à  cette  corde, 
Gonsidérons  le  triangle  pqr^  dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  op- 
posé par  rapport  aux  deux  coniques  (fig,  596);  par  chaque  sommet  pas- 
sent deux  cordes  communes,  et  sur  chaque  côté  sont  situés  deux  om- 
bilics ;  nous  appelons  ombilics  correspontlant  à  une  corde  commune  les 
deux  ombilics  placés  sur  le  côté  du  triangle  pqr  opposé  au  sommet  qui 
est  situé  sur  la  corde  commune  considérée.  Gela  étant,  soient  XX'  une 
corde  commune  aux  deux  coniques  proposées,  qui  les  coupe  en  e  et  /,  et  S 
Tun  des  deux  ombilics  correspondants  ;  a  étant  un  point  quelconque  de 
la  conique  G,  la  droite  Sa  rencontre  la  conique  G'  en  deux  points  :  dési- 
gnons par  a'  celui  de  ces  deux  points  qui,  lorsque  la  sécante  S^  tourne 
autour  de  S,  vient  se  réunir  avec  a  au  point  e.  Si,  en  prenant  S  pour 
centre  d*homo1ogie,  XX'  pour  axe  et  (/?,  a')  pour  un  couple  de  points 
homologues,  on  construit  la  figure  homologique  de  G,  on  trouve  une 
conique  G,  qui,  ayant  en  commun  avec  la  conique  G'  les  points  a\  e,  /,  et 
les  deux  tangentes  issues  de  S,  ne  diffère  pas  de  la  conique  G'.  Donc  G  et 
G'  sont  homologiques. 

Il  faut  cependant,  d'après  la  démonstration  même,  que  les  deux  coni- 
ques soient  placées  de  telle  façon,  que  toute  transversale  issue  de  l'om- 
bilic S  rencontre  les  deux  courbes  en  des  points  qui  soient  à  la  fois  réels 
ou  à  la  fois  imaginaires  pour  les  deux  coniques. 

De  plus,  comme  il  peut  y  avoir  six  cordes  communes,  et  qu'à  chacune 
d'elles  répondent  deux  ombilics,  on  voit  que  deux  coniques  peuvent  être 
/lomologiques  de  douze  manières  différentes. 
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Parmi  les  nombreux  corollaires  de  celte  réciproque,  nous  citerons  les 
deux  suivants  : 

Lorsque  deux  coniques  se  touchent  en  un  point  Â  et  se  coupent  en  deux 
autres  points  B  et  C  réels  ou  imaginaires,  le  point  Â  est  un  centre  d'ho- 
mologie,  et  la  corde  commune  BC,  qui  est  toujours  réelle,  est  Taxe  d'homo- 
logie  correspondant. 

Lorsque  deux  coniquesontunfoyer  commun,  le  foyer  est  un  centre  d'ho- 
mologie,  puisqu'il  est  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  communes 
imaginaires  (H5â). 

ilG9.  Voici  quelques  applications  de  la  théorie  de  l'homologie  aux 
coniques  : 

I*  Considérons  une  conique* C  et  un  cercle  C  ayant  un  foyer  F  de  la 
conique  pour  centre.  Ces  deux  courbes  sont  homologiques,  et  F  est  le 
centre  d'homologie.  Si  un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  F 
comme  sommet,  la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  cercle  enveloppe  un 
cercle  concentrique  au  premier;  donc  la  corde  interceptée  dans  laconique 
enveloppe  une  seconde  conique  C.  D'ailleurs,  deux  cercles  concen- 
triques ont  un  double  coiitact  sur  la  droite  de  Tinfini;  donc,  les  coniques 
C  et  C  ont  un  double  contact  (imaginaire)  sur  la  directrice  correspon- 
dant au  foyer  F,  attendu  que  cette  directrice,  étant  la  polaire  du  foyer, 
correspond  à  la  droite  de  l'inûni  dans  le  cercle^  laquelle  est  la  polaire  da 
centre.  Ainsi>  lorsqu^un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  du 
foyer  d'une  conique  comme  sommet,  la  corde  qiûil  intercepte  dans  la 
conique  enveloppe  une  nouvelle  conique  doublement  tangente  à  la  pro» 
posée  sur  la  directrice  relative  au  foyer  considéré. 

2°  Soient  une  conique  C  et  un  cercle  C  tangent  en  S  à  cette  conique.  Ces 
deux  courbes  sont  homologiques,  et  S  est  le  centre  d'homologie.  Si  un 
angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  S  comme  sommet,  la  corde 
interceptée  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  Donc,  la  corde 
interceptée  dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  C  double* 
ment  tangente  à  la  première,  suivant  la  parallèle  à  l'axe  d'homologie  qui 
répond  à  l'infini  du  cercle.  Ainsi,  lorsqu'un  angle  de  grandeur  constante 
tourne  autour  d'un  point  d'une  conique  comme  sommet^  la  corde  inter^ 
ceptée  dans  la  conique  enveloppe  une  autre  conique  qw  a  un  double  con^ 
tact  avec  la  première. 

En  particulier,  si  l'angle  est  droit,  la  corde  interceptée  dans  le  cercle 
passe  par  le  centre  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  par  un  point  fixe  situé  sur 
la  normale  commune  aux  courbes  C  et  C  au  point  S.  Donc,  quand  un 
angle  droit  pivote  autour  d'un  point  S  d'tme  conique  comme  sommet,  ia 
corde  interceptée  dans  la  conique  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la 
normale  en  S  à  la  conique.  C'est  le  théorème  de  Frégier,  que  nous  avons 
démontré  déjà  directement  au  n'  1134. 
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3°  La  transformation  homologique  permet  de  ramener  les  questions 
graphiques  relatives  aux  coniques  à  de  simples  questions  du  même  genre 
relatives  au  cercle.  Tout  consiste  à  tracer  dans  le  plan  de  la  conique  un 
cercle  et  à  déterminer,  d'après  les  conditions  qui  définissent  la  conique, 
le  centre  et  Taxe  d'homologie  de  la  conique  et  du  cercle.  On  aura  alors 
tout  ce  qu'il  faut  pour  résoudre,  sans  peine  et  à  l'aide  de  la  règle  seule, 
les  diverses  questions  graphiques  relatives  à  la  conique. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  de  déterminer  le  centre  et  les 
axes  d'une  conique  donnée  par  quatre  points  0,  a,  b^  c,  et  par  la  tan- 
gente 0/  au  point  0. 

On  tracetaun  cercle  quelconque  tangent  en  0  à  la  droite  0  /  ;  ce  cercle 
sera  homologique  de  la  conique  par  rapport  au  centre  d'homologie  0.  En 
joignant  le  point  0  aux  points  a,  6,  c,  on  aura,  par  les  intersections 
des  droites  Oa,  06,  Oc,  avec  le  cercle,  les  points  a',  b\  c\  homologues 
de  a.  hy  c.  On  se  trouvera  alors  dans  les  conditions  du  n°729  (i^),  et 
l'on  saura  trouver  le  point  de  la  figure  F  qui  répond  à  un  point  pris  à 
/  volonté  dans  la  figure  F',  ce  qui  permettrait  de  tracer  la  conique  par 
points.  On  déterminera  la  droite  limite  J'  de  la  figure  F';  cette  droite 
pourra  rencontrer  le  cercle  en  deux  points  js'j  /^  ou  le  toucher  en  un 
seul  point  z\  ou  être  extérieur  à  ce  cercle. 

Dans  le  premier  cas,  la  conique  aura  deux  points  à  l'infini,  placés  sur 
Ox'  et  0/;  ce  sera  donc  une  hyperbole,  dont  on  aura  les  asymptotes  en 
cherchant  |les  homologues  des  droites  p'x\  p'/,  qui  touchent  le  cercle 
aux  points  x'  et  y. 

Dans  le  deuxième  cas,  la  conique  n'aura  qu'un  point  à  l'infini  situé 
sur  Oz'  ;  ce  sera  une  parabole  dont  l'axe,  d'ailleurs  parallèle  à  0^',  s'ob- 
tiendra en  prenant  la  polaire  du  point  situé  à  l'infini  sur  la  direction 
perpendiculaire  à  Oz'. 

Dans  le  troisième  cas,  la  conique  n'ayant  aucun  point  à  l'infini  sera  une 
ellipse,  dont  on  aura  le  centre  en  prenant  l'homologue  p  du  pôle  p'  de  J' 
par  rapport  au  cercle. 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  axes  sont  parallèles  aux  bissectrices 
des  droites  Oaf  et  0/  qui  sont  les  directions  asymptotiques.  Mais  on 
peut  obtenir  ces  parallèles  aux  axes,  sans  faire  intervenir  les  droites  Ox' 
et  Oy,  de  manière  à  avoir  une  construction  qui  s'applique  au  cas  de 
l'ellipse,  dans  lequel  Ox'  et  Oy  sont  imaginaires*  Il  suffit  de  tracer  le 
diamètre  du  cercle  qui  passe  par  le  point  p';  les  directions  demandées 
seront  celles  des  droites  qui  joignent  le  point  0  aux  extrémités  de  ce 
diamètre. 

CONIQUES  HOMOTHÀTIQUES. 

1170.  On  sait  que  deux  figures  homothétiques  ne  sont  autre  chose 
que  deux  figures  homologiques  dont  Paxe  d'homologie  est  à  l'infini  (732). 
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11  suit  de  là  et  des  propriétés  démontrées  au  n""  1167  que  la  figure 
homotliétique  d'une  conique  est  une  conique  y  et  que  deux  coniques  homo» 
thétiques  ont  une  corde  commune  à  l'infini»  Réciproquement, /orr^ic^ 
la  droite  de  V infini  est  une  corde  commune  à  deux  coniques  C  ei  C,  ces 
courbes  sont  homot/tétiques.  En  effet,  si  deux  points  de  la  droite  de  l'in- 
fini sont  conjugués  par  rapport  à  Tune  des  coniques,  ils  sont  conjugués 
par  rapport  à  l'autre;  par  suite,  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
do  la  courbe  C  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  courbe  C 
Cela  posé,  soient  AB  et  A' 6'  deux  diamètres  parallèles  des  coniques  C 
et  C;  M  étant  un  point  quelconque  de  C,  AM  et  BM  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  C,  et  par  suite  les  parallèles  Â'M'  et  B'M' 
à  AM  et  à  BM  se  coupent  en  un  point  M'  de  la  conique  C,  Or  (368  ),  les 
points  M  et  M'  ainsi  déterminés  décrivent  deux  figures  homothétiques 

AB 

dont  le  rapport  de  similitude  est  piw* 

Il  résulte  de  là  que  toute  conique  passant  par  les  ileux  points  cycliques 
de  son  plan  est  un  cercle^  car,  ayant  une  corde  commune  avec  un  cercle 
quelconque  de  ce  plan,  elle  est  homothétique  à  c«  cercle. 

1171.  Deux  coniques  homothétiques  et  concentriques  ont  un  double 
contact  sur  la  droite  de  V infini.  En  effet,  soient  s  et  f  les  points  com- 
muns aux  deux  coniques  et  à  la  droite  de  l'infini.  Les  tangentes  en  s  et  » 
à  la  première  conique  doivent  passer  par  le  pôle  de  s^ ,  c'est-à-dire  par 
le  centre  0  de  cette  conique  ;  de  même,  les  tangentes  en  s  et  7  à  la 
deuxième  conique  doivent  passer  par  0  ;  donc  les  deux  coniques  ont  les 
mêmes  tangentes  en  c  et  ?.  Réciproquement,  deux  coniques  qui  ont  un 
double  contact  sur  la  droite  île  V infini  sont  liomothétiques  et  concen- 
triques;  car  d'abord  elles  sont  homothétiques,  puisque  la  droite  de  Tin- 
fini  est  une  corde  commune,  et,  d'autre  part,  le  centre  de  chacune  d'elles 
doit  être  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini,  qui  est  le  même  pour  les  deux 
coniques,  puisque  c'est  le  point  de  concours  des  tangentes  communes 
en  c  et  7. 

1 1 72.  Deux  figures  semblables  ne  diffèrent  en  définitive  que  par  l'échelle 
à  laquelle  elles  sont  construites,  de  sorte  qu'un  simple  changement  d'é- 
ehelle  les  rendrait  égales.  Donc,  pour  trouver  les  conditions  de  simili- 
tude de  deux  courbes  de  même  espèce,  il  suffit  de  distinguer,  d'après 
la  définition  des  courbes  de  cette  espèce,  les  données  distinctes  et  indé- 
pendantes relatives  à  la  forme,  des  données  relatives  à  la  position.  Par 
exemple,  si  la  connaissance  d'une  seule  grandeur  suffit  pour  déterminer 
la  forme  d'une  courbe  d'une  certaine  espèce,  toutes  les  courbes  de  cette 
espèce  sont  semblables,  car  un  simple  changement  d'échelle  permet 
de  les  faire  coïncider.  Ainsi  tous  les  cercles  sont  semblables,  toutes  les 
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paraboles  sont  semblablei.  Si  la  forme  de  la  courbe  dépend  de  plusieurs 
données  distinctes  et  indépendantes,  il  faut  que  les  données  angulaires 
homologues  soient  égales  et  les  données  linéaires  homologues  proportion- 
nelles ;  car,  le  changement  d'échelle  ne  permettant  de  rendre  égaux  que 
deux  éléments  linéaires  homologues,  l'égalité  des  autres  éléments  linéaires 
homologues  doit  résulter  de  celle  des  deux  premiers.  C'est  ainsi  que  la 
similitude  de  deux  ellipses  ou  de  deux  hyperboles  consiste  dans  la  pro- 
portionnalité de  leurs  axes. 

Quand  deux  paraboles  ont  leurs  axes  parallèles,  elles  sont  homothé^ 
tiques;  elles  touchent  la  droite  de  rinfini  au  même  point  :  c'est  le  point 
situé  sur  leurs  axes  parallèles. 

MÉTHODE  FONDÉE  SUR  LA  PROJECTION  CONIQUE. 

ii73.  Nous  avons  dit  que  c'était  surtout  à  propos  des  coniques  qu'ap- 
paraîtrait  la  portée  de  celte  méthode,  dont  nous  avons  exposé  les  pre- 
miers principes  aux  n~  725,  726  et  727. 

Voici  un  premier  exemple  important  par  lui-même  et  par  la  facilité 
avec  laquelle  la  méthode  s'y  applique  : 

Un  triangle  ABC  étant  tracé  dans  le  plan  d'une  conique  qui  .ren- 
contre ses  côtés  consécutifs  AB,BC,  CÂ,  en  trois  couples  de  points  (c,  c'), 
(«,«'),  (^,  ^'),  les  segments  que  ces  points  forment  sur  les  côtés  ont 
entre  eux  la  relation 

kb.kb'    C«.Ca'    Br.Bc^_ 
Ci.C^'*B^.B«'*Ac.Ac'"~*' 

En  effet,  cette  relation  est  projective,  car,  lorsqu'on  a  chassé  le  déno- 
minateur, on  voit  qu'elle  satisfait  aux  conditions  prescrites  dans  le  n^  7i7. 
D'ailleurs,  elle  est  évidente  sur  le  cercle,  à  cause  de  la  propriété  des  se* 
cantes  ;  donc  elle  convient  à  une  section  conique  quelconque,  puisqu'une 
telle  courbe  peut  toujours  être  projetée  suivant  un  cercle. 

Ce  théorème,  dû  à  Carnet  (  Géométrie  de  position,  p.  437)>  ^t  la  gêné* 

ralisation  de  celui  de  Ménélaiis  (309).  11  a  de  nombreuses  conséquences. 

Par  exemple,  si  le  sommet  B  du  triangle  ABC  est  à  l'infini,  la  relation 

précédente  devient 

A^.A6^^C^>.C^' 

Ac.Ac'-Cû.Cfl'* 

Or,  si  par  un  point  quelconque  D  de  la  droite  Q^ad  on  mène  une  pa- 
rallèle à  AC  qui  rencontre  la  conique  en  e  et  e',  on  aura  de  même 

Dg.Pg^  _  Cb.Cb' 
Drt.  D/ï'  ~  Cfl.C//'  ' 
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d'où,  en  rapprochant  les  deux  équations  précédentes, 

Ab.Xb'  _T>e,Dc' 
Xc  .Xc'"  D«.Dfl'* 

Donc  :  Si  dans  le  plan  d'une  conique  on  mène  par  un  point  quelconque  A 
deux  droites  parallèles  à  deux  axes  fixes ^  le  rapport  des  produits  des 
segments  [réels  ou  imaginaires)  que  la  courbe  détermine  sur  ces  droites 
à  partir  de  leur  point  commun  X  est  constant.  Ce  théorème  est  dû  à 
Newton  (É  numéral  ion  des  courbes  du  troisième  ordre), 

il74.  Pour  montrer  toute  la  fécondité  de  cette  méthode  relativement 
à  la  recherche  des  propriétés  des  sections  coniques,  il  faut  établir  quel- 
ques nouveaux  principes. 

I®  On  peut  projeter  une  conique  C  de  telle  sorte  qu^une  droite  L  fie 
son  plan  passe  à  Vinfijii^  et  qu^un  point  f  de  ce  même  plan  se  projette  au 
foyer  de  la  nouvelle  conique  C.  —  Le  point  F  doit,  d'après  cela,  être  à 
rintérieur  de  la  conique  C.  Par  suite,  Tinvolution  déterminée  sur  la  droite  L 
par  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  issues  du  point  F  a  ses  points 
doubles  imaginaires  (1133),  de  sorte  qu'il  existe  de  part  et  d'autre  de  L 
deux  points  P  et  F  de  chacun  desquels  on  voit  sous  un  angle  droit  les 
divers  segments  de  l'involution.  Plaçons  le  sommet  S  du  cône  sur  la  cir- 
conférence décrite,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  de  la  conique  C, 
sur  PP'  comme  diamètre,  et  prenons  pour  plan  de  projection  un  plan  pa- 
rallèle à  celui  du  sommet  S  et  de  la  droite  L.  De  cette  façon,  la  droite  L 
passera  à  Tinûni  dans  la  projection,  et  chaque  couple  de  droites  conju- 
guées issues  du  point  /  deviendra  en  projection  un  couple  de  droites 
rectangulaires  et  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  G'.  La  projection  du 
point  /"sera  donc  (1145)  un  foyer  de  cette  nouvelle  courbe  G'.  Ajoutons 
que  cette  conique  G'  sera  une  hyperbole,  une  ellipse  ou  une  parabole, 
suivant  que  la  droite  L  coupera  la  conique  primitive  G  en  deux  points 
réels,  imaginaires  ou  coïncidents. 

Le  pôle  o  de  la  droite  L,  par  rapport  à  la  conique  G,  deviendra  en  pro- 
jection le  centre  de  la  conique  G'  (1137).  On  peut  donc  projeter  une  co- 
nique  G  de  manière  que  deux  points  f  et  o  de  son  plan  deviennent,  en 
projection  y  Vun  le  foyer,  Vautre  le  centre  de  la  nouvelle  conique  C 

En  particulier,  si /coïncide  avec  le  pôle  o  de  la  droite  L  par  rapport 
à  la  conique  G,  le  même  point  sera  en  projection  le  centre  et  le  foyer  de 
la  nouvelle  conique  G',  qui  dès  lors  sera  un  cercle.  On  peut  donc  projeter 
une  conique  suivant  un  cercle  de  telle  sorte  qu'un  point  de  son  plan  se 
projette  au  centre  du  cercle  ou  qu'une  droite  de  son  plan  passe  à  r  infini, 

2°  On  peut  projeter  deux  coniques  situées  dans  un  même  plan,  suivant 
deux  cercles,  —Il  faut  évidemment  que  les  deux  coniques  proposées  aient 
au  plus  deux  points  communs  réels;  il  existe  alors  une  corde  commune 
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réelle  qui  rencontre  les  deux  coniques  en  deux  points  imaginaires 
(1160,  a*").  En  projetant  de  telle  sorte  que  Tune  des  coniques  devienne 
un  cercle  et  que  cette  corde  commune  passe  à  l'infini,  Tautre  conique 
donnera  aussi  un  cercle,  car  les  deux  courbes  ayant  en  projection  une 
corde  commune  à  l'infini  seront  homothétiques  (1170),  et  la  figure  homo- 
thélique  d'un  cercle  est  un  cercle. 

Si  les  deux  coniques  proposées  ont  un  double  contact  imaginaire,  on 
peut  les  projeter  suivant  deux  cercles  concentriques.  Car,  en  projetant 
Tune  des  coniques  suivant  un  cercle  de  telle  sorte  que  la  corde  de  con- 
tact passe  à  l'infini,  l'autre  conique  donnera  un  cercle  de  même  centre, 
puisque  les  deux  courbes  en  projection  ayant  un  double  contact  sur  la 
droite  de  l'infini  devront  être  homothétiques  et  concentriques. 

Les  deux  droites  qui  joignent  le  foyer  d'une  conique  aux  points  circu- 
laires à  l'infini  sont  tangentes  à  la  conique  (1152  ),  et  la  corde  de  contact 
est  la  polaire  du  foyer,  c'est-à-dire  la  directrice.  Donc,  deux  coniques  qui 
ont  même  foyer  et  même  directrice  peuvent  être  projetées  suivant  deux 
cercles  concentriques^  attendu  qu'elles  ont  un  double  contact  imaginaire 
sur  la  directrice  commune. 

3°  On  peut  projeter  une  conique  C  de  telle  sorte  que  deux  points  (  i/i- 
teneurs)  de  son  plan^  f  et  f  ^  deviennent  en  projection  les  deux  foyers  de 
la  nouvelle  conique  C.  ~  En  effet,  en  désignant  par  a  et  a'  les  points  où 
la  droite  ff  coupe  la  conique  C,  et  par  /-  et  k^  les  points  qui  divisent  à 
la  fois  harmoniquement  les  segments  ad  et  ff\  il  suffit  de  projeter  de 
telle  sorte  que/  et  X*  deviennent  l'un  le  foyer,  l'autre  le  centre  de  la  nou- 
velle conique  C.  Alors  la  projection  de/'  sera  évidemment  l'autre  foyer. 

On  peut  projeter  deux  coniques  situées  dans  un  même  plan  suivant 
deux  coniques  confocales.  —  Ces  deux  coniques  doivent  avoir  un  seul 
couple  d'ombilics  réels,  et  ces  deux  ombilics  doivent  être  intérieurs  à 
l'une  et  à  l'autre  courbe.  Cela  étant,  il  suffit  de  projeter  de  manière  que 
ces  deux  ombilics  deviennent  en  projection  les  deux  foyers  de  l'une  des 
courbes;  ils  seront  par  cela  môme  les  deux  foyers  de  l'autre  (1151  ). 

Voici  des  applications  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  à  une  conique,  r  intersection  des  fie  ux 
diagonales  est  le  pâle  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés;  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  et  celles  du  quadrilatère  dont 
les  côtés  sont  les  tangentes  à  la  conique  menées  par  les  sommets  du  qua- 
drilatère  inscrit,  se  coupent  au  même  point  et  forment  un  faisceau  har- 
monique. Car,  en  projetant  la  conique  suivant  un  cercle,  de  telle  sorte  que 
la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère inscrit  passe  à  l'infini,  le  théorème  devient  évident. 

Quand  deux  coniques  ont  un  double  contact,  toute  corde  de  l'une  qui 
est  tangente  à  l'autre  est  divisée  harmoniquement  par  le  point  de  contact 
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et  par  le  point  ou  elle  rencontre  la  corde  de  contact  des  deux  coniques. 
Car,  en  projetant  les  deux  coniques  suivant  deux, cercles  concentriques, 
on  transforme  cette  proposition  dans  la  suivante,  qui  est  évidente:  Toute 
corde  d'un  cercle  tangente  à  un  cercle  concentrique  a  son  milieu  au  point 
de  contact. 

Si  deux  côtés  d*un  triangle  inscrit  à  une  conique  passent  cJiacun  par 
un  jx}int  Jîxe,  le  troisième  côté  enveloppe  une  conique  qui  a  un  double 
contact  avec  la  première  sur  la  droite  qui /oint  les  deux  points  fixes.  Car, 
en  projetant  la  conique  suivant  un  cercle  de  telle  sorte  que  les  deux  points 
fixes  passent  à  Tinfîni,  on  retombe  sur  ce  théorème  :  Si  deux  côtés  d^un 
triangle  inscrit  dans  un  cercle  sont  parallèles  à  deux  droites  données,  le 
troisième  côté  enveloppe  un  cercle  concentrique  y  ce  qui  est  évident  puis- 
que l'angle  au  sommet  du  triangle  est  constant. 

On  voit  immédiatement  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent 
par  un  point  fixe  et  qui  touchent  une  droite  fixe  est  une  parabole  dont 
le  point  fixe  est  le  foyer.  En  transformant  par  projection  ce  théorème, 
et  remarquant  que  le  point  fixe  ou  foyer  et  les  deux  points  cycliques 
forment  un  triangle  circonscrit  à  la  parabole,  on  obtient  la  propo- 
sition suivante  :  Étant  donnés  un  triangle  et  une  droite^  si  l'on  conçoit 
toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce  triangle  et  tangentes  à  cette  droite ^ 
le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  à  deux  des  sommets  du 
triangle  est  une  conique  inscrite  dans  ce  triangle. 

Nous  avons  démontré  (1154)  que  le  cercle  circonscrit  à  tout  triante 
formé  par  trois  tangentes  à  la  parabole  passe  par  le  foyer:  en  remar- 
quant que  le  foyer  et  les  deux  points  cycliques  forment  un  second 
triangle  circonscrit  à  la]  parabole,  et  transformant  par  projection,  on 
arrive  à  ce  théorème  :  Si  deux  triangles  sont  circonscrits  à  une  co^ 
nique,  leurs  six  sommets  sont  situés  sur  une  conique. 

Il  importe  de  remarquer  que  les  démonstrations  fournies  par  cette  mé- 
thode laissent  souvent  quelque  chose  à  désirer.  Par  exemple,  le  théorème 
sur  le  triangle  inscrit  dans  une  conique,  qui  fait  l'objet  de  la  troisième 
application,  n'est  rigoureusement  démontré  que  pour  le  cas  où  les  deux 
points  fixes  autour  desquels  pivotent  les  deux  premiers  côtés  sont  exté- 
rieurs à  la  conique  ;  car,  pour  projeter  une  conique  suivant  un  cercle  de 
manière  qu'une  droite  de  son  plan  passée  Tinfini,  il  faut  que  cette  droite 
soit  extérieure  à  la  conique  (  i"). 

1175.  Parlons  enfin  de  la  transformation  des  propriétés  angulaires. 

On  sait  (1105)  que,  si  l'on  a  dans  un  même  plan  des  angles  (A,  A'), 
(B,  B' ),...,  tous  de  même  grandeur  et  formés  dans  le  même  sens  de  ro' 
tation  à  partir  de  leurs  origines  respectives  A,  B,...,  mais  placés  d'ail- 
leurs d'une  manière  quelconque,  leurs  côtés  tracent  sur  la  droite  de  l'in- 
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fini  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles,  toujours  les 
mêmes  y  quelle  que  soit  la  grandeur  commune  de  ces  angles ^  sont  les  points 
cycliques  du  plan. 

En  projection,  les  angles  cessent  d'être  égaux,  mais  leurs  côtés  tracent 
deux  divisions  homographiques  sur  la  droite  qui  répond  à  Tinfini  de  la 
première  figure  ;  et,  si  dans  la  première  figure  se  trouve  un  cercle,  la 
conique  correspondante  de  la  deuxième  figure  détermine  par  son  inter- 
section avec  cette  droite  les  points  doubles  des  deux  divisions. 

Ce  principe  permet  de  transformer  un  assez  grand  nombre  de  proprié- 
tés angulaires. 

On  voit,  en  particulier,  qu*«  un  angle  droit  de  la  figure  primitive  ré- 
poml  en  projection  un  angle  dont  les  côtés  divisent  harmoniquement 
V angle  formé  par  les  droites  qui  joignent  la  projection  du  sommet  aux 
projections  des  deux  points  cycliques. 

Voici  quelques  applications  : 


Deux  coniques  confocales  se  cou- 
pent ortfiogonalement  (H51  ). 


Le  lieu  des  angles  droits  circon- 
scrits à  une  ellipse  ou  à  une  hyper* 
bole  est  un  cercle  (990,  1020). 


Le  lieu  des  angles  droits  circon- 
scrits à  une  parabole  est  la  direc- 
trice (i048). 


Si  autour  du  centre  d^un  cercle 
comme  sommet  on  fait  tourner  un 
angle  de  grandeur  constante,  la 
corde  qu^il  intercepte  dans  le  cercle 
enveloppe  un  cercle  concentrique. 


Quand  un  angle  droit  pivote  au- 


Si  deux  coniques  sont  inscrites 
dans  le  même  quadrilatère  y  les  deux  • 
tangentes  à  l'un  des  points  com- 
muns divisent  harmoniquement  une 
diagonale  quelconque  de  ce  quadri- 
latère. 

Le  lieu  des  angles  circonscrits  à 
une  conique^  dont  les  côtés  divisent 
harmoniquement  une  ligne  droite 
donnée  ab,  est  une  conique  passant 
par  les  points  a  et  b. 

Le  lieu  des  angles  circonscrits  à 
une  conique,  dont  les  côtés  divisent . 
harmoniquement  une  tangente  ab 
à  cette  conique,  est  la  droite  qui 
joint  les  points  de  contact  des  tan^ 
gentes  issues  de  a  et  de  b. 

Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait 
tourner  deux  rayons  formant  lieux 
faisceaux  homographiques  dont  les 
rayons  doubles  soient  les  tangentes 
à  une  conique,  la  corde  interceptée 
dans  la  conique  enveloppe  une  autre 
conique  qui  a  avec  la  première  un 
iiouble  contact  sur  la  polaire  du 
point  fixe. 

Si  un  faisceau  harmonique  a  pour 
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L 


tour  d* un  point  d* une  conique  comme 
sommet,  la  corde  interceptée  passe 
par  un  point  fixe  (  H  69 ,  ao  ) . 


centre  un  point  d'tme  conique,  et 
que  deux  rayons  conjugués  restent 
fixes,  la  corde  qui  Joint  les  extré' 
mités  des  deux  autres  rayons  passe 
par  un  point  fixe. 


Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  la  féconditéde  cette  méthode,  dont 
Poncelet  a  tiré  un  si  grand  parti  dans  son  Traité  des  Propriétés  projec- 
tiles des  figures,  mais  que  nous  recommandons  bien  plus  comme  moyen 
de  recherche  que  comme  procédé  de  démonstration. 


TRACÉ  d'une  GOXIQUB  ASSUJETTIE  A  CINQ  CONDITIONS. 

1176.  Construire  une  conique  connaissant: 

1°  Cinq  points  c,  A,  c,  rf,  e.  —  abcd  forme  un  quadrilatère  inscrit 
dans  la  conique  cherchée.  Par  le  point  e^  on  mènera  une  droite  quel- 
conque <?/,  et  l'on  cherchera  le  point /conjugué  du  point  e  dans  Tinvo- 
lution  déterminée  sur  cette  droite  par  les  points  où  elle  rencontre  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère.  Le  point/ appartiendra  à  la  conique. 

Si  Ton  veut  trouver  la  tangente  bt  Gnb^  on  regardera  acbt  comme  un 
quadrilatère  inscrit,  dont  deux  sommets  sont  infiniment  voisins  en  ^,  et 
la  droite  ed  comme  une  transversale  de  ce  quadrilatère.  Cette  transver* 
sale  coupe  les  côtés  opposés  ba^  bc  en  a,  7,  la  courbe  en  e  et  d^  et  les 
côtés  opposés  ac^  bt  en  $  et  x.  Ces  six  points  formant  une  involution, 
on  déterminera  le  point  x,  et  par  suite  la  tangente  bt, 

a*»  Cinq  tangentes^  A,  B,  C,  D,  E.  —  Quatre  des  tangentes  données  for- 
ment un  quadrilatère  circonscrit.  Qu'on  prenne  sur  la  cinquième  un 
point  quelconque  a  et  qu'on  le  joigne  aux  quatre  sommets  du  quadri- 
latère; le  sixième  rayon,  conjugué  à  la  cinquième  tangente  dans  Tin* 
volution  que  ces  quatre  droites  déterminent,  est  une  tangente  issue  du 
point  a. 

Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  point  de  contact  de  la  tangente  B. 
On  considère  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  A,  C,  B,  dont  deux 
côtés  se  confondent  en  un  seul  suivant  B,  et  dont  (  A,  C),  (A,  B),  (B,  C) 
et  t  sont  les  quatre  sommets.  Le  sommet  /  est  inconnu,  mais  les  six 
rayons  qui  aboutissent  au  point  de  concours  I  de  D  et  E,  savoir:  D,  E,  I 
(A,  B),  I(B,C),  I(A,C),  \t,  sont  en  involution,  et  cinq  sont  connus. 
Il  sera  donc  facile  de  déterminer  le  sixième  et,  par  suite,  le  point 
cherché  t. 
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Dans  le  cas  de  la  .parabole,  la  cinquième  tangente  est  donnée  implici- 
tement; c'est  la  droite  de  l'infini.  Les  quatre  qui  sont  données  forment 
un  quadrilatère.  Par  les  sommets  de  ce  quadrilatère,  ou  mènera  quatre 
parallèles  dans  une  direction  arbitraire;  on  les  coupera  par  une  trans- 
versale quelconque,  sur  laquelle  on  cherchera  le  point  central  de  Tinvo- 
lution  qu'elles  y  déterminent,  et  la  parallèle  aux  autres  droites,  menée 
par  ce  point,  sera  une  cinquième  tangente. 

3^  Quatre  points  et  une  tangente.  —  Soient  abcd  le  quadrilatère  donné 
et  e  le  point  de  contact  inconnu  de  la  tangente.  Soient  a,  a',  et  p,  ^', 
les  points  où  cette  tangente  rencontre  successivement  les  côtés  opposés 
du  quadrilatère.  Ces  points  déterminent  une  involution  dont  e  est  un 
point  double.  Il  sera  donc  facile  de  le  trouver.  Ou  voit  que  la  question 
a  deux  solutions. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  est  à  l'infini.  Soit  S  le  point 
de  concours  des  côtés  opposés  ad  et  hc  du  quadrilatère  donné.  Qu'on 
mène  Se',  S^',  parallèles  respectivement  aux  deux  autres  côtés  opposés; 
on  a  quatre  rayons  Sc\  Sd',  Se,  Sd,  issus  du  points,  qui,  conjugués 
deux  à  deux,  déterminent  une  involution.  Chacun  des  deux  rayons  dou- 
bles de  cette  involution  est  parallèle  à  Taxe  d'une  parabole  qui  satisiait 
à  la  question. 

4°  Quatre  tangentes  et  un  point.  ^  On  trouve  une  cinquième  tangente 
en  cherchant  les  rayons  doubles  de  l'involution  qui  est  déterminée  par 
les  quatre  rayons,  conjugués  deux  à  deux,  qu'on  obtient  en  joignant  le 
point  donné  aux  sommets  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tan- 
gentes données.  Chacun  des  deux  rayons  doubles  est  une  tangente  à  la 
conique  ;  on  a  donc  deux  solutions  distinctes. 

Pour  la  parabole,  on  donne  un  point  et  trois  tangentes  ;  la  quatrième 
est  à  l'infini.  La  solution  est  la  même;  deux  des  rayons  de  l'involution 
sont  parallèles  respectivement  à  deux  des  tangentes  données. 

5°  Trois  points  et  deux  tangentes,  —  Soient  a,  b,  c,  les  trois  points 
donnés,  T  et  T' les  deux  tangentes  qui  se  coupent  en  0  et  qui  touchent 
respectivement  la  courbe  aux  deux  points  d  et  e  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. On  peut  regarder  la  corde  de  contact  de  comme  représentant  un 
quadrilatère  inscrit  dont  deux  sommets  sont  en  dei  les  deux  autres  en  e, 
La  corde  6c,  considérée  comme  une  transversale  du  quadrilatère  et  de 
la  courbe,  fournit  une  relation  d'involution  en  vertu  du  théorème  de 
Desargues,  entre  les  six  points  où  elle  coupe  les  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère et  la  courbe.  Ces  points  se  réduisent  ici  à  cinq,  savoir  ;  /,  t', 
sur  les  tangentes  dO,  eOy  respectivement;  s  sur  les  deux  autres  côtés 
opposés  qui  se  confondent  en  un  seul  de\  et  enfin  6,  r,  sur  la  courbe. 
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Le  point  s  est  donc  un  point  double  de  l'involulion  déterminée  par  les 
segments  bc^  tt! .  —  Si  l'on  prend  ah  comme  transversale  au  lieu  de  bc^  on 
trouvera  de  môme  un  point  7  appartenant  à  la  corde  de  contact  de^  qui 
sera  ainsi  déterminée  par  les  deux  points  c  et  7.  Mais  comme  chacune 
des  deux  relations  d'involution  fournit  deux  points  doubles  s  et  t\  f  et  7', 
on  obtiendra  quatre  positions  distinctes  de  la  corde  de^  savoir  :  sf ,  c?', 
c'f ,  c'(p',  c  est-à-dire  quatre  solutions  du  problème  proposé. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  où  Ton  ne  donne  qu'une  tangente  et  trois 
points,  on  obtient  de  même  quatre  solutions.  La  tangente  T' est  àPinfini, 
ainsi  que  le  point  t'\  donc,  le  point  t  qui  lui  est  conjugué  dans  Tinvo- 
lution  est  le  point  central  de  cette  involution,  dont  on  connaît  en  outre  le 
segment  hc  et  dont  il  s'agit  de  trouver  les  points  doubles.  Chacune  des 
quatre  cordes  de  contact  S9  est  un  diamètre  d'une  parabole  satisfaisant 
aux  conditions  proposées. 

6^  Trois  tangentes  et  deux  points.  ^  Nous  allons  déterminer  deux  nou- 
velles tangentes  à  la  courbe  aux  points  donnés  a  et  b.  Soient  ÂB,  BC,  CD, 
celles  qui  sont  données.  Désignons  par  0  le  point  de  contact  inconnu  des 
deux  tangentes  cherchée  ;  si  l'on  regarde  l'angle  bOa  comme  un  qua- 
drilatère circonscrit  OaOb  dont  les  côtés  adjacents  se  sont  confondus 
deux  à  deux  en  un  seulO/7  0u  06,  on  verra  que  la  droite  BO  estunrayon 
double  de  l'involution  formée  par  les  deux  couples  de  rayons  conjugués  B<7 
et  B6,  BA  etBC.  Pareillement,  COest  un  rayon  double  de  l'involution  Ca, 
C6,  CB,  CD.  Donc,  le  point  0,  intersection  des  rayons  BO  et  CO,  est  dé- 
terminé. Mais  comme  chacune  des  involutions  comporte  deux  tels  rayons, 
on  obtient  quatre  positions  distinctes  du  point  0,  et,  par  conséquent,  le 
problème  admet,  comme  le  précédent,  quatre  solutions. 

S'il  s'agit  d'une  parabole,  Tune  des  trois  tangentes  données  esta  l'infini, 
BC  par  exemple.  La  construction  reste  la  même  en  principe;  mais  ici  les 
deux  faisceaux  de  rayons  en  involution  se  composent  de  droites  parallèles, 
puisque  leurs  rayons  respectifs  B  et  C  sont  à  l'infini.  Coupons-les  par  une 
transversale  quelconque.  On  aura  sur  cette  droite,  relativement  au  pre- 
mier faisceau,  deux  points  a,  ^,  intersections  des  rayons  conjugués  aB, 
^B;  un  point  &»  intersection  du  rayon  AB  dont  le  conjugué  CB  est  à  Tin- 
fini,  ce  qui  est  cause  que  &>  est  le  point  central  de  l'involution;  enfin  un 
point  double  x  intersection  du  rayon  BX,  et  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Relativement  au  second  faisceau,  on  aura  de  même  deux  points  conju- 
gués d'une  involution  ol\  €',  un  point  central  »',  et  l'on  déterminera  un 
point  double  j.  Les  droites  xO,  j^O,  parallèles  respectivement  aux  deux 
tangentes  données  AB,  DC,  se  couperont  au  sommet  0  de  l'angle  circon- 
scrit à  Tare  ab  de  la  parabole,  et  l'on  aura  encore  quatre  solutions,  parce 
que  l'on  obtiendra  deux  positions  du  point  x  et  deux  positions  du 
point  y 
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1177.  Les  solnUoDB  précëdeoles,  qui  sont  extraites  d'un  excellent 
article  de  M.  de  Jonquières,  publié  dans  le  tome  XVI  des  Nouvelles 
Annales  (  i*^  série),  sont  fondées  sur  le  théorème  de  Desargues  et  le 
théorème  corrélatif. 

Les  autres  théorèmes  généraux  (proposition  fondamentale  du  n""  1126, 
théorème  de  Pascal,  théorème  de  Carnot,  etc.  )  fourniraient  de  nouvelles 
solutions. 

Reprenons,  par  exemple,  le  premier  cas,  c'est-à-dire  celui  où  l'on 
donne  cinq  points  a,  6,  c,  d^  e,  et  appliquons  la  proposition  fondamen- 
tale du  n^  1126.  On  prendra  deux  des  points  donnés  deie  comme  som- 
mets des  deux  faisceaux  homographiques  dont  on  aura  alors  trois  couples 
[duy  ea)j  ({Iby  eb),  {elc,  ec)  de  rayons  homologues.  L'intersection  d'une 
droite  dm  menée  à  volonté  par  d  et  de  son  hQmologue  em  sera  un  nou- 
veau point  de  la  conique.  —  La  tangente  au  point  d  sera  l'homologue  du 
rayon  ed  considéré  comme  appartenant  au  faisceau  (e),  et  cette  con- 
struction donnera  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  conique,  car 
il  suffira  de  considérer  ce  point  comme  le  sommet  de  l'un  des  faisceaux 
générateurs.  —  Les  points  où  une  droite  donnée  L  rencontre  la  conique 
seront  les  points  doubles  des  deux  divisions  tracées  sur  cette  droite  par 
les  deux  faisceaux.  —  Les  directions  des  asymptotes  s'obtiendront  en 
transposant  le  faisceau  {e)  parallèlement  à  lui-môme  au  sommet  «/,  et 
prenant  les  rayons  doubles  du  faisceau  [d)  et  du  faisceau  (e)  ainsi  trans- 
porté; car  ces  rayons  doubles  sont  les  rayons  du  faisceau  (d)  dont 
les  homologues  dans  (e)  sont  parallèles.  ~  Enfin,  une  fois  les  deux  points 
à  l'infini  <»  et  u'  ainsi  déterminés ,  on  aura  les  asymptotes  elles-mêmes 
en  menant  les  tangentes  en  ces  deux  points,  ce  qui  se  fait  en  considérant 
la  conique  comme  engendrée  par  deux  faisceaux  ayant  &>  et  f»'  pour  cen- 
tres et  prenant  dans  chaque  faisceau  l'homologue  de  la  droite  à  l'infini  wa'. 
Voici  le  détail  de  ces  opérations  :  par  £7,  b,  c,  on  mène  des  parallèles  /la, 
6p,  C7,  et  il  a',  bè',  cy'  aux  droites  déjà  trouvées  rfw,  //ca';  soient  a,  p,  7, 
^*  P\  y  les  points  où  ces  droites  rencontrent  une  transversale  quel- 
conque L;  la  droite  «M»'  rencontre  L  à  l'infini;  on  déterminera  les  points  I 
et  J'  conjugués  de  l'infini  dans  les  deux  divisions  déterminées  par  les  trois 
couples  (a,  a'),  (p,  p'],  (7,7');  les  droites  menées  par  I  parallèlement 
à  dùà  et  par  J'  parallèlement  à  ^&i'  seront  les  asymptotes. 

Indiquons  maintenant  la  solution  fondée  sur  le  théorème  de  Pascal.  — 
Pour  avoir  le  point  /  où  une  droite  quelconque  menée  par  a  rencontre 
la  courbe,  on  considérera  l'hexagone  inscrit  dont  les  sommets  seraient 
â,  6,  c,  d,  e,f  (fig,  ai2).  On  prendra  le  point  n  commun  aux  côtés 
opposés  af  et  cd^  le  point  /  commun  k  ab  ei  de\  la  droite  ni  con- 
tiendra le  point  'de  concours  du  côté  bc  et  du  côté  inconnu  ef\  on  aura 
donc  ce  point  de  concours  m  par  la  rencontre  de  bc  et  de  In,  Dès  lors 
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les  droites  af  et  ml  donneront  le  point  demandé  /.  —  On  obtient  la 
tangente  en  a,  en  considérant  le  pentagone  abcde  comme  un  hexa- 
gone abcdef  dont  deux  sommets  voisins  a  Qi  f  seraient  confondus  ;  le 
côté  af  est  alors  remplacé  par  la  tangente  en  a  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
A  cet  effet,  on  prendra  l'intersection  /  de  abc  et  de  de^  l'intersection  m  de 
bc  et  de  ea  ;  la  droite  ml  sera  la  droite-  qui  joint  les  points  de  concours 
des  couples  de  côtés  opposés  ;  elle  contiendra  donc  le  point  de  concours 
de  cd  et  de  la  tangente  en  ^z;  ce  point  sera  donc  à  la  rencontre  n  de  cd 
et  de  /i?/,  et  an  sera  la  tangente  cherchée.  Ces  constructions  sont  au 
fond  d'une  grande  simplicité. 

La  tangente  en  a  une  fois  connue,  on  peut  trouver  les  éléments  de  la 
courbe  par  la  théorie  des  figures  homologiques,  comme  nous  l'avons 
expliqué  an  n»  1169,  3». 

1178.  On  a  souvent  à  déterminer  une  conique  par  des  conditions  autres 
que  celles  de  passer  par  des  points  ou  de  toucher  certaines  droites. 

On  dit  qu'une  condition  est  simple ^  lorsque  la  recherche  d'une  conique 
assujettie  à  remplir  cette  condition  et  à  passer  en  outre  par  quatre  points 
est  un  problème  déterminé. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que  donner  lut  point  ou  une  tangente 
équivaut  à  une  condition  simple  (1176),  et  qu'il  faut  cinq  conditions 
simples  pour  déterminer  une  conique. 

Une  tangente  et  son  point  de  contact  valent  deux  conditions;  par  suite 
il  en  est  de  même  d'une  asymptote;  une  parallèle  à  une  asymptote  ne 
vaut  qu'une  condition,  puisque  cela  revient  à  donner  un  point,  situé  à 
l'infini  sur  cette  parallèle. 

Un  point  p  du  plan  et  sa  polaire  P  valent  deux  conditions  ;  car  si  l'on 
donne  en  outre  trois  points  a,  ^,  c^  de  la  conique,  on  aura  trois  nouveaux 
points  a',  b\  c\  de  la  courbe  en  prenant  les  conjugués  harmoniques  de 
a,  by  Cy  par  rapport  aux  segments  interceptés  sur  les  droites /mz,  pb,  pc^ 
entre  le  point  p  et  sa  polaire  P.  —  Un  point  du  plan  et  un  point  de  sa 
polaire  équivalent  à  une  seule  condition. 

Le  centre  vaut  deux  conditions,  puisque  c'est  le  pôle  de  la  droite  de 
l'infini. 

Un  foyer  vaut  aussi  deux  conditions,  puisque  les  droites  qui  joignent 
ce  point  aux  deux  points  cycliques  du  plan  sont  tangentes  à  la  conique. 
On  peut  aussi  remarquer  qu'un  foyer  /  et  trois  points  a^b^c  détermi- 
nent la  conique  :  la  directrice  coupe  en  effet  la  droite  ab  sur  la  bissec- 
trice de  l'angle  afb  (1148  ),  etc. 

Un  axe  vaut  deux  conditions,  puisque,  si  l'on  donne  en  outre  trois 
points  de  la  conique,  on  a  trois  nouveaux  points  de  cette  courbe  en  pre- 
nant les  symétriques  des  premiers  par  rapport  à  l'axe.  Il  résulte  de  là 
qu'un  sommet  équivaut  à  deux  conditions,  car  si  l'on  donne  en  outre  la 
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tangente  en  ce  point»  on  aura  par'  là  même  un  axe  et  un  point,  c'est-à- 
dire  trois  conditions. 

Dire  qiâune  conique  est  une  parabole  équivaut  aune  condition,  puis- 
que c'est  donner  une  tangente  (la  droite  de  l'infini).  —Dire  que  ia  co^ 
nique  est  un  cercle  équivaut  à  deux  conditions,  puisque  c'est  donner 
deux  points  de  la  courbe  (les  deux  points  cycliques  du  plan).  —  Savoir 
que  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère  équivaut  aussi  à  deux  condi- 
tions, car  cela  revient  à  dire  que  chacun  des  points  cycliques  du  plan 
appartient  à  la  polaire  de  l'autre. 

1179.  A  tout  système  de  quatre  conditions  simples  répondent  une  infi- 
nité de  coniques  formant  un  groupe.  Soient  p.  et  v  les  nombres  des  coni- 
ques du  groupe  qui  remplissent,  outre  les  quatre  conditions  données, 
celle  de  passer  par  un  point  donné  ou  de  toucher  une  droite  donnée.  Les 
nombres  fA  et  v  ont  reçu  le  nom  de  caractéristiques  du  groupe  considéré. 

U  résulte  des  solutions  données  aux  n^  1176  et  suiv.  que  les  groupes  de 
coniques  passant  par  quatre  points,  passant  par  trois  points  et  touchant 
une  droite,  passant  par  deux  points  et  touchant  deux  droites,  passant 
par  un  point  et  touchant  trois  droites,  touchant  quatre  droites,  ont  res- 
pectivement pour  caractéristiques 

(ft=i,v=a),    (2,4),    (4,4),    (4,a),     (a,  i). 

Les  propriétés  d'un  groupe  de  coniques  dépendent  essentiellement  des 
caractéristiques  de  ce  groupe,  et  l'étude  de  cette  dépendance  constitue 
un»  belle  théorie  créée  tout  récemment  par  M.  Chasles  et  par  ses  conti- 
nuateurs, de  Jonquières,  Zeuthen,  etc.  Nous  ne  saurions  exposer  même 
les  principes  de  cette  théorie  sans  sortir  de  notre  cadre  ;  nous  nous  bor- 
nerons à  offrir  au  lecteur  un  exemple  très-simple. 

Le  lieu  des  pâles  d'une  droite  fixe  L,  par  rapport  aux  coniques  du 
groupe  qui  a  pour  caractéristiques  p  et  v,  est  une  ligne  de  r ordre  v.  En 
effet,  la  droite  L  ne  peut  rencontrer  le  lieu  qu'autant  qu'elle  contient  son 
pôle,  c'est-à-dire  que  lorsqu'elle  touche  l'une  des  coniques  du  système; 
or  le  nombre  des  coniques  du  groupe  qui  touchent  une  droite  quelconque, 
et  par  suite  la  droite  donnée,  est  par  hypothèse  égal  à  v. 

On  conclut  de  là,  en  supposant  la  droite  L  à  Finfini,  que  le  lieu  des  cen- 
tres des  coniques  passant  par  quatre  points  donnés  est  de  l'ordre  a, 
c'est-à-dire  est  une  conique,  et  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  tan^ 
gentes  à  quatre  droites  est  de  l'ordre  i ,  c'est-à-dire  est  une  ligne  droite; 
nous  avons  déjà  trouvé  ces  deux  théorèmes'par  une  autre  voie . 
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THÉORIE  DES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE. 

1180.  On  nomme  surfaces  du  second  ordre  les  surfaces  dont  tonte  sec- 
tion plane  est  une  conique  réelle  ou  imaginaire;  d'où  il  suit  qu'une  droite 
quelconque  a,  avec  une  telle  surface,  deux  points  communs  réels  ou  ima- 
ginaires, à  moins  qu'elle  n'appartienne  tout  entière  à  la  surface. 

Nous  nous  proposons  ici  de  démontrer  les  propriétés  fondamentales  des 
surfaces  du  second  ordre  ;  nous  ne  ferons  qu'énoncer  les  corollaires  et,  en 
général,  toutes  les  propriétés  dont  la  démonstration  ne  saurait  offrir  de 
difficulté  au  lecteur  déjà  familiarisé,  par  l'étude  des  coniques,  avec  des 
raisonnements  analogues.  Nous  représenterons  toujours  les  points  ()ar  des 
lettres  minuscules  a,  6,  <?,...,  les  lignes  par  des  lettres  majuscules 

A,  B,  C^ . . . ,  et  les  plans  et  les  surfaces  par  des  lettres  grecques  a,  ^, . . . , 

2t%  •  .  •  . 

PÔLB  ET  PLAN  POLAIRE. 

1181.  Si,  par  un  point  quelconque  p  de  V espace^  on  mène  une  droite 
quelconque  L,  et  si  l 'on  prend  sur  cette  droite  le  conjugué  harmonique  p' 
de  p  par  rapport  aux  deux  points  m  et  m'  communs  à  la  droite  L  et  à 
une  surface  du  second  ordre  2,  le  lieu  des  points  p',  quand  L  se  déplace 
autour  de  /?,  est  un  plan  fixe  «r. 

Observons  d'abord  que,  si  l'on  mène  deux  plans  quelconques  par  p  et 
si  Ton  prend  les  polaires  de  p  par  rapport  aux  deux  coniques  que  ces 
plans  déterminent  sur  la  surface  2,  ces  deux  polaires  ont  un  point  com- 
mun :  c'est  le  conjugué  harmonique  de  p  qui  est  situé  sur  l'intersecClon 
des  deux  plans.  Cela  posé,  concevons  par  le  point/?  deux  plans  fixes  a 
et  p  arbitraires  et  un  plan  quelconque  7  contenant  la  droite  L;  soient  A, 

B,  G,  les  polaires  de  p  par  rapport  aux  coniques  que  les  plans  a,  P,  7  dé- 
terminent sur  la  surface  2.  Le  point />' est  situé  sur  G;  d'ailleurs,  d'après 
l'observation  ci-dessus,  la  droite  G  rencontre  les  droites  fixes  A  et  B  qui 
se  rencontrent  elles-mêmes.  Donc  le  point  p'  est  constamment  situé  dans 
le  plan  fixe  a  des  deux  droites  A  et  B. 

Le  plan  v  est  dit  le  plan  polaire  du  point  p,  et  le  point  p  est  dit  le 
p&le  du  plan  a,  par  rapport  à  la  surface  2. 

1182.  2>  plan  polaire  d'un  point  de  la  surface  Z  est  le  plan  tangent  en 
ce  point,  puisque  ce  plan  tangent  contient  toutes  les  tangentes  en  p  aux 
sections  faites  par  ce  point,  c'est-à-dire  toutes  les  polaires  de/?  par  rap- 
port à  ces  sections;  inversement,  tout  plan  tangent  a  pour  pôle  son  point 
fie  contact. 

La  courbe  de  contact  de  tout  cône  circonscrit  à  la  surface  Z  est  Ia  co- 
nique suivant  laquelle  le  plan  polaire  e  du  sommet  p  coupe  la  surface  i 
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si  cette  conique  e&t  réelle,  le  point  p  est  dit  extérieur  à  la  surface  ;  si 
elle  est  imaginaire,  le  cône  cesse  d'exister,  et  le  point  p  est  dit  inté- 
rieur,  —  Par  une  iiroite  donnée,  on  ne  peut  donc  mener  que  deux  plans 
tangents  à  une  surface  du  second  ordre  2  ;  car  les  plans  tangents  qu'on 
peut  mener  à  une  surface  par  une  droite  donnée  sont  les  plans  tangents 
menés  par  cette  droite  au  cône  qui  a  pour  sommet  un  point  quelconque 
de  cette  droite,  et  qui  est  circonscrit  à  la  surface.  — 11  résulte  de  là  que 
les  surfaces  du  second  ordre  sont  de  la  deuxième  dusse,  en  entendant  par 
classe  d'une  surface  le  nombre  des  plans  tangents  qu'on  peut  mener  à 
cette  surface  par  une  droite. 

1183.  Le  plan  polaire  de  tout  point  d^un  plan  passe  par  le  pôle  de  ce 
plan,  et,  réciproquement,  le  pôle  de  tout  plan  passant  par  un  point  est  sur 
le  plan  polaire  de  ce  point.  Par  suite,  les  plans  polaires  de  tous  les  points 
d'aune  droite  L  passent  par  une  droite  L',  et,  inversement,  les  pâles  de 
tous  les  plans  passant  par  une  droite  V  sont  sur  une  droite  L.  Deux 
droites  L  etU,  telles  que  Tune  contient  les  pôles  des  pians  passant  par 
Tautre,  sont  dites  conjuguées,  A  toute  droite  L  répond  une  droite  con- 
juguée L',  et  une  seule  ;  on  l'obtient  en  joignant  les  pôles  de  deux  plans 
menés  à  volonté  par  L,  et  en  particulier  en  joignant  les  points  de  contact 
des  plans  tangents  conduits  par  L. 

Le  pôle  d'une  droite  L  par  rapport  à  la  section  faite  dans  la  surface  par 
un  plan  a  contenant  la  droite  L  coïncide  avec  le  pôle  par  rapport  à  la 
surface  du  plan  que  déterminent  la  droite  L  et  le  pôle  a  du  plan  a  ;  il 
appartient  donc  à  la  conjuguée  L'  de  L.  Donc,  si  ron  coupe  une  surface 
du  second  ordre  2  par  une  série  de  plans  contenant  une  même  droite  L, 
les  pôles  de  cette  droite  L  par  rapport  aux  diverses  sections  sont  sur 
une  droite  V  qui  contient  encore  les  pôles  de  tous  ces  plans  sécants  par 
rapport  à  la  surface  et,  en  particulier,  les  points  de  contact  des  deux 
plans  tangents  conduits  par  la  droite  primitive  L. 

Lorsque  quatre  points  sont  en  ligne  droite,  leurs  plans  polaires  for- 
ment un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des 
quatre  points. 

Lorsque  quatre  droites  concourantes  sont  situées  dans  un  même  plan, 
leurs  conjuguées  forment  un  faisceau  plan  qui  a  même  rapport  anhar^- 
monique  que  le  faisceau  primitif, 

1184.  Deux  points  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  se- 
cond ordre,  lorsque  le  plan  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre.  Plusieurs 
couples  de  points  conjugués  sur  une  même  droite  forment  une  involution, 
dont  les  points  doubles  sont  les  points  communs  à  la  droite  et  à  la 
surface. 

Deux  plans  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second 
ordre;,  lorsque  le  pôle  de  l'un  est  situé  sur  l'autre.  Plusieurs  couples  de 
II.  28 
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plans  conjugués  passant  par  une  même  droite  forment  un  faisceau  de 
pians  en  invokuion  (c'est-à-dire  un  faisceau  que  toute  transversale  coupe 
suivant  une  suite  de  points  en  involution  )  ;  les  plans  doubles  sont  les 
deux  plans  tangents  menés  par  la  droite;  il  suit  de  là  que,  par  une  droite 
quelconque^  on  peut  toujours  mener  deux  plans  conjugués  rectangulaires. 

Une  droite  et  un  plan  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du 
second  ordre  lorsque  la  droite  passe  par  le  pôle  du  plan.  Quand  un  plan 
et  une  droite  sont  conjugués,  le  plan  contient  évidemment  la  conjuguée 
de  la  droite. 

Tout  point  p  de  V espace  est  le  sommet  d'une  infinité  d'angles  trièdres 
dont  c1ia<iue  arête  est  conjuguée  à  la  face  opposée  ;  car  il  suffit,  pour  avoir 
un  tel  trièdre,  de  joindre  le  point  p  à  trois  points  a,  by  c,  choisis  dans 
le  plan  polaire  v  de  p,  de  façon  que  chaque  sommet  du  triangle  abc  soit 
le  pôle  du  côté  opposé  par  rapport  à  la  conique  que  le  plan  v  détermine 
sur  la  surface.  Un  tel  trièdre  prend  le  nom  de  Irièdre  polaire. 

PLANS  niAMÉTRAUX,  DIAMÈTRES,  CEiNTaB;  SECTIONS   PARALLÈLES. 

1185.  Dans  toute  surface  du  second  ordre,  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
parallèles  à  une  direction  donnée  est  un  plan  :  c'est  le  plan  polaire  des 
points  à  l'infini  communs  à  toutes  ces  parallèles.  On  donne  à  ce  plan  le 
nom  de  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  des  cordes. 

Le  pôle  du  plan  à  Vinfini  est  évidemment  commiui  à  tous  les  plans 
diamétraux;  on  le  nomme  centre  de  la  surface. 

Toute  corde  passant  par  le  centre  a  son  milieu  en  ce  point  et  prend  le 
nom  de  diamètre. 

Un  diamètre  et  un  plan  diamétral  sont  dits  conjugués  lorsque  le  dia- 
mètre passe  par  le  pôle  du  plan  diamétral  (1184).  A  chaque  diamètre 
répond  un  seul  plan  diamétral  conjugué,  et  réciproquement. 

1186.  Le  centre  est  le  sommet  d'une  infinité  d'angles  trièdres  polaires 
(1184),  c'est-Â-dire  de  trièdres  dont  chaque  arête  est  le  diamètre  conjugué 
du  plan  diamétral  déterminé  par  les  deux  autres.Les  trois  arêtes  forment 
un  système  de  trois  diamètres  conjugués  deux  à  deux,  et  les  trois  faces 
un  système  de  trois  plans  diaoiétraux  conjugués  deux  à  deux. 

1 1 87 .  SU  'on  coupe  une  surface  du  second  ordre  2  par  une  série  de  plans 
parallèles  a, ,  a„ . . . ,  c'est-à-dire  par  une  série  de  plans  ayantune  droite  com- 
mune L  à  rinfini,  les  centres  des  sections  seront  les  pôles  de  cette  droite  L 
par  rapport  à  ces  sections  :  ils  seront  donc  (1183)  tous  situés  sur  une 
même  droite  L'  qui  contient  aussi  les  pôles  des  plans  a^,  s,» . .  m  P^r  rap- 
port à  la  surface  ;  cette  droite  est  le  diamètre  conjugué  du  plan  diamétral  a 
parallèle  aux  plans  considérés,  puisqu'elle  renferme  à  la  fois  le  centre  de 
la  section  faite  par  ce  plan  a  et  le  pôle  de  ce  plan.  Les  deux  plans  tangents 
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parallèles  aux  plans  considérés  auront  leurs  pôles,  c'est-à-dire  leurs  points 
de  contact,  sur  cette  droite  L',  d*où  l'on  voit  que  tout  plan  tangent  à  une 
surface  du  second  ordre  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du  dia^ 
mètre  qui  passe  par  le  point  de  contact.  Enfin,  si  l'on  mène  deux  plans 
conjugués  quelconques  par  le  diamètre  L',  le  premier  coupera  les  plans  a,, 
a„ . . .,  suivant  des  droites  A,,  A,,. . .,  parallèles  entre  elles;  le  second 
coupera  les  mêmes  plans  suivant  des  droites  A'^  A,,...,  parallèles  entre 
elles;  d'ailleurs  les  couples  (A,,  A',),  (A,,  A',),...,  seront  des  diamètres  con- 
jugués des  sections  C,,  C,,...,  faites  par  les  plans  a,,  a,,....  Ainsi,  à  chaque 
système  de  diamètres  conjugués  dans  la  conique  G,,  répondra  dans  chacune 
des  coniques  G,,...,  un  système  de  diamètres  conjugués  respectivement 
parallèles  à  ceux  de  G,.  Donc  les  sections  G„  Cj,...,  faites  par  des  plans 
parallèles  dans  une  surface  du  second  ordre,  sont  semblables  et  sembla- 
blement  placées. 

PLANS  PRINCIPAUX  ET  SECTIONS  CIRCULAIBES. 

1188.  Un  plan  diamétral  est  dit  principal  lorsqu'il  est  perpendiculaire 
aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales  ;  le  diamètre  parallèle  à  ces 
cordes,  c'est-à-dire  le  diamètre  conjugué  du  plan  principal  prend  le  nom 
à'axe, 

La  recherche  des  pians  principaux  et  celle  des  sections  circulaires  dé- 
pendent des  mêmes  principes.  Mais,  avant  d'aborder  ce  double  problème, 
nous  devons  généraliser  quelques  idées  émises  en  Géométrie  plane. 

On  sait  qu'un  plan  coupe  une  sphère  suivant  un  cercle  dont  le  rayon  r 

est  égal  à  

)/ï^^d\ 

R  désignant  le  rayon  de  la  sphère,  et  d  la  distance  du  centre  au  plan 
sécant.  Si  d  est  plus  grand  que  R,  le  cercle  cesse  d'exister;  mais,  pour 
généraliser  et  en  vertu  de  considérations  que  nous  avons  déjà  indiquées 
plusieurs  fois,  on  dit  dans  ce  cas  que  la  section  est  un  cercle  imaginaire 
dont  le  rayon  a  encore  pour  carré  la  quantité  R'  — //^  qui  est  alors  néga- 
tive. Il  est  clair  que  les  formules  où  entre  le  carré  du  rayon  d'un  cercle 
et  les  propositions  géométriques  qui  en  sont  la  traduction  subsistent  d^ns 
le  cas  où  le  carré  du  rayon  devient  négatif;  mais  les  points  ou  les  droites 
que  l'on  considère  dans  ces  théorèmes,  n'ayant  plus  dans  le  second  cas 
les  mêmes  positions  que  dans  le  premier,  il  faudrait,  si  l'on  excluait  la 
considération  du  cercle  imaginaire,  employer  dans  les  deux  cas  des 
énoncés  différents  qu'aucun  lieu  apparent  ne  rattacherait  l'un  à  l'autre, 
tandis  que  l'emploi  du  cercle  imaginaire  permet  de  n'avoir  qu'un  théorème 
et  d'exprimer  la  propriété  dont  il  s'agit  d'une  manière  plus  saisissante  et 
qui  fait  image. 

28. 
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Voici  un  exemple  très-simple  qui  fera  bien  comprendre  notre  idée  : 
On  sait  que  la  polaire  P  d'un  point  p  par  rapport  à  un  cercle  de 

centre  o  est  la  droite  menée  perpendiculairement  au  diamètre  op^  par  le 

point  p'  de  ce  diamètre  que  détermine  la  relation 

(i)  op.op'^r", 

et  Ton  a  démontré  que  les  polaires  des  divers  points  d'une  droite  L  pas- 
sent par  un  même  point.  Dans  cette  déGnilion  de  la  polaire,  aussi  bien  que 
dans  la  démonstration  du  théorème  cité,  le  cercle  n'a  aucune  part,  et  l'on 
ne  fait  intervenir  en  somme  que  les  points  o  et  /?  et  la  quantité  r'.  La 
proposition  subsiste  donc  dans  le  cas  où  r'  est  négatif;  seulement  alors 
il  n'y  a  en  réalité  plus  de  cercle  ;  la  droite  P,  toujours  définie  par  la  rela- 
tion (i),  n'est  plus,  par  rapport  au  point  o,  du  même  côté  que  le  point  p^ 
et  le  théorème  prend  la  forme  suivante  :  Si,  par  les  divers  points /;  d'une 
droite  L,  on  mène  à  un  point  fixe  o  des  rayons  po  sur  lesquels  on  marque 
des  points  p*  déterminés  par  la  relation  (i),  les  perpendiculaires  éle- 
vées par  ces  points  p'  sur  les  rayons  correspondants  passeront  par  un 
point  fixe.  On  voit  combien  cet  énoncé  est  lourd,  et  combien  il  est  à  la 
fois  plus  simple  et  plus  clair  d'exprimer  le  même  fait  en  conservant 
l'énoncé  primitif,  à  la  condition  de  dire  que  le  cercle  est  alors  imaginaire 
et  de  donner  à  la  droite  P  le  nom  de  polaire  du  point  p  par  rapport  à  ce 
cercle  imaginaire.  Bien  que  se  rapportant  à  un  cercle  imaginaire,  la  propo- 
sition n'en  aura  pas  moins  une  signification  parfaitement  précise  et  portant 
en  définitive  sur  des  choses  réelles. 

La  formule  (i)  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique  fort 
utile  : 

Supposons  r'  négatif,  et  soit  r"  sa  valeur  !absolue.  Menons  par  o  une 
droite  perpendiculaire  au  plan  et  égale  à  r'  ;  j  étant  l'extrémité  de  cette 
perpendiculaire,  on  aura 

Op,Op*    =     os*  y 

ce  qui  prouve  que  l'angle  psp*  est  droit.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si,  par  le  centre  o  d'un  cercle  imaginaire,  on  mène  une  droite  os  per* 
pendiculaire  au  plan  du,  cercle  et  égale  à  son  rayon  supposé  réel,  la 
droite  qui  joint  le  point  s  à  un  point  quelconque  p  du  plan  du  cercle  est 
perpendiculaire  au  plan  qui  passe  par  le  point  s  et  par  la  polaire  P  du 
point  p  par  rapport  au  cercle  imaginaire, 

1189.  Nous  avons  vu  (1105)  que  tous  les  cercles  d'un  plan  coupent 
la  droite  à  l'infini  de  ce  plan  aux  deux  mêmes  points  imaginaires.  On  con- 
clut de  là  que  toutes  les  sphères  coupent  le  plan  à  l'infini  suivant  un 
même  cercle  imaginaire  qu'on  nomme  le  cercle  imaginaire  à  l'infinL 
Soient,  en  effet,  C  et  C  les  cercles  déterminés  par  le  plan  à  l'infini  dans 
deux  sphères  quelconques  z  et  z'  ;  pour  prouver  que  ces  cercles  ooïnci- 
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dent,  il  suffît  de  montrer  qne  tout  plan  ir  les  coupe  aux  deux  mêmes  points. 
Or,  le  plan  it  donne  dans  les  deux  sphères  deux  cerclesÂ  et  A\  qui  coupent 
la  droite  de  l'infini  du  plan  n  aux  deux  points  cycliques  de  ce  plan  ;  ces 
deux  points,  appartenant  au  cercle  A  et  au  plan  de  Tinfini,  appartiennent 
an  cercle  C,  et  Ton  voit  de  même  qu'ils  sont  sur  le  cercle  C. 
'  Lorsqu'une  droite  P  et  un  point  p  sont  pôle  et  polaire  par  rapport  au 
cercle  imaginaire  à  Pinfiniy  la  droite  qui  joint  un  point  quelconque  q  de 
V espace  au  point  p  est  perpendiculaire  au  plan  mené  par  ce  point  q  et 
par  la  droite  P.  En  effet,  soient  o  le  centre  d'un  cercle  imaginaire,  in- 
tersection d'une  sphère  fixe  et  d'un  plan  cr,  p^  le  point  où  la  droite  qp 
perce  le  plan  or,  P,  la  polaire  de  /?,  par  rapport  au  cercle  imaginaire, 
s  l'extrémité  d'une  droite  menée  par  o  perpendiculairement  au  plan  o  et 
égale  au  rayon  du  cercle  imaginaire  supposé  réel.  La  droite  sp^  sera 
(1188)  perpendiculaire  au  plan  déterminé  par  s  et  P.,  et  cette  perpen- 
dicularilé  subsistera  lorsque  le  plan  o  se  déplacera  en  s'éloignent  indéfi- 
niment du  centre  de  la  sphère;  mais,  à  la  limite,  les  droites  qp^  et  sp^ 
sont  parallèles,  et  il  en  est  de  même  des  plans  déterminés  par  la  droite  P, 
et  par  chacun  des  points  s  et  q.  Donc  la  droite  qp  est  perpendiculaire' 
au  plan  de  la  droite  P  et  du  point  q, 

il 90.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  recherche  des  plans  prin- 
cipaux et  des  sections  circulaires  dans  les  surfaces  du  second  ordre. 

Considérons  une  surface  du  second  ordre  Z  et  la  conique  C  réelle  ou 
imaginaire  suivant  laquelle  le  plan  à  l'infini  coupe  cette  surface.  Le  cercle 
imaginaire  à  l'infini  C  rencontre  cette  conique  en  quatre  points  imagi- 
naires conjugués  deux  à  deux,  a  et  6,  c  et  d.  Les  deux  lignes  C  et  C  ont 
donc  trois  couples  de  cordes  communes 

(flô,  cd\  (ûc,  hd)^  (ad,  bc)^ 

dont  le  premier  est  seul  réel,  et  un  triangle  autopolaire  commun  pqr 
dont  les  trois  sommets  sont  réels  (li60,  S""). 

Désignons  par  g  le  centre  de  la  surface  z.  La  droite  gp  est  le  diamètre 
conjugué  du  plan  diamétral  gqr  (1185)  ;  d'ailleurs  cette  droite  et  ce  plan 
sont  rectangulaires  (  1189)  ;  donc  gp  est  un  axe  et  gqr  est  le  plan,  prin- 
cipal correspondant  à  cet  axe.  On  prouverait  de  même  que  gq  et  grp^ 
gr  et  g/M7,  jouissent  de  la  même  propriété,  d'où  résulte,  pour  les  surfaces 
du  second  ordre,  l'existence  de  trois  plans  principaux  réels. 

Désignons  par  m  un  point  quelconque  de  l'espace  situé  à  distance  finie, 
et  considérons  l'un  des  six  plans  déterminés  par  le  point  m  et  chacune 
des  cordes  communes,  le  plan  mab  par  exemple.  Ce  plan  détermine  dans 
la  surface  l  une  conique  qui  rencontre  la  conique  C  aux  deux  points  a 
et  b  ;  par  suite,  cette  conique  est  un  cercle,  attendu  que  les  points  a  et  b 
sont  les  points  cycliques  du  plan  mal^  Donc,  par  un  point  quelconque  m 
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de  Tespace  passent  six  plans //lâ^,  mcd^  mac^  mbd^  mad^  mbc,  donnant 
des  sections  circulaires,  mais  dont  les  deux  premiers  sont  seuls  réels.  Les 
deux  plans  d'un  même  système  mab  et  mcd,  mac  et  mbd,  mad  et  mbc  se 
coupent  respectivement  suivant  les  droites  mp^  mq,  mr^  qui  sont  pa- 
rallèles aux  axes  ;  ils  sont  donc  respectivement  perpendiculaires  aux 
plans  principaux  I^r,  I/p,  Ipq, 

On  donne  en  particulier  le  nom  à^  plans  cycliques  aux  trois  couples  de 
plans  lab  et  Icd^  lac  et  lad,  lad  et  Ibc,  qui  donnent  des  sections  circu- 
laires et  qui  passent  respectivement  par  les  axes  Ip,  Iq,  Ir.  On  obtient 
toutes  les  sections  circulaires  de  la  surface  en  coupant  cette  surface  par 
des  plans  parallèles  aux  six  plans  cycliques.  Il  y  a  donc  six  séries  de  sec- 
tions circulaires;  le  lieu  des  centres  de  chaque  série  est  le  diamètre  con- 
jugué du  plan  cyclique  auquel  sont  parallèles  les  plans  de  la  série  consi- 
dérée,  et  on  doime  le  nom  (ïombilics  aux  points  où  chacun  de  ces  diamè- 
tres rencontre  la  surface. 

Les  deux  plans  cycliques  qui  passent  par  un  même  axe  ont  pour  plans 
bissecteurs  les  deux  plans  principaux  qui  contiennent  cet  axe.  Ainsi,  les 
plans  cycliques  lab^  Icd,  ont  pour  plans  bissecteurs  les  plans  principaux 
Ipq^  Ipr]  cela  résulte  de  ce  que  les  cordes  ab  et  cd  divisent  harmoni- 
quement  l'angle  qpr,  de  sorte  que  Tangle  dièdre  droit  (lab,  Icd)  est  di- 
visé harmoniquement  par  les  plans  Ipq,  Ipr. 

Des  trois  couples  de  plans  cycliques,  un  seul  (lab,  lad)  est  réel;  il  n*y  a 
donc  que  deux  séries  réelles  de  sections  circulaires  et,  par  suite,  que 
quatre  ombilics  réels. 

CÔNES  DU  SECOND  ORDRE  ET   CONIQUES  SPHÉRIQUES. 

il91.  Dans  le  cône,  le  plan  polaire  a  de  tout  point/?  de  l'espace  con- 
tient le  sommet  s,  et  si  le  point  p  se  déplace  sur  ps  le  plan  polaire  o  ne 
change  pas;  aussi  convient-il  de  donner  à  ce  plan  cr  le  nom  de  plan  po- 
laire de  la  droite  ps  et,  à  cette  droite,  le  nom  de  polaire  du  plan  a.  Si  la 
droite  ps  tourne  autour  du  sommet  s  dans  un  plan^  son  plan  polaire  c 
tourne  autour  de  la  polaire  de  ce  plan;  cela  résulte  de  ce  que  les  traces 
de/>f  et  de  v  sur  un  plan  quelconque  sont  constamment  pôle  et  polaire 
par  rapport  à  la  conique  que  ce  plan  détermine  dans  le  cône. 

Tout  plan  qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  a  ce  sommet  pour  pôle  ;  le 
sommet  est  donc  le, pôle  du  plan  de  Tinfini,  c'est-à-dire  le  centre  de  la 
surface.  Désormais,  quand  nous  parlerons  de  droites  et  de  plans  conjugués 
par  rapport  à  un  cône  du  second  ordre,  nous  entendrons  toujours  qu'il 
s'agit  de  plans  et  de  droites  passant  par  le  sommet.  Ainsi  nous  dirons  que  : 
i^  une  droite  et  un  plan  sont  conjugués  par  rapport  au  cône  lorsqu'ils 
passent  par  le  sommet  et  que  la  droite  est  la  polaire  du  plan  ;  2®  deux 
pians  sont  conjugués  par  rapport  au  cône  quand  ils  passent  par  le  sommet 
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et  que  chacun  d'eux  contient  la  polaire  de  Tautre;  3*^  deux  droites  sont 
conjuguées  par  rapport  au  cône  quand  elles  passent  par  le  sommet  et  que 
chacune  d*eUes  est  située  dans  le  plan  polaire  do^ l'autre. 

Quand  deux  plans  ou  deux  droites  sont  conjugués,  leurs  traces  sur  un 
plan  quelconque  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  que  ce  plan  dé* 
termine  dans  le  cône. 

Quand  un  cône  est  circonscrit  à  une  surface  du  second  ordre  y  les  droites 
et  les  plans  conjugués  par  rapport  au  cône  sont  aussi  conjugués  par  rap* 
port  à  la  surface;  car,  d'abord  leurs  traces  sur  le  plan  de  la  conique  de 
contact  sont  conjuguées  par  rapport  à  cette  conique,  et  de  plus  ce  plan 
est  le  plan  polaire  du  sommet  du  cône  par  rapport  à  la  surface. 

Les  sections  d*un  cône  dii  second  ordre  par  des  plans  parallèles  sont 
semblables  (1187),  et  le  lieu  des  centres  est  la  polaire  du  plan  a  mené 
par  le  sommet  du  cône  parallèlement  aux  plans  sécants.  Ces  sections 
sont  des  ellipses,  des  paraboles  ou  des  hyperboles,  suivant  que  le  plan  a, 
ne  contient  pas  de  génératrices,  en  renferme  une  seule  ou  en  contient 
deux. 

Une  droite  passant  par  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  est  dite 
intérieure  ou  extérieure  au  cône,  suivant  que  sa  trace  sur  un  plan  quel- 
conque qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  est  intérieure  ou  extérieure  à  la 
conique  que  ce  plan  détermine  dans  le  cône.  Un  point  de  l'espace  est  dit 
intérieur  ou  extérieur  au  cône,  suivant  que  la  droite  qui  unit  ce  point 
au  sommet  est  elle-même  intérieure  ou  extérieure. 

1192.  Le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  est  le  sommet  d'une  infinité 
de  trièdres  polaires  (  1184  ) ,  c'est-à-dire  de  trièdres  tels  que  chaque  arête  est 
la  polaire  de  la  face  opposée.  Les  trois arôtes  forment  un  système  de  trois 
diamètres  conjugués;  l'un  de  ces  diamètres  est  intérieur  au  cône  et  les 
deux  autres  sont  extérieurs;  cela  résulte  de  ce  que  la  trace  du  trièdre 
sur  un  plan  quelconque  est  un  triangle  polaire  par  rapport  à  la  conique 
section  du  cône  par  ce  plan,  et  un  tel  triangle  a  toujours  un  sommet  in  té* 
rieur  et  deux  sommets  extérieurs  à  la  conique. 

L'un  de  ces  trièdres  polaires  est  tnrectangle  ;  ses  arôtes  sont  les  trois 
axes  du  cône;  l'un  est  intérieur  et  les  deux  autres  sont  extérieurs. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  détermine  dans  le  cône  une 
conique  qui  a  son  centre  sur  cet  axe  et  ses  axes  parallèles  aux  deux  au- 
tres axes  du  cône.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  intérieur  du  cône 
donne  une  ellipse,  et  tout  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  deux  autres 
axes  donne  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  deux 
génératrices  du  cône  parallèles  au  plan  sécant.  On  nomme  axe  principal  du 
cône  Taxe  intérieur  ;  grand  axe  celui  qui  est  parallèle  au  grand  axe  de 
l'ellipse  suivant  laquelle  le  cône  est  coupé  par  un  plan  normal  à  l'axe 
principal;  petit  axecéim  qui  est  parallèle  au  petit  axe  de  la  même  ellipse  ; 
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on  appelle  plan  de  la  grande  section  le  plan  de  Taxe  principal  et  du  grand 
axe  ;  plan  de  la  petite  section  le  plan  de  Taxe  principal  et^da  petit  axe  ; 
pian  principal  le  plan  du  grand  et  du  petit  axe.  Le  plan  principal  ne 
coupe  le  cône  suivant  aucune  arête;  de  tous  les  plans  conduits  par  Taxe 
principal,  le  plan  de  la  grande  section  et  le  plan  de  la  petite  section  sont 
ceux  qui  coupent  le  cône  suivant  les  deux  arôtes  qui  font  entre  elles  res- 
pectivement l'angle  maximum  et  l'angle  minimum.  Les  plans  tangents  au 
cône  menés  par  le  grand  axe  le  touchent  suivant  les  deux  arêtes  conte- 
nues dans  le  plan  de  la  petite  section  ;  les  plans  tangents  conduits  par  le 
petit  axe  touchent  le  cône  suivant  les  deux  arêtes  contenues  dans  le  plan 
de  la  grande  section;  enfin,  par  Taxe  principal,  on  ne  peut  mener  aucun 
plan  tangent  au  cône. 

Le  cône  est  de  révolution  quand  la  section  par  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  intérieur  est  un  cercle. 

ild3.  11  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au  n**  1190,  sur  les  sections  circu- 
laires des  surfaces  du  second  ordre,  que  tout  cône  du  second  ordre  admet 
deux  plans  cycliques  réels  passant  par  Tun  des  axes  et  également  inclinés 
sur  les  plans  principaux  qui  contiennent  cet  axe.  Tout  cône  du  second 
ordre,  admettant,  d'après  cela,  deux  séries  de  sections  circulaires,  peut 
être  considéré  de  deux  manières  comme  un  cône  à  base  circulaire.  Les 
propriétés  des  sections  circulaires  des  cônes  du  second  ordre  ont  déjà  été 
étudiées  aux  n^  841,. . .,  876.  Ajoutons  seulement  ici  que  les  deux  plans 
cycliques  passent,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement,  par  le  grand 
axe  et,  par  suite,  sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  petite  section. 

1194.  Si  par  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  on  mène  des  droites 
perpendiculaires  à  tous  les  plans  tangents,  on  obtient  un  second  cône  de 
même  sommet  et  qui  est  dit  supplémentaire  du  premier.  Le  cône  supplé- 
mentaire d'un  cône  du  second  ordre  est  aussi  du  second  ordre  ;  en  d'autres 
termes,  tout  plan  mené  par  le  sommet  ne  peut  le  couper  que  suivant  deux 
arêtes;  car  si  un  tel  plan  le  coupait  suivant  trois  arêtes,  ces  arêtes  seraient 
normales  à  trois  plans  tangents  au  cône  proposé,  lesquels  plans  passeraient 
par  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  des  trois  arêtes,  ce  qui  est 
absurde,  puisque  par  une  droite  on  ne  peut  mener  que  deux  plans  tan- 
gents à  un  cône  du  second  ordre.  Si  un  cône  X'  est  supplémentaire  d'un 
cane  2  du  second  ordre,  inversement  1  est  supplémentaire  de  If,  En  effet, 
deux  arêtes  infiniment  voisines  du  cône  2'  sont  perpendiculaires  à  deux 
plans  tangents  au  cône  2  infiniment  voisins  ;  le  plan  de  ces  deux  arêtes  est 
donc  perpendiculaire  à  l'intersection  de  ces  deux  plans  tangents;  en  d'au- 
tres termes,  les  plans  tangents  à  s' sont  perpendiculaires  aux  arêtes  de  s. 

On  aperçoit  immédiatement  que  :  i^à  une  arête  de  2 et  au  plan  tangent 
conduit  par  cette  arête,  répondent  élans  X'  un  plan  tangent  et  son  arête 
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de  contact;  a**  à  une  droite  et  à  son  plan  poiaire  par  rapport  à  2  ré-" 
pondent  un  plan  et  sa  polaire  par  rapport  à  ^  ;  3®  'à  eleux  droites 
conjuguées  de  X  répondent  deux  plans  conjugués  de  ^;  4*  à  deux  droites 
menées  arbitrairement  par  le  sommet  de  2  répondent  dans  Z'  eleux  plans 
faisant  entre  eux  un  angle  supplémentaire  de  celui  des  deux  droites; 
5°  aux  trois  axes  de  Z  répondent  les  trois  plans  diamétraux  conjugués 
rectangulaires  de  l!;  à  Taxe  principal  de  z  répond  le  plan  principal  de  Jf, 
et  les  deux  cônes  ont  même  axe  principal  et  même  plan  principal;  mais  le 
plan  de  la  grande  section  de  Tun  est  le  plan  de  la  petite  section  de  l'autre, 
de  sorte  que  le  grand  axe  de  l'un  est  le  petit  axe  de  l'autre. 

n  résulte  de  là  que  les  propriétés  des  canes  du  second  degré  sont  elou- 
blés  y  comme  celles  des  trièdreset  des  triangles  sphériques. 

il95.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  on  nomïXiQ  focales  les  deux 
droites  menées  par  le  sommet  perpendiculairement  aux  plans  cycliques 
du  cône  supplémentaire  ;  ces  deux  droites  sont  donc  situées  dans  le  plan 
de  la  petite  section  du  cône  supplémentaire,  et  par  conséquent  dans  le 
plan  de  la  grande  section  du  cône  considéré. 

Tout  plan  o  perpendiculaire  à  une  focale  F  coupe  le  cône  suiçant  une 
conique  qui  a  pour  foyer  le  pied  f  de  cette  droite,  U  suffît  pour  établir 
ce  théorème  de  prouver  que  tout  couple  de  droites  conjuguées  par 
rapport  à  la  conique  et  passant  par  /  est  rectangulaire.  Or,  deux 
droites  conjuguées  du  cône  supplémentaire,  comprises  dans  un  plan 
cyclique  de  ce  cône,  sont  rectangulaires,  puisqu'elles  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  la  section  circulaire  faite  par  un  plan  pa- 
rallèle à  ce  plan  cyclique  ;  donc  deux  plans  conjugués  du  cône  primitif, 
menés  par  la  focale  F  qui  est  perpendiculaire  à  ce  plan  cyclique,  sont 
aussi  rectangulaires.  Le  plan  fr  coupe  donc  le  cône  suivant  une  conique, 
et  les  deux  plans  conjugués  suivant  deux  droites  rectangulaires,  telles 
que  le  pôle  de  l'une  par  rapport  à  cette  conique  soit  sur  l'autre. 

Puisque  dans  deux  cônes  supplémentaires  les  droites  focales  de  Vun 
répondent  aux  plans  cycliques  de  l'autre,  à  chaque  propriété  des  focales 
répondra,  par  la  considération  du  cône  supplémentaire,  une  propriété  des 
plans  cycliques,  et  inversement.  Voici  les  plus  importantes  de  ces  pro- 
priétés. 

1196.  Nous  savons  que  la  polaire  d'un  plan  cyclique  est  le  diamètre,  lieu 
des  centres  des  sections  circulaires  parallèles  à  ce  plan  cyclique.  D'ailleurs, 
à  un  plan  cyclique  et  à  sa  polaire  répondent,  dans  le  cône  supplémentaire, 
une  ligne  focale  et  son  plan  polaire.  De  même  que  dans  les  coniques  on 
donne  le  nom  de  directrice  à  la  polaire  du  foyer,  on  donne  dans  les  cônes 
le  nom  de  plan  directeur  dJi  plan  polaire  d'une  focale.  Ainsi,  un  cône  du 
second  ordre  a  deux  focales  et,  par  suite,  deux  plans  directeurs.  Cela  posé, 
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voici  les  propriétés  fondamentales  des  plans  cycliques  et  des  focales;  les 
théorèmes  sont  disposés  sur  deux  colonnes  ;  de  cette  manière,  on  trouve 
à  côté  Tune  de  l'autre  \e& proposUions  corréleUivesy  c'est^-dire  les  proposi- 
tions qui  résultent  Tune  de  Tautre  par  la  considération  du  cône  supplé- 
mentaire, et  il  suffît  chaque  fois  de  démontrer  Tune  de  ces  deux  propo- 
sitions. 


Dans  tout  cône  du  second  ordre, 
les  sinus  des  angles  que  chaque  plan 
tangent  fait  avec  un  plan  cyclique 
et  avec  la  polaire  de  ce  plan  cyclique 
ont  un  rapport  constant. 


Dans  tout  cône  du  second  ordre^ 
les  sinus  des  angles  que  chaque  arête 
forme  avec  une  ligne  focale  et  avec 
le  plan  directeur  correspondant  ont 
un  rapport  constant. 


En  effet,  coupons  le  cône  par  un  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique  et, 
du  centre  de  cette  section  circulaire,  qui  est  un  point  de  la  polaire  du 
plan  cyclique,  abaissons  une  perpendiculaire  sur  un  plan  tangent  au  cône. 
Le  sinus  de  Tangle  du  plan  tangent  et  du  plan  du  cercle  est  égal  à  cette 
perpendiculaire  divisée  par  le  rayon  du  cercle  ;  le  sinus  de  Tangle  du 
plan  tangent  et  de  Taxe  polaire  du  plan  cyclique  est  égal  à  la  même  per- 
pendiculaire divisée  par  la  distance  du  sommet  du  cône  au  centre  de  la 
section  circulaire.  Le  rapport  des  sinus  ne  dépend  donc  que  du  rayon 
du  cercle  et  de  la  distance  de  son  centre  au  sommet,  et  nullement  du 
plan  tangent  considéré. 


Tout  plan  tangent  à  un  cône  du 
second  ordre  coupe  les  deux  plans 
cycliques  suivant  deux  droites  éga- 
lement inclinées  sur  l'arête  de  con- 
tact. 


Les  plans  menés  par  les  deux 
focales  d^un  cône  du  second  ordre 
et  par  une  arête  quelconque  sont 
également  inclinés  sur  le  plan  tan- 
gent suivant  cette  arête. 


En  effet,  coupons  le  cône  par  deux  plans  parallèles  à  ses  deux  plans 
cycliques  ;  les  sections  seront  deux  cercles  situés  sur  une  même  sphère. 
Une  arête  quelconque  du  cône  coupe  ces  cercles,  et  les  tangentes  à  ces 
cercles  aux  i)oinls  de  rencontre  obtenus  sont  situées  dans  le  plan  tangent 
au  cône  suivant  Tarôte  considérée;  ces  deux  droites  étant  tangentes  à 
une  même  sphère  et  comprises  dans  un  même  plan  sont  également  incli- 
nées sur  la  corde  qui  unit  les  points  de  contact,  c'est-à-dire  sur  Tarête  du 
cône,  et,  lorsque  ces  droites  sont  parallèles  à  celles  suivant  lesquelles 
le  plan  tangent  coupe  les  plans  cycliques,  le  théorème  est  démontré. 


La  somme  (o\x  la  différence)  des 
angles  dièdres  que  chaque  plan 
tangent  à  un  cône  du  second  ordre 
forme  avec  les  deux  plans  cycliques 
est  constante. 


La  somme  (ou  la  différence)  des 
angles  que  chaque  arête  d*un  cône 
eiu  second  ordre  forme  avec  les  deux 
focales  est  constante. 
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Dans  les  deux  cas  précédents,  nous  avons  démontré  le  théorème  de 
gaache  ;  ici,  nous  démontrerons  le  théorème  de  droite.  Il  suffit  à  cet  effet  de 
considérer  ce  qui  se  panse  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet  du 
cône.  Une  nappe  du  cône  coupe  la  sphère  suivant  une  courbe  qu'on  nomme 
elUpse  sphériqtœy  et  les  deux  points  déterminés  sur  cette  portion  de  sphère 
par  lesfocales  du  cône  sont  dits  les  foyers  de  cette  conique.  Cela  posé,  si 
M  est  un  point  de  cette  conique  sphérique  et  si  F  et  F'  sont  ses  foyers, 
il  suffît  de  prouver  que  la  somme  des  arcs  de  grand  cercle  FM  h-  PM  est 
constante,  sachant,  d'après  le  théorème  précédent,  que  l'arc  de  grand 
cercle  tangent  à  la  conique  au  point  M  est  également  incliné  sur  les 
deux  arcs  vecteurs  MF  et  MF'.  Le  raisonnement  est  analogue  à  celui 
du  n«  1007. 

De  là  résulte  un  nouveau  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  considérer 
les  propositions  qui  précèdent  et,  en  général,  les  propriétés  des  cônes  du 
second  ordre.  Il  n*entre  pas  dans  notre  plan  de  développer  ce  nouvel 
ordre  d'idées  ni  d'insister  davantage  sur  les  propriétés  des  cônes.  Nous 
renverrons  le  lecteur  aux  Mémoires  de  M.  Chasles  sur  les  propriétés  gé- 
nérales des  cônes  du  second  ordre  et  des  coniques  sphériques,  qui  font 
partie  du  tome  YI  du  Recueil  de  r Académie  de  Bruxelles  (  année  1 829). 
Nous  ajouterons  seulement  ici  quelques  détails  sur  la  définition  des  coni- 
ques sphériques. 

il 97.  Une  conique  sphérique  est  l'ensemble  des  deux  courbes  fermées 
dites  ellipses  sphériques,  suivant  lesquelles  un  cône  du  second  ordre  coupe 
une  sphère  ayant  le  sommet  pour  centre.  Ces  deux  courbes  sont  symé- 
triques par  rapport  à  chacun  des  trois  grands  cercles  suivant  lesquels 
les  plans  diamétraux  principaux  du  cône  coupent  la  sphère. 

Considérons  le  plan  principal  du  cône,  et  ne  prenons  que  l'hémisphère 
et  la  nappe  du  cône  situés  au-dessus  de  ce  plan.  Cette  nappe  déterminera 
sur  la  sphère  une  ellipse  sphérique  dont  le  centre  et  les  sommets  seront 
les  points  où  la  sphère  est  percée  par  l'axe  principal  et  par  les  généra- 
trices situées  dans  les  plans  de  la  grande  et  de  la  petite  section  ;  les  foyers 
répondront  aux  lignes  focales;  les  plans  cycliques  du  c^ne  couperont 
l'hémisphère  considéré  suivant  deux  demi-grands  cercles  ayant  le  grand 
axe  du  cône  pour  diamètre  commun  :  ce  grand  axe  est  compris  dans  le  plan 
du  \A\ï%  grand  arc  diamètre  de  l'ellipse  sphérique,  et  ces  deux  demi-grands 
cercles  dits  arcs  cycliques  de  l'ellipse  sphérique  sont  perpendiculaires  au 
plus  petit  arc  diamètre  de  l'ellipse  et  ne  rencontrent  jamais  cette  courbe. 

Considérons  en  second  lieu  le  plan  de  la  petite  section  du  cône,  et  la 
partie  de  la  conique  sphérique  située  d'un  seul  côté  de  ce  plan;  elle 
est  composée  de  deux  branches,  moitiés  des  deux  ellipses  sphériques  et 
symétriques  par  rapport  au  plan  diamétral  perpendiculaire  à  Taxe  prin- 
cipal du  cône  ;  on  lui  donne  le  nom  ^hypifhole  sphérique.  Son  centre 
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est  le  point  où  le  grand  axe  du  cône  perce  l'hémisphère  qui  contient  la 
courbe,  et  ses  foyers,  intersections  de  cet  hémisphère  et  des  lignes  focales, 
se  trouvent  sur  Tare  de  grand  cercle  qui  unit  les  deux  seuls  sommets  de 
la  courbe.  Pour  tout  point*  M  de  Thyperbole  sphérique,  c'est  la  différence 
(et  non  la  somme)  des  arcs  vecteurs  MF  et  MP  qui  est  constante.  Quant 
aux  plans  cycliques  du  cône,  ils  coupent  l'hémisphère  suivant  deux  demi- 
grands  cercles  passant  par  le  centre  de  l'hyperbole  et  également  inclinés 
sur  Tare  qui  joint  les  foyers  ;  ce  sont  les  arcs  cycliques  de  l'hyperbole. 

Enfin,  si  l'on  considérait  l'hémisphère  situé  d'un  côté  du  plan  de  la  grande 
section  du  cône,  lequel  plan  contient  les  lignes  focales,  on  aurait  deux 
moitiés  de  demi-ellipses  sphériques  se  présentant  leurs  concavités  et  dont 
l'ensemble  forme  une  troisième  espèce  de  courbe  sphérique.  Cette  courbe 
a  un  centre  y  intersection  delà  sphère  et  du  petit  axe  du  cône,  quatre  foyers 
situés  dans  le  plan  de  la  grande  section  du  cône,  et  deux  arcs  cycliques 
situés  entre  les  deux  branches  de  la  courbe  et  perpendiculaires  à  Tare  de 
grand  cercle  qui  joint  les'deux  sommets. 

Les  trois  courbes  que  nous  venons  de  considérer  sont  des  portions  de 
la  courbe  unique,  dite  conique  sphérique^  qui  est  l'intersectUon  complète  de 
la  sphère  et  du  cône. 

Â  une  conique  sphérique  répond  une  conique  sphérique  supplémen- 
taire :  c'est  l'intersection  de  la  sphère  par  le  cône  supplémentaire  de  celui 
qui  produit  la  première  conique.  On  peut  aussi  parvenir  directement  à 
cette  conique  supplémentaire  en  la  considérant  comme  l'enveloppe  des  arcs 
de  grands  cercles  dont  les  plans  sont  normaux  aux  rayons  de  la  sphère  me- 
nés par  les  différents  points  de  la  conique  primitive. 

Les  arcs  cycliques  de  l'une  des  coniques  sont  dans  les  plans  diamétraux 
perpendiculaires  aux  diamètres  de  la  sphère  qui  passent  par  les  foyers  de 
l'autre  conique. 

Les  deux  théorèmes  relatifs  à  l'invariabilité  de  la  somme  ou  de  la  diffé- 
rence des  arcs  vecteurs  d'une  conique  sphérique,  et  à  l'égale  inclinai- 
son de  l'arc  de  grand  cercle  tangent  sur  les  arcs  vecteurs,  sont  dus  à 
M.  Magnusde  Berlin  {Annales  de  Gergonncy  iS^S). 

1198.  Pur  deux  sections  planes  quelconques  d*une  surface  du  second 
ordre,  on  peut  toujours  faire  passer  deux  cônes.  En  effet,  considérons  la 
droite  L'  conjuguée  de  l'intersection  L  des  deux  plans,  c'est-à-dire 
de  la  sécante  commune  aux  deux  courbes  ;  par  cette  droite  L'  et  par  un 
point  m  quelconque  de  l'une  des  courbes,  menons  un  plan,  et  soient/? et  ^ 
les  points  communs  à  ce  plan  et  à  la  seconde  courbe  ;  du  point  s  où  mp 
rencontre  L',  projetons  la  première  courbe  sur  le  plan  de  la  seconde; 
cette  seconde  courbe  et  la  projection  de  la  première  se  confondront,  car 
ce  sont  des  coniques  ayant  trois  points  communs,  dont  deux,  situés  sur 
la  sécante  commune  L,  sont  des  points  de  contact.  Le  point  ^  est  donc  le 
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sommet  d'un  cône  passant  par  les  deux  courbes,  et  rintersection  de  L'  et 
dem^  serait  le  sommet  s'  d*un  second  cônejouissant  de  la  même  propriété. 

Les  deux  cônes  se  touchent  aux  deux  points  qui  sont  communs  aux 
deux  courbes  plaues.  On  peut  montrer  que  réciproquement  deux  cônes 
du  second  ordre,  qui  ont  deux  plans  tangents  communs,  se  coupent  sui-^ 
vant  deux  courbes  planes.  Plus  généralement,  deux  surfaces  de  second 
ordre  qui  se  touchent  en  deux  points  a  et  b  se  coupent  suivant  deux 
courbes  planes.  En  effet,  c  étant  un  troisième  point  commun,  le  plan  abe 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  qui  se  confondent,  puis- 
qu'elles ont  trois  points  communs  a,  6,  r,  et  les  mômes  tangentes  aux 
points  a  et  b.  Voilà  donc  une  conique  commune  aux  deux  surfaces.  Mais 
rintersection  complète  de  deux  surfaces  du  second  ordre  est  du  quatrième 
ordre,  car  tout  plan  transversal,  donnant  une  conique  dans  chaque  sur- 
face, coupe  rintersection  des  deux  sur(aces  en  quatre  points  (  réels  ou 
imaginaires).  Donc,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  Tinlersection  se  compose 
de  la  conique  que  nous  avons  déjà  déterminée  et  d'une  seconde  conique. 

La  seconde  conique  passe,  comme  la  première,  par  les  points  aet  b; 
car  on  verrait,  comme  ci-dessus,  que  si  d  est  un  point  de  rintersection, 
non  situé  sur  la  première  conique,  le  plan  abd  coupe  les  deux  surfaces 
suivant  une  conique  commune  qui,  par  conséquent,  n'est  autre  que  la  se- 
conde conique  considérée. 

n  résulte  de  là  que,  si  deux  surfaces  du  second  degré  se  touchent  en 
trois  points  a,  6,  c,  elles  se  raccordent  le  long  d* une  ligne  plane.  L'inter- 
section des  deux  surfaces  doit  en  effet,  d'après  Talinéa  précédent,  se  com- 
poser de  deux  coniques  dont  les  plans  passent  à  la  fois  par  a,  ^,  c  ;  ces 
deux  coniques  coïncident  donc  et  forment  une  conique  double  suivant 
laquelle  les  deux  surfaces  sont  circonscrites  Tune  à  l'autre. 

SURFACES  RÉGLÉES  DU  SECOND  ORDRE. 

1199.  On  dit  que  deux  faisceaux  de  plans  (584)  sont  homographiques 
lorsqu'on  peut  trouver  deux  droites  sur  lesquelles  ils  tracent  deux  divi- 
sions homographiques;  une  droite  quelconque  est  alors  coapée  par  le 
premier  faisceau  suivant  une  division  homograpbique  de  celle  que  le  se- 
cond faisceau  détermine  sur  une  seconde  droite  quelconque.  Le  rapport 
anbarmonique  de  quatre  plans  quelconques  du  premier  faisceau  est  égal 
an  rapport  anbarmonique  des  quatre  plans  homologues  de  l'autre  fais- 
ceau, etc. 

La  surface  réglée,  lieu  des  intersections  des  plans  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiques,  est  du  second  ordre;  car,  si  on  la  coupe  par 
un  plan  quelconque  a,  les  deux  faisceaux  de  plans  coupent  ce  plan  o 
suivant  deux  faisceaux  de  droites  qui  sont  homographiques,  et  la  section 
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de  la  surface  sur  ce  plan  v  esl  le  lieu  des  intersections  des  rayons  homo- 
lo<;ues  de  ces  deux  faisceaux  de  droites,  c'est-à-dire  (1126)  une  conique, 
tl  existe  donc  des  surfaces  réglées  du  second  ordre. 

1200.  Réciproquement,  toute  suif  ace  réglée  du  second  ordre  petit  être 
considérée  comme  le  lieu  des  intersections  des  plans  homologues  de  deux 
faisceaux  de  plans  homographiques .  Nous  décomposerons  la  démonstra- 
tion en  plusieurs  parties,  et  elle  nous  permettra  de  mettre  en  évidence 
les  principales  propriétés  de  ces  surfaces  réglées. 

1°  Trois  droites  A,  B,  C,  appartenant  à  la  surface,  ne  peuvent  passer 
par  un  même  point  o,  à  moins  que  toutes  les  droites  de  la  surface  ne 
passent  par  ce  point.  Car,  toute  autre  droite  D  de  la  surface,  ne  passant 
pas  par  le  sommet  o  du  trièdre  formé  par  Â,  B,  G,  aurait  au  moins  avec 
Tune  des  faces  de  ce  trièdre  un  point  commun  non  situé  sur  les  arêtes; 
par  suite,  le  plan  de  cette  face  aurait  en  commun  avec  la  surface  deux 
arêtes  du  trièdre  et  de  plus  un  point  extérieure  ces  arêtes,  de  sorte  que  le 
degré  de  la  section  serait  supérieur  au  second.  Les  surfaces  réglées  du 
second  ordre  se  partagent  donc  en  deux  groupes  :  Tun  relatif  aux  surfaces 
dont  toutes  les  génératrices  passent  par  un  même  point,  l'autre  relatif 
aux  surfaces  dont  trois  droites  ne  passent  jamais  par  un  même  point.  Les 
surfaces  du  premier  groupe  sont  les  cônes,  et  en  particulier  les  cyUndres 
lorsque  le  point  de  concours  de  toutes  les  génératrices  est  à  Tinfini.  Les 
cônes  du  second  degré  jouissent  évidemment  de  la  propriété  énoncée  ; 
car  toute  section  faite  par  un  plan  ne  contenant  pas  le  sommet  est  une 
conique  qui  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  intersections  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  ;  les  plans  déter- 
minés par  les  génératrices  fixes  qui  aboutissent  aux  centres  de  ces  deux 
faisceaux  et  par  la  génératrice  variable  qui  aboutit  à  un  point  quelconque 
de  la  conique  sont  donc  homographiques.  Nous  n^avons  par  conséquent 
à  considérer  que  les  surfaces  réglées  proprement  dites,  c'est-à-dire  celles 
dont  trois  droites  ne  passent  jamais  par  un  même  point. 

a°  Soit  G  Tune  des  génératrices  de  la  surface.  Tout  plan  passant  par 
G  donTie  dans  la  surface  une  conique  qui  se  compose  nécessairement  de 
la  droite  G  et  d'une  autre  droite.  Si  Ton  coupe  la  surface  par  une  série 
de  plans  7, 7 , 7",...,  passant  par  G,  on  obtiendra  donc  une  série  de  droites 
L,  L',  L",...,  qui  formeront  un  système  de  génératrices  rectilignes.  Toutes 
ces  droites  rencontrent  G  en  des  points  différents,  sans  quoi  par  un  même 
point  passeraient  trois  droites  de  la  surface;  par  suite,  deux  quelconques 
des  génératrices  L,  L\  L'',...  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan.  Actuelle- 
ment, par  l'une  L  de  ses  droites,  menons  une  série  de  plans  X,X',X'',...  ; 
nous  obtiendrons  une  nouvelle  série  de  droites  G,  G',  G",. «m  dont  G  fera 
évidemment  partie  et  qui  formeront  un  second  système  de  génératrices 
rectilignes;  on  verra  comme  ci-dessus  que  deux  quelconques  de  ces 


LIYBI  TIII.  —    LES  GOOEBBS  USUELLES.  44? 

génératrices  ne  sauraient  être  dans  un  même  plan.  Donc,  en  résumé,  la 
surface  admet  deux  systèmes  (G)  et  (L)  de  génératrices  rectilignes  ;  par 
un  point  quelconque  m  de  la  surface  passe  une  génératrice  de  chaque 
système  (ces  deux  génératrices  sont  fournies  par  les  plans  menés  par  m 
et  chacune  des  deux  droites  fixes  G  et  L)  ;  /^  plan  de  ces  deux  généra- 
trices est  le  plan  tangent  en  m  à  la  surface.  Deux  génératrices  d'un 
même  système  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan;  une  génératrice  quel- 
conque (le  Vun  des  systèmes  rencontre  toutes  celles  de  Vautre  système, 

3^  Puisque  trois  droites  suffisent  pour  régler  le  mouvement  d'une  droite 
mobile  assujettie  à  s'appuyer  sur  elles,  et  qu'une  génératrice  de  Tun  des 
systèmes  doit  rencontrer  toutes  celles  de  l'autre  système,  on  voit  que  la 
surface  peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  droite  qui  ren^ 
contre  sans  cesse  trois  droites  fixes  L,  L',  L". 

4*  Sur  l'une  L  de  ces  trois  droites  fixes  prenons  une  série  de  points  a, 
6,  c,  r/,...  ;  par  chacun  de  ces  points  et  par  les  deux  autres  droites  fixes 
L/et  L'  menons  deux  plans;  nous  obtiendrons  ainsi  deux  faisceaux  de 
plans  homographiques  dont  L' et  L'  seront  les  axes  et  tels,  que  les  inter- 
sections des  plans  homolo^es  rencontrent  les  trois  directrices  L,  L',  L', 
c'est-à-dire  soient  des  génératrices  de  la  surface.  La  surface  est  donc  le 
lieu  des  intersections  des  plans  homologues  de  deux  faisceaux  de  plans 
homographiques,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Nous  avons  vu  (i*")  que  les  cônes  rentrent  dans  cette  définition;  ils 
répondent  aux  cas  où  les  axes  des  deux  faisceaux  se  rencontrent  ;  quand 
les  axes  sont  parallèles,  les  cônes  deviennent  des  cylindres. 

1201.  Voici  encore  d'autres  propriétés  importantes  des  surfaces  réglées 
proprement  dites  du  second  ordre. 

Le  faisceau  de  plans  passant  par  L'  rencontre  les  deux  autres  directrices 
L  et  L' et  détermine  sur  elles  deux  divisions  homographiques;  les  droites 
qui  joignent  les  points  homologues  de  ces  deux  divisions  s'appuient  à  la 
fois  sur  L,  L',  L'  ;  ce  sont  des  génératrices  de  la  surface.  Donc  toute 
surface  réglée  du  second  ordre  est  le  lieu  des  droites  qui  divisent  ftomo^ 
grapfUquement  deux  droites  fixes. 

Tout  plan  passant  par  un  point  quelconque  m  de  la  surface  et  qui  ne 
contient  aucune  des  deux  génératrices  G  et  L  passant  par  ce  point  coupe 
la  surface  suivant  une  conique  qui  passe  par  m  et  qui  ne  se  réduit  pas  à 
deux  droites,  sans  quoi  la  section  serait  d'un  degré  supérieur  au 
second. 

Chaque  point  d'une  section  plane  résulte  de  l'intersection  du  plan  sécant 
et  d'une  génératrice  de  la  surface  ;  toute  section  plane  d'une  surface  réglée 
du  second  ordre  est  donc  réelle.  Par  suite,  en  appliquant  cette  remarque 
an  plan  polaire  rs  d'un  point  quelconque  p  de  l'espace,  on  voit  que  tout 
point  de  l'espace  est  le  sommet  d^un  cône  réel  circonscrit  à  la  surface. 
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Le  plan  de  l'infiai  délermine  une  section  réelle  qui  est  :  ou  uoe  conique 
ordioaire,  ou  un  syalème  de  deux  droites;  la  surface  prend  dans  le  pm- 
mier  cas  le  nom  A'hjperboloidè  à  une  nappe,  et  dans  le  second  le  nom  de 
paraboloide  hjperholique. 

HTPBRBOLOÏDB  À  DNB  NAPPB. 

1202.  Nous  avons  nommé  hjrpeiMoïde  à  une  nappe  (_fig.  5tjS)  celle 
des  deux  surfaces  réglées  proprement  dites  du  second  ordre  que  le  plan 
de  l'infini  coupe  suivant  une  conique  C  qui  ne  »e  réduit  pas  à  deux  droitee. 


Le  plan  de  l'infini  n'étant  pas  tangent  a  la  surface  ne  contient  pas  son 
propre  pôle  ;  ce  pèle,  c'est-à-dire  le  centre  île  la  surface,  est  donc  à  dis- 
tance finie.  Si  l'on  transporte  à  ce  centre  o  et  parallËtement  à  elle&mëmes 
toutes  les  génératrices  delà  surface,  les  droites  ainsi  transportées  con- 
servent leurs  mêmes  points  à  l'infini  ;  on  obtient  donc  un  cône  ayant  pour 
sommet  o  et  pour  base  la  conique  C,  et  comme  le  point  o  est  le  pâle 
du  plan  de  la  conique  C,  on  voit  que  ce  cdne  est  langent  à  la  surface 
tout  le  long  de  la  conique  C  située  à  l'infini  ;  ce  c4ne,  enveloppe  des  plans 
tangents  à  l'infini  à  k  surface,  ou,  comme  on  dit  plus  rapidement,  des 
plans  asymptotiques  de  la  surface,  prend  le  nom  de  cône  asymptote  de 
l'hyperboloïde.  La  surface  est  tout  entière  à  l'extérieur  de  ce  cône,  sans 
quoi  il  y  aurait  des  génératrices  qui  le  couperait  i  distance  finie. 

Par  chaque  point  de  la  conique  C  passent  deux  génératrices,  une  de 
chaque  système;  donc  à  chaque  génératrice  d'un  système  répond  dans 
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Vautre  système  une  génératrice  parallèle^  et,  par  suite,  chaque  généra- 
trice  du  cône  asymptote  est  parallèle  à  deux  génératrices  de  la  surface. 
Trois  génératrices  d'un  même  système  ne  sauraient  être  parallèles  à 
un  même  plan,  sans  quoi  les  trois  génératrices  correspondantes  du  cône 
asymptote  seraient  dans  un  même  plan,  ce  qui  est  absurde,  puisque  le 
cône  est  du  second  ordre. 

i203.  Les  sections  planes  de  la  surface  peuvent  être  des  hyperboles,  des 
paraboles  ou  des  ellipses  suivant  les  positions  du  plan  sécant,  car,  suivant 
que  ce  plan  coupe  la  conique  C  en  deux  points,  la  touche  ou  ne  la  ren- 
contre pas,  le  nombre  des  points  à  Tinfini  dans  la  section  est  2,  i  ou  o. 
D'ailleurs^  les  sections  P  et  P,  de  la  surface  et  du  cône  asjrmptote  par  un 
même  plan  quelconque  vs  sont  semblables,  semblablement  placées  et  con- 
centriques. En  effet,  soient  D  et  D'  deux  diamètres  cynjugués  de  la  sec- 
tion P  faite  par  le  plan  o  dans  la  surface;  les  plans  déterminés  par  le 
centre  o  de  l'hyperboloïde  et  par  chacune  des  droites  D  et  D'  seront 
diamétraux  conjugués  par  rapport  à  cet  hyperboloïde  ;  donc  ils  le  seront 
aussi  par  rapport  au  cône,  puisque  (1191  )  le  cône  et  la  surface  ont  les 
mêmes  systèmes  de  droites  et  de  plans  conjugués;  par  suite,  les  intersec- 
tions de  ces  deux  plans  par  le  plan  a,  c'est-à-dire  les  droites  D  et  D 
elles-mêmes,  seront  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  P,  faite  par  le 
plan  tar  dans  le  cône  asymptote.  En  particulier,  les  plans  cycliques  du  cône 
asymptote  coupent  donc  l'hyperboloïde  suivant  des  cercles  ;  on  les  nomme 
plans  cycliques  de  l'hyperboloïde  ;  tout  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique 
donne  une  section  circulaire  (1187). 

1204.  Puisqu'à  tout  diamètre  de  l'hyperboloïde  répond  le  même  plan 
diamétral,  soit  dans  cet  hyperboloïde,  soit  dans  le  cône  asymptote,  Thy- 
perboloïde  et  le  cône  ont  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués 
et,  par  suite,  les  mêmes  axes  et  les  mêmes  plans  principaux.  Des  trois 
axes,  l'un  oz  est  donc  intérieur  (1192),  et  les  deux  autres  ox  et  oy  sont 
extérieurs  et  coupent  seuls  la  surface  :  il  y  a  donc  deux  sommets  imagi- 
naires, et  quatre  sommets  réels;  le  plan  principal  xny  coupe  la  surface 
suivant  une  ellipse  qu'on  nomme  ellipse  de  gorge,  et  les  plans  princi- 
paux xoz  eiyoz  la  coupent  suivant  des  hyperboles.  Toute  section  par  un 
plan  parallèle  au  plan  xoy  est  une  ellipse  semblable  à  l'ellipse  de  gorge 
et  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  hyperboles  principales;  de  là  dé- 
coule un  mode  de  génération  fort  simple  de  la  surface. 

1205.  Si  l'on  projette  toutes  les  génératrices  d'un  hyperboloïde  sur  un 
plan  diamétral  quelconque  tr  à  f  aide  de  projetantes  parallèles. au  eiia- 
mètre  D  conjugué  du  plan  tr,  les  pro/ections  des  génératrices  sont  tan- 
gentes à  la  section  ^  faite  dans  la  surface  par  le  plan  a.  En  effet,  soient 

II.  ag 
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G  UDe  génératrice  quelconque  et  m  le  point  où  elle  rencontre  la  courbe  P. 
Le  plan  tangent  au  point  m  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugné  du 
diamètre  qui  aboutit  en  m,  lequel  plan  diamétral  contient  D;  donc  lo 
plan  tangent  en  m',  passant  par  la  génératrice  G  et  étant  parallèle  a  D, 
«st  précisément  le  plan  projetant  de  cette  génératrice;  par  suite,  laprojec- 
tion  de  cette  génératrice  est  l'intersection  du  plan  b  et  du  plan  tangent 
à  la  surface,  c'est-à-dire  est  la  tangente  en  m  à  le  courbe  P. 

En  particulier,  les  projections  orthogonales  des  génératrices  sur  les  plam 
principaux  enveloppent  l'ellipse  de  gorge  et  les  fij-perboles  principales. 

1206.  Quand  les  deux  axes  réels  ont  la  même  longueur,  l'elltpae  de 
gorge  devient  un  cercle,  et  la  surface,  lieu  des  cercles  dont  les  plans 
sont  perpendiculaires  i  l'axe  os,  et  dont  les  centres  sont  sur  cet  axe,  est 
de  révolution;  cet  Jiyperboloïde  de  révolution  résulte  de  la  rotation  de 
l'hyperbole  principale  autour  de  son  axe  non  transverse. 

PARABOLOÏDE  HrPBBDOLlQUU. 

Ii07.  HaaB a\OB&  afite)é  par^bi)loide  /ixperèoliquc{^g.  599),  celle  des 
deux  surfaces  réglées  proprement  diies  du  second  ordre  qui  a  une  géné- 
ratrice de  chaque  système  G,  el  L,  dans  le  plan  de  l'inlini.  Cette  surface 
est  donc  tangente  à  ce  plan  de  l'inlini,  et  par  suite  le  pôle  de  ce  plan,  c'est- 
à-dire  le  centre  de  la  surface,  est  à  l'infini.  L'un  des  plans  principaux  passe 

Flg.  5gg. 


alors  i  l'infini  ainsi  que  les  deux  axes  qu'il  contient,  et  il  ne  reste  à  distance 
finie  qu'un  seul  axe  et  les  deux  plans  principaux  qui  passent  par  cet  axe, 
auquel  tous  les  diamètres  deviennent  d'ailleurs  parallèles. 

Toul  plan  passant  par  l'axe  donne  dans  la  surface  une  conique  eymé- 
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trique  par  rapport  à  cet  axe  et  dont  le  second  axe  dîâparatt  à  l'infini  ; 
cette  conique  est  donc  une  parabole.  Toutes  ces  paraboles  ont  leur  som- 
met en  un  même  point  commun  à  Taxe  et  à  la  surface,  qu'on  nomme 
sommet  de  la  surface. 

Toute  section  par  un  plan  rs  parallèle  à  Vaxe  est  une  parabole  égale 
à  celle  que  détermine  le  plan  «r'  mené  par  Vaxe  parallèlement  au  plan 
proposé.  En  effet,  d'abord  la  section  par  le  plan  cr  est  une  parabole  puis- 
qu'elle est  semblable  à  la  section  faite  par  le  plan  u'  ;  puis  ces  deux  pa- 
raboles sont  égales,  attendu  que  Tun  des  cônes  qu'on  peut  mener  par  ces 
deux  courbes  (ii98)  dégénère  en  un  cylindre  dont  ces  courbes  sont 
deux  sections  parallèles. 

i208.  Les  sections  par  des  plans  non  parallèles  à  l'axe  sont  des  hyper- 
boles, puisque  ces  plans  coupent  les  génératrices  G,  et  L,  situées  à  Tinfini 
en  deux  points.  Étudions  spécialement  les  sections  hyperboliques  dont 
les  plans  sont  normaux  à  Taxe.  Désignons  par  o  le  sommet,  par  ox  la 
partie  de  Taxe  située  à  droite  de  o  et  par  oa^  la  partie  de  Taxe  située  à 
gauche.  Le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  mené  par  le  sommet  o  est  tangent 
à  la  surface,  puisqu'il  est  conjugué  à  la  direction  ox\  il  contient  donc 
deux  génératrices  que  nous  nommerons  og  et  o/,  et  c'est  à  ces  deux 
droites  que  se  réduit  ici  la  section  hyperbolique.  L'hyperbole  obtenue  en 
coupant  par  tout  autre  plan  normal  à  Taxe  doit  donc  avoir  ses  asymptotes 
parallèles  k  og  ^i  k  ol\  ces  asymptotes  sont  donc  les  intersections  du  plan 
considéré  et  des  deux  plans  fixes  gox^  lox\  par  suite,  si  Ton  désigne  par 
ou  et  ov  la  bissectrice  de  l'angle  gol  et  celle  de  son  supplément,  les 
plans  tfox,  p(7x,  devront  contenir  les  axes  de  toutes  ces  hyperboles,  de 
sorte  que  ces  plans  sont  les  plans  principaux;  ils  coupent  la  surface 
suivant  deux  paraboles  ayant  même  sommet  o^  et  pour  axe  l'une  ox, 
l'autre  ox'  ;  car,  si  ces  paraboles  principales  étaient  tournées  du  même 
côté,  par  exemple  toutes  les  deux  à  droite  de  a,  les  sections  hyperboliques 
faites  par  des  plans  normaux  à  l'axe  et  à  droite  de  o  auraient  quatre 
sommets  réels,  ce  qui  est  absurde.  Ainsi,  en  résumé,  les  hyperboles  ob- 
tenues en  coupant  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont  situées  :  à 
droite  du  sommet,  dans  l'un  des  angles  formés  par  les  plans  gox^  lox  (et 
dans  son  opposé  ]  ;  et  à  gauche  du  sommet,  dans  le  supplément  de  cet 
angle  (et  dans  son  opposé). 

1209.  Tout  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  principaux  coupant  la  sur- 
face suivant  une  parabole  égale  à  celle  que  détermine  ce  plan  princi- 
pal, on  voit  que  la  surface  peut  être  engendrée  par  Vune  des  paraboles 
principales  glissant  parallèlement  à  elle-même  de  façon  que  son  sommet 
décrive  Vautre  parabole  principale;  ce  mode  de  génération  est  celui  qui 
révèle  le  plus  nettement  la  forme  de  la  surface.  Ajoutons  quV/z  projection 

29. 
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orthogonale  surdon  plan  principal  les  génératrices  enveloppent  la  para^ 
bole  principale  correspondante. 

1210.  Le  plan  gox^  coupant  la  surface  suivant  une  première  généra- 
trice ogy  doit  la  couper  encore  suivant  une  génératrice  du  système  op- 
posé ;  et  cette  seconde  génératrice  doit  être  à  Tinfini,  sans  quoi  Taxe  ox 
rencontrerait  la  surface  en  deux  points  à  distance  finie;  c'est  donc  la 
génératrice  L^.  Or  toute  autre  génératrice  G  du  même  système  que  o^  est 
dans  un  même  plan  tr  avec  L,  ;  les  deux  plans  a  et  gox  ayant  leur  inter- 
section L,  à  l'infini  sont  parallèles  ;  donc  G  est  parallèle  au  plan  gox.  Ainsi, 
toutes  les  génératrices  d'un  système  sont  parallèles  au  plan  gox^  et 
l'on  verrait  de  même  que  toutes  les  génératrices  de  Vautre  système  sont 
parallèles  au  plan  lox.  Les  deux  plans  fixes  ^x,  lox^  prennent  le  nom  de 
plans  directeurs  de  la  surface.  Il  résulte  du  n^  1208  que  les  plans  princi- 
paux divisent  en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres  formés  par  les 
plans  directeurs. 

Toutes  les  génératrices  d'un  système  étant  parallèles  à  un  même  plan, 
ces  droites  divisent  deux  génératrices  quelconques  de  Tautre  système  en 
parties  proportionnelles  ;  et  la  surface  peut  être  considérée  comme  engen- 
drée par  une  droite  mobile  formant  sur  deux  droites  fixes  deux  divisions 
komograpliiques  semblables.  Cette  propriété  est  très-utile  dans  les  ap* 
plications;  on  l'utilise  aussi  pour  construire  des  modèles  en  fil  de  la 
surface. 

SURPAGES  DU  SECOND  ORDRE  NON  RÉGLÉES. 

1211.  Il  nous  reste  à  étudier  les  surfaces  non  réglées  du  second  ordre. 

Tout  plan  tangent  a  à  Tune  quelconque  de  ces  surfaces  en  un  point  a 
n'a  en  commun  avec  cette  surface  que  le  point  a  ;  car,  s'il  en  avait  un 
autre  b^  la  droite  ab  serait  commune  au  plan  a  et  au  plan  polaire  p  de  6; 
elle  serait  donc  sa  propre  polaire,  et  chacun  de  ses  points  étant  à  lui- 
même  son  conjugué  serait  sur  la  surface.  Il  y  aurait  donc  sur  la  surface 
une  droite  ab^  et,  par  suite,  il  y  en  aurait  une  infinité. 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  mène  de  part  et  d'autre  d'un  plan  tangent  2 
deux  plans  parallèles  et  infiniment  voisins,  un  seul  de  ces  deux  plans 
rencontrera  la  surface.  Il  y  a  donc  dans  l'espace  des  plans  qui  ne  ren- 
contrent pas  la  surface,  des  plans  qui  la  coupent,  et  des  plans  qui  n'ont 
qu'un  point  commun  avec  elle  ;  les  pôles  de  ces  plans  sont  pour  les  pre- 
miers intérieurs  à  la  surface,  pour  les  seconds  extérieurs,  et  pour  les 
derniers  situés  sur  la  surface. 

On  classe  les  surfaces  non  réglées  du  second  ordre  par  la  considération 
du  plan  langent  à  Tinfini.  Ce  plan  peut  être  extérieur  à  la  surface,  la 
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loactaer  ou  la  conper  suivant  une  conique  qui  diffère  de  deux  droites.  De 
là  trots  surfeces  distinctes  auxquelles  on  donne  les  noms  suivants  : 

Sni-AieM   do    ««eondl       " ■'""."1.'," 

ordwwriwquelle. P"«"''"    '"  P""    ***  '"'■ipar-toforA.i6>«îB«. 

OD  ne  peut  placerl  

■•u^uoe  droite.  cc.upéep.rlepl.nderinfini| 

I     sniTUitnne  conique  ordi-iHj-perMotdeàatuxnappei. 

Noua  allons  décrire  successivement  ces  trois  surbces. 


BLLIPSOIDK. 

1212.  L'ellipsoïde  (Jlg.  600],  n'ayant  aucun  point  à  l'inSni,  n'admet 
que  des  seclions  planes  elliptiques.  Le  centre  est  imérieur  à  la  surAice 
et,  par  suite,  les  trois  aies  rencontrent  la  surface  chacun  en  deux  points 
réels;  ces  trois  axes  ont  généralement  des  longueurs  différentes;  combi- 
nés deux  â  deux,  ils  forment  les  axes  des  trois  ellipses  principales.  Les 
sections  par  des  plans  parallèles  à  un  plan  principal  sont  des  ellipBOS  sem- 
blables à  l'ellipse  principale  correspondante,  et  dont  les  sommeU  sont 
situés  sur  les  deux  autres  ellipses  principales;  de  là  un  mode  de  géné- 
ration très-eipressif  de  la  surface. 


Les  deux  pions  cycliques  passent  évidemment  par  l'axe  moyen;  leurs 
traces  sur  le  plan  des  deux  autres  axes  sont  les  diamètres  communs  à 
l'ellipse  principale  située  dans  ce  plan  et  au  cercle  concentrique  décrit 
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avec  un  rayon  égal  à  Taxe  moyen.  Tout  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique 
coupe  rellipsoYde  suivant  un  cercle  ;  le  lieu  des  centres  des  sections  cir- 
culaires est  formé  de  deux  diamètres  de  Tellipse  principale  qui  a  pour 
axes  Taxe  maximum  et  Taxé  minimum  ;  ces  diamètres,  qui  sont  respecti- 
vement conjugués  aux  traces  des  deux  plans  cycliques,  rencontrent  l'ellipse 
en  quatre  points  réels  :  ce  sont  les  ombilics. 

1213.  Soient  od^ob\  oc\  un  système  de  trois  demi-diamètres  conjugués, 
et  oflr,  06,  oc  y  les  trois  demf-axes.  Conservons  le  diameire  oc^  êF^uBSCP" 
tuons  à  oa'  et  ob*  deux  autres  diamètres  od*  et  ob"  conjugués  entre  eux 
dans  le  plana'oZ»',  et  dont  Tun  oa"  soit  l'intersection  de  ce  plan  avec  le 
plan  aoh  ;  on  aura 

oa'  -t-  oU  =  oa"  -H  ob" 

^  Les  trois  droites  oa",  ob\  od,  formeront  encore  un  système  de  diamètres 
conjugués,  et  le  plan^'oc'  contiendra  l'axe  oc  y  puisque  oci*  est  dans  le 
plan  principal  aob.  Conservons  maintenant  ooP,  et  remplaçons  oh*  et  oc' par 
deux  nouveaux  diamètres  conjugués  situés  dans  le  plan  c'ob",  dont  l'un, 
cb^y  soit  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  aob  ;  alors, oa*  et  06,  se  trou- 
vant l'un  et  l'autre  dans  le  plan  principal  aob,  le  conjugué  de  06,  ne  sera 
autre  que  l'axe  oc,  et  l'on  aura 

ob"  -T-  oc'  =:^  ob^  -^  oc   . 

Enfin,  la  comparaison  du  système  actuel  oa*,  ob^,  oc,  avec  le  système 

oa,  ob,  oc,  donne 

j      — t      — t      — a 

on"  -4-  ob^  =  oa  -»-  ob  , 

et,  en  ajoutant  les  trois  relations  précédentes,  on  obtient 

— j     — j     — j     — »     — 2     — 1 
0       oa'  -4-  ob'  -h  oc'  =  oa  -h  ob  ■+-  oc  , 

ce  qui  donne  la  généralisation  du  premier  des  théorèmes  d'Apollonius 
il40)  : 

La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  quelconques  est 
constante. 

Le  second  théorème  d'Apollonius  se  généralise  de  même  : 

Le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués 
quelconques  est  constant. 

En  efTet,  on  a  évidemment 

vol.  [oa^,  ob*,  oc*)  =  vol.  [oa*,  ob*,  oc'), 
puisque  ces  deux  corps  ont  la  même  hauteur  et  des  bases  équivalentes 
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comme  parallâlogrammes  construiis  sar  les  deux  systèmes  de  diamètrm 
conjugués  on' et  ob',  otf  elob',  de  la  sectioQ  laite  par  le  plan  o'o^'.  On  a 
de  mtoie 

vol.  {oef,  df,  oe')  =  vol.  (on%  ob^,  <«]>  vol.  [oo.  où,  oc), 

d'où  résulte 

vol.  ioa',  ob\  oe')  =  vol.  (on,  ob,  oc). 

1214.  Si  deux  des  axes  sont  ùgauï,  l'ellipsoïde  devient  de  révolution 
autour  du  troisième  axe.  Enfin,  si  les  trois  axes  sont  égaux,  l'ellipsoïda 
se  réduit  à  une  sphère. 

PABABOLOÏDE  ELLIPTIQUE. 

1215.  Le  paraboloïde  elliptique  (fig.  601)  est  tangent  au  plan  de  l'in- 
Gni.  Son  centre  est  donc  à  l'infini,  ainsi  que  l'un  des  plans  principaux  et 
les  deux  axes  qu'il  contient.  Il  ne  reste  à  distance  finie  qu'un  seul  axe  et 
les  deux  plans  principaux  qui  passent  par  cet  axe,  auquel  tous  les  dia- 
mètres sont  d'ailleurs  parallèles. 


Toute  section  passant  par  l'axe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini , 
c'est  anepnrabale  ayant  pour  axe  l'axe  même  de  la  surface^ et  pour  som- 
met le  point  oii  cet  axe  rencontre  le  paraboloï'de,  c'est-ii-dire  le  sommet 
de  cette  surface.  Toute  section  par  un  plan  parallèle  à  l'nxe  est  une 
parabole  égale  à  celle  que  déterminerait  an  plan  par/illèle  passant  par 
l'axe. 

Le*  sections  par  les  plans  non  parallèles  à  l'axe  sont  des  ellipses , 
pnisqoeces  sections  n'ont  aucun  point  commune  l'infini.  Les  ellipses  dont 
les  plans  sont  normaux  à  l'axe  ont  leurs  sommets  sur  les  deux  paraboles 
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principales  qui,  par  suite,  snnt  iitaées  l'une  et  l'nulre  d'an  même  câté  du 
olart  laagenl  au  sommet.  Enfin,  la  surface  peia  être  engendrée  par  l'une 
des  paraboles  principtdes  gÙssanl  /taratlélemrnt  à  elle-même  de  façon 
que  son  sommet  décrive  l'autre  parabole  principale. 

Tous  CCS  résullats  s'apcrçolvcnL  aisément  après  ce  qui  a  été  dit  (lîOT 
et  guiv.]  sur  le  paraboloïde  hyperbolique. 

Ajoutons  que  la  surrace  admet  deux  séries  de  sections  circulaires  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  à  la  section  principale  de  moindre  para- 
mètre et  également  inclinés  sur  l'autre  section  principale. 

Si  les  deui  paraboles  principales  ont  même  paramètre,  le  paraboloïde 
devient  de  révolution. 


HTPBBBOLOIDE  A  DBUX  NAPPES. 

12 1  G.  L'hypcrboloïde  à  deux  nappes  [fg.  603  ]  étant  coupé  par  le  plan  de 
l'infini  suivant  une  conique  ordinaire  C,  a  un  centre  o  placé  à  distance 


finie  et  «.c/^neur  à  la  surface.  Le  cône  qui  a  le  point  o  pour  sommet  et  la 
conique  C  pour  directrice  est  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  cette  co- 
nique à  l'infini  ;  on  la  nomme  ct^i'^  asymptote,  et  la  surface  élan  t  intérieure 
à  ce  cdne  se  compose  de  deux  parties  ou  nappes  séparées,  situées  chacune 
dans  l'une  des  nappes  du  cène.  Les  diamètres  et  plans  diamétraux  conjn- 
gnés  de  la  surfoce  sont  les  mêmes  que  ceux  du  cène  ;  elle  a  donc  les  mêmes 
axes  que  ce  cène  ;  l'axe  intérieur  au  cène  rencontre  donc  seul  la  surface 
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qai  n'a  que  deux  sommets  réels.  Tout  plan  passant  par  l'axe  transverse 
coupe  la  conique  C  de  Tinfini  en  deux  points  et,  par  suite,  la  surface  sui- 
vant une  hyperbole  symétrique  par  rapport  à  cet  axe  et  ayant  pour  som- 
mets réels  les  deux  sommets  réels  de  la  surface  ;  ce  fait  met  mieux  en- 
core en  évidence  la  division  de  la  surface  en  deux  nappes. 

Les  sections  par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  transverse  sont  des 
ellipses  semblables  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  deux  hyper- 
boles principales  dont  les  plans  passent  par  Taxe.  Ces  ellipses  se  ré- 
duisent à  un  point  lorsque  le  plan  sécant  passe  par  Tun  ou  Taulre  som- 
met; quand  le  plan  sécant  est  entre  les  deux  sommets,  la  section  devient 
imaginaire. 

Les  plans  cycliques  de  la  surface  sont  les  mêmes  que  ceux  du  cône 
asymptote. 

Cette  surface  n'a  aucune  importance  au  point  de  vue  des  applications. 
Nous  avons  hâte  d'ailleurs  de  terminer  cette  esquisse  déjà  bien  longue 
de  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre.  Le  lecteur  qui  voudra  la  lire 
la  plume  à  la  main,  en  restituant  les  figures  une  à  une,  n'éprouvera  au- 
cun embarras  pour  démontrer  les  points  secondaires  que  nous  n'avons 
fait  qu'énoncer.  Il  pourra  ensuite,  s41  veut  pousser  plus  avant  cette  étude, 
consulter  avec  le  plus  grand  fruit  le  Supplément  sur  les  propriétés  pro' 
jcctives  desfgures  dans  V espace ^  de  Poncelet  ;  les  Mémoires  de  M.  Chasles 
sur  les  cônes,  sur  les  coniques  sphériques  et  sur  les  surfaces  réglées,  et 
en6n  \ Aperçu  historique, 

SURFACES  POLAIRES  RÉCIPROQUES. 

1217.  La  méthode  des  polaires  réciproques  s'étend  aisément  aux  figures 
de  Fespace  ;  nous  nous  bornerons  à  quelques  indications  sur  ce  sujet  [voir 
Poncelet,  Traité  des  Propriétés  projectivcs,  t.  II  ). 

Deux  surfaces  sont  dites  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  surface 
du  second  degré  c,  lorsque  chacune  d'elles  est  le  lieu  des  pôles  des  plans 
tangents  à  Tautre,  les  pôles  étant  pris  relativement  à  la  surface  auxi- 
liaire cr. 

Pour  que  cette  définition  ne  soit  pas  contradictoire,  il  faut  prouver 
que,  si  une  surface  ^l^  est  le  lieu  des  pôles  des  plans  tangents  d'une  sur- 
face 7,  réciproquement  la  surface  ^  sera  le  lieu  des  pôles  des  plans  tan- 
gents à  la  surface  '^.  Or,  soient  /a,  p',  pi",  trois  plans  tangents  à  la  sur- 
face 7  ;  m,  m',  m",  leurs  points  de  contact,  et  /i,  n\  /i",  leurs  pôles  par 
rapport  à  œ.  Le  point  commun  aux  trois  plans  /a,  p',  p",  a  pour  polaire  le 
plan  nn^n";  mais  quand  m*  et  m'  tendent  vers  m,  il  en  est  de  même  du 
point  commun  aux  plans  /x,  fx',  fx*,  et  alors  les  points  /i'  et  n"  tendant 
vers  /7,  le  plan  nn'n'  tend  vers  le  plan  tangent  en  /i  à  la  surface  ^|/.  Donc 
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le  point  m  de  la  surface  7  est  le  pôle  du  plan  tangent  en  /t  à  la  sur- 
face t|^. 

1218.  Quand  deux  surfaces  sont  polaires  réciproques,  la  classe  de  Vune 
est  égale  au  degré  de  l'autre.  Car,  si  une  droite  quelconque  A  rencontre 
la  surface  7  en  X-  points,  à  ces  k  points  répondent  k  plans  polaires  pas- 
sant par  la  droite  B  conjuguée  (1184)  de  la  droite  A  et  tangents  à  la  sur- 
face 4/  ;  et  inversement,  aux  k  plans  menés  par  B  tangentiellement  à  la 
surface  >p  répondent  X-  points  communs  à  la  surface  f  et  à  la  droite  A. 

11  résulte  de  là  que  la  surface  polaire  réciproque  d'une  surface  du 
second  degré  est  une  surface  du  second  degré^  puisque  une  surface  du 
second  ordre  est  de  seconde  classe  (1182). 

1219.  Le  plus  souvent,  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  transformer  des  pro- 
priétés métriques,  on  prend  une  sphère  pour  surface  auxiliaire.  Alors  le 
point  n'  de  la  surface  ^1^  correspondant  au  point  n  de  la  surface  f  (fig.  606) 
s^obtient  en  abaissant  du  centre  o  de  la  sphère  une  perpendiculaire  op  sur 
le  plan  tangent  en  /z  à  la  surface  7  et  en  portant  sur  cette  perpendiculaire 
une  longueur  on'  telle  qu'on  ait 

op. on!  =  /•*, 

r  étant  le  rayon  de  la  sphère.  D'ailleurs,  comme  la  polarité  est  réciproque, 
le  plan  tangent  en  n'  à  la  surface  if'  est  à  son  tour  perpendiculaire  sur 
on  et  coupe  cette  droite  en  un  point  p^  tel  que 

on.op^  =  r'. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que  si  Ton  considère  un  ellipsoïde  c  ayant 
pour  axes  a,  ^,  c,  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  sphère  concen- 
trique de  rayon  r  est  un  autre  ellipsoïde  dont  les  axes  sont  dirigés  sui- 
vant les  mêmes  droites  que  ceux  du  premier  et  ont  respectivement  pour 

r'     r'     /•> 
longueurs  —  ?   -r  ?  —  • 

1220.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  une  remarque  qui  nous  sera 
bientôt  utile  et  qui  se  rattache  à  la  théorie  des  pôles  et  des  polaires. 

Si  y  d^un  point  quelconque  n  d*un  ellipsoïde,  on  abaisse  un  plan  nsr  per- 
pendicidaire  sur  Vun  des  axes  ox  de  cette  surface,  et  si  Von  désigne 
par  s  le  point  où  ce  plan  coupe  la  perpendicidaire  op  menée  du  centre  o 
sur  le  plan  pnt  tangent  en  n,  on  a  la  relation 

os.op  =  x}y 

a  étant  la  longueur  de  Vaxe  dirigé  suivant  ox  [fig,  6o3). 
En  effet,  le  plan  nsr  a  pour  pôle,  par  rapport  à  Tellipsoïde,  le  point  t 
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OÙ  |le  plan  tangent  en  n  coupe  Taxe  ox\  mais  ce  plan  a  le  même  p6ie 
par  rapport  à  [rellipsoïde  et  par  rapport  .à  la  sphère  concentrique  de 

Fig.  6o3. 


rayon  a.  Donc  le  plan  pnt  passant  par  /  doit  avoir  son  pôle  par  rapport 
à  la  sphère  dans  le  plan  nsr^  et  comme  ce  pôle  doit  être  sur  op^  il  n^est 
autre  que  le  point  x,  ce  qui  entraîne  la  relation  ci-dessus. 


SURFACES  APSIDALES. 

1221.  Deux  surfaces  7  et  \p  sont  dites  apsidales  Tune  de  l'autre  par 

rapport  à  un  point  fixe  o,  lorsque  toute  sphère  ayant  o  pour  centre  les 

coupe  suivant  deux  lignes  A  et  B,  telles  que  les  cônes  a  et  ^  ayant  o  pour 

sommet  commun  et  les  lignes  À  et  B  pour  directrices  soient  (1194) 

supplémentaires  (fis,  604). 

Fig.  604. 


--'  m 


Deux  points  m  et  /z  de  deux  surfaces  apsidales  sont  dits  correspon- 
dants lorsqu'ils  appartiennent  à  la  fois  à  deux  lignes  sphériques  corres- 
pondantes A  et  B  et  à  deux  génératrices  correspondantes  des  deux  cônes 
supplémentaires  a  et  p.  Ainsi,  m  étant  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face <p,  on  décrira  une  sphère  du  point  o  comme  centre  et  avec  om  pour 
rayon  ;  A  étant  l'intersection  de  la  surface  (f  et  de  la  sphère,  et  a  étant  le 
cône  ayant  o  pour  sommet  et  A  pour  directrice,  on  élèvera  par  le  point  o 
une  perpendiculaire  on  au  plan  qui  touche  le  cône  a  suivant  la  généra- 
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trice  om  ;  le  point  n  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  sphère,  sera  )e 
point  de  la  surface  -^  qui  correspond  au  point  m  de  la  surface  f . 

THÉORÈME. 

12ââ.  Les  plans  tangents  ii^et  v  aux  points  correspondants  m  et  n  de 
deux  surfaces  apsidales  ff  et  -if  sont  perpendiculaires  au  plan  mon  et 
perpendiculaires  entre  eux. 

En  effet,  la  tangente  mT  à  la  courbe  sphérique  A  (  fig,  604  )  est  à  angle 
droit  sur  le  rayon  om  de  la  sphère;  elle  est  aussi  à  angle  droit  sur  la 
droite  on^  puisque  on  est  perpendiculaire  au  plan  omT  ;  donc  cette  tan- 
gente est  perpendiculaire  au  plan  mon^  et  par  suite  il  en  est  de  même  du 
plan  p.  qui  contient  mT. 

On  voit  de  même  que  le  plan  v  est  perpendiculaire  au  plan  mon. 

Il  reste  à  montrer  que  les  plans  fx  et  v  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
ou  bien,  puisqu'ils  sont  Tun  et  l'autre  perpendiculaires  au  plan  mon^  que 
leurs  traces  sur  ce  dernier  plan  sont  rectangulaires.  Or,  soit  m^  (fig,  6o5] 
un  point  voisin  de  m  sur  la  section  de  la  surface  7  par  le  plan  mon  qui 
est  pris  ici  pour  plan  de  la  figure  ;  la  droite  nm^  sera  à  la  limite  la  trace 
du  plan  {X.  Soit  n^  le  point  de  la  surface  \p  qui  répond  à  m^  ;  rabattons  le 
triangle  o/i/?,  en  o/i/i,  sur  le  plan  de  la  figure,  par  une  rotation  autour 
de  o/t.  Le  plan  /z/t,/i,  est  à  la  limite  tangent  suivant  /t/i,  au  cône  de  révo- 
lution que  décrit  /i/i,  en  tournant  autour  de  no  ;  il  est  donc  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  figure,  et  par  suite  nn^  est  à  la  limite  la  trace  du 
plan  V.  Pour  un  motif  analogue,  la  droite  on^  peut  être  considérée  comme 
la  projection  orthogonale  de  o/?,  ;  donc  Tangle  m^on^  est  droit  comme 
étant  la  projection  d*un  angle  droit  771,0/2,  dont  un  côté  0/77,  est  dans  le 
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plan  de  projection.  11  suit  de  là  que  le  triangle  non^  n*est  autre  que  le 
triangle  7720/7?,  qui  aurait  tourné  de  90  degrés  autour  du  point  o  dans 
son  plan  ;  les  droites  tt?///,,  nn^^  sont  donc  à  la  limite  perpendiculaires  Tune 
à  Tautre. 
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COROLLAIBES. 

1223.  I®  Les  normales  en  m  et  /z  aux  surfaces  f  et  ^|/  sont  contenues 
dans  le  plan  mon  et  sont  perpendiculaires  entre  elles  ; 

2°  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  o  sur  les  plans  tangents  /x 
et  V  sont  contenues  dans  le  plan  mon^  et  leurs  longueurs,  c'est-à-dire  les 
distances  du  point  o  aux  plans  (x  et  v,  sont  égales  ; 

V  La  section  de  la  surface  7  par  le  plan  moT  (Jig.  604)  a  pour  tan- 
gente en  m  l'intersection  du  plan  omT  et  du  plan  ft;  cette  intersection 
est  donc,  comme  chacun  de  ces  deux  plans,  perpendiculaire  au  plan  mon 
et  par  suite  à  la  droite  om.  Donc  la  droite  om  est  une  normale  à  cette 
section,  et  Ton  peut  donner  des  surfaces  apsidales  cette  définition,  que 
Mac-Cullag  prend  pour  point  de  départ  dans  le  tome  XYII  des  Transac- 
tions oj  the  Royal  Irish  Académie  :  La  surface  apsidale  -^  tViine  surface 
donnée  f  par  rapport  à  un  point  o  est  le  lieu  des  points  obtenus  en  por- 
tant, à  partir  de  o,  perpendiculairement  à  chaque  plan  passant  par  ce 
point ^  des  longueurs  égales  aux  normales  abaissées  du  point  o  sur  la  sec- 
tion fcdte  dans  la  surface  f  par  le  plan  considéré. 

THÉORÈME. 

1224.  Si  deux  surfaces  t  et  fl  sont  polaires  réciproques  par  rapport  à 
une  sphère  de  centre  o,  leurs  apsidales  y  et  y',  relatives  au  point  <?, 
sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  même  sphère  (Jig.  606). 

En  effet,  soient  n  et  n'  deux  points  homologues  de  «  et  de  «',  et  m 
et  m' les  points  correspondants  de  7  et  de  7'.  Prenons  pour  plan  de  la 
figure  le  plan  non'^  et  désignons  par  v,  v',  u,  pi',  les  plans  tangents  aux 
surfaces  s,  (',  <f  ,f',  aux  points /z,  n\  m,  m'.  D'après  le  corollaire  (2°),  puis- 
que on'  est  perpendiculaire  au  plan  v,  la  droite  om  est  située  dans  le 
plan  de  la  figure,  et  il  en  est  de  même  de  om'  puisque  le  plan  v'  est  per- 
pendiculaire à  on.  D'ailleurs,  si  Ton  abaisse  np  et  mq  perpendiculaires  à 
on'  et  à  om',  ces  lignes  seront  les  traces  des  plans  v  et  ft,  et  l'on  aura 
non-seulement  on'=zom',  mais  encore  (même  corollaire)  op  =  oq.  Donc 

la  relation 

op.onf  =  r', 

où  r  est  le  rayon  de  la  sphère  auxiliaire,  équivaut  à 

oq.om'=^  /^, 

ce  qui  prouve  que  les  surfaces  f  et  7' sont  polaires  réciproques  par  rapport 
à  la  sphère  de  centre  o  et  de  rayon  r. 
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SURFACE  DBS  ONDBS. 

« 

iâ25.  Supposons  qu'une  suite  d'ébranlements  périodiques  ait  lieu  en 
an  point  d'un  milieu  biréfringent,  le  mouvement  vibratoire  se  propagera 
dans  toutes  les  directions  autour  de  ce  point,  et  au  bout  de  l'unité  de 
temps,  le  premier  ébranlement  sera  parvenu  sur  une  certaine  surface 
que  Fresnel  a  considérée  le  premier  et  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  sur- 
face des  ondes. 

Laissant  complètement  de  côté  le  point  de  vue  physique,  nous  allons 
ici  étudier  géométriquement  cette  surface  intéressante  et  signaler  les  par- 
ticularités curieuses  qu'offre  sa  forme. 

Nous  partirons  de  la  définition  suivante  : 

La  surface  des  ondes  est  la  surface  npsidale  ^  d'un  ellipsoïde  f ,  par 
rapport  au  centre  de  cette  dernière  surface. 

Le  théorème  du  n°  1224  montre  que  la  polaire  réciproque  de  la  sur- 
face des  ondes  ^  par  rapport  à  une  sphère  concentrique  à  l'ellipsoïde  e  est 
encore  une  surface  des  ondes;  c'est  la  surface  apsidale  ^'  de  l'ellipsoïde  e' 
polaire  réciproque  de  l'ellipsoïde  primitif  e. 

Le  théorème  du  n**  lâS22  permet  de  construire  le  plan  tangent  et  la 
normale  en  un  point  quelconque  de  la  surface  des  ondes. 

Enfin,  en  combinant  le  théorème  du  n**  122 i  et  les  corollaires  du  théo- 
rème du  n*'1222,  on  voit  que  la  surface  des  ondes  7  peut  être  déduite  des 
ellipsoïdes  «  et  «'  de  la  manière  suivante  :• 

I*  Si,  par  le  centre  de  V ellipsoïde  s,  on  élève  une  perpendiculaire  à 
chaque  plan  diamétral  et  quon  porte  sur  cette  perpendiculaire,  à  partir 
du  centre,  des  longueurs  égales  aux  demi-axes  de  la  section  diamétrale 
considérée,  le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs  est  la  surface  y. 

a**  Si,  à  chaque  plan  diamétral  de  V ellipsoïde  e',  on  mène  des  plans 
parallèles  à  des  distances  de  ce  plan  égales  aux  longueurs  des  demi-cuces 
de  la  section  diamétrale  considérée^  la  surface  y  est  la  surface  tangente 
à  tous  ces  plans, 

1226.  Étudions  maintenant  la  forme  de  la  surface  en  partant  de  la  pre- 
mière de  ces  deux  définitions. 

On  voit  d'abord  immédiatement  que  la  surface  7  admet  le  même  centre 
o  et  les  mômes  plans  principaux  xoy^  yoz^  zoxy  c'est-à-dire  les  mêmes 
plans  de  symétrie  que  l'ellipsoïde  «.  Désignons  par  a,  ^,  c,  les  longueurs 
des  trois  axes  de  cet  ellipsoïde  qui  sont  dirigés  respectivement  suivant  or, 
f>/,  oz\  supposons  a>  6>  c,  et  cherchons  les  sections  principales  de  la 
surface  des  ondes,  c'est-à-dire  les  sections  de  cette  surface  par  les  plans 
principaux  xoy^  yoz^  zox, . 
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Pour  qu'un  point  de  la  surface  f  soil  dans  le  planxq^,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  plan  diamétral  correspondant  soit  perpendiculaire  au  plan  xoy^ 
c*esUà-dire  passe  par  Taxe  oz\  mais  chacune  des  sections  diamétrales 
passant  par  oz  a  pour  demi-axes  le  demi-axe  mineur  c  de  Tellipsoïde  et 
Tun  des  demi-diamètres  de  Tellipse  (  a^].  La  section  de  la  surface  7  se  cong- 
pose  donc  du  cercle  qui  a  pour  centre  o  et  pour  rayon  c,  et  de  l'ellipse 
\ah)  qu'on  aurait  fait  tourner  de  90  degrés  autour  de  son  centre;  d'ail- 
leurs, le  cercle  est  intérieur  à  l'ellipse,  puisque  son  rayon  c  est  inférieur 
à  la  fois  aux  deux  demi-axes  6  et  a  de  l'ellipse;  nous  désignerons  le  cercle 
par  C  et  l'ellipse  par  C. 

On  voit  d'une  manière  analogue  que  la  section  faite  par  le  plan  yoz  se 
compose  du  cercle  qui  a  pour  centre  o  et  pour  rayon  a,  et  de  l'ellipse  (6c) 
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qui  aurait  tourné  de  90  degrés  autour  du  point  o  ;  ici,  c'est  l'ellipse  qui 
est  intérieure  au  cercle,  puisque  le  rayon  de  ce  cercle  est  plus  grand  que 
chacun  des  demi-axes  de  l'ellipse  ;  nous  désignerons  ce  cercle  et  cette 
ellipse  respectivement  par  A  et  A'. 

Enfin,  le  plan  zox  coupe  la  surface  7  suivant  le  cercle  ayant  o  pour 
centre  et  b  pour  rayon,  et  suivant  l'ellipse  [ca)  qu'on  aurait  fait  tourner 
de  90  degrés  autour  du  point  0,  Ce  cercle,  que  nous  désignerons  par  B, 
et  cette  ellipse,  que  nous  désignerons  par  B',  se  coupent  en  quatre  points 
réels,  puisque  le  rayon  b  du  cercle  a  une  valeur  comprise  entre  les  valeurs 
a  et  c  des  demi-axes  de  l'ellipse.  Ces  points  reçoivent  le  nom  di  ombilics 
de  la  surface  des  ondes. 

D'après  cela,  pour  se  rendre  compte  de  la  forme  de  la  surface,  en  se 
bornant  bien  entendu  à  la  partie  comprise  dans  le  trièdre  des  coordon- 
nées positives,  on  imaginera  que  ce  trièdre  soit  fendu  suivant  l'axe 
des  7,  et  que  l'on  ait  rabattu  la  face  zoy  en  zojr^  sur  le  plan  des  zar,  et  la 
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race  xoy  en  -m/,  sur  le  même  plan  des  zx.  Les  trois  faces  étant  ainsi  ap- 
pliquées sur  le  même  pian,  on  pourra  dessiner  avec  exacUtude  les  trois 
couples  de  sections  principales  en  fe  bornant  au  quart  de  chacune  d'elles, 
comme  on  le  voit  sur  la  fig,  607.  Il  suflil  dès  lors  de  ramener  par  la 
pensée  les  trois  plans  dans  leur  position  primitivede  manière  à  reformer 
le  irièdre,  pour  acquérir  une  idée  nette  de  la  forme  de  la  surface  telle 
qu'on  la  voit  eu  perspective  dans  \A_fig.  6o8;.od  a  ménagé  dans  cette 
ËRure  une  ouverture  qui  permet  de  voir  la  nappe  intérieure.  Quant  à  la 
fig.  609,  elle  représente  le  corps  solide  ou  noyau  qui  serait  recouvert  par 
la  nappe  intérieure  seule. 

Fif.  608.  Flg.  609. 


THËORÈME. 

1227.  La  sphère  qui  passe  par  un  point  quekonque  m  de  la  surface  et 
par  la  projection  q  du  centre  sur  le  plan  langent  en  ce  point,  et  qui  a  son 
centre  sur  l'un  des  ares,  coupe  le  plan  prineipat  perpendiculaire  à  cet 
axe  saivant  le  cercle  principal  correspondant. 

Par  exemple,  la  sphère  qui  passe  par  m  et  7  et  qui  a  son  centre  sur 
l'axe  ox,  coupe  le  plan  yoi  suivant  le  cercle  A. 

En  effet,  soient  [fig.  610)  n  un  point  quelconque  de  l'ellipsoïde  t,  /)la 
projection  du  centre  o  sur  le  plan  tangent  en  n,  et/u  la  trace  sur  le  plan 
nop  (qui  est  ici  pris  pour  plan  de  la  Qgure)  du  plan  mené  par  n  perpen- 
diculairement à  l'axe  ax.  Faisons  tourner  la  figure  de  90  degrés  dans  son 
plan  autour  du  point  o,  de  manière  à  l'amener  en  omqg;  m  sera  un  point 
quelconque  de  la  surface  des  ondes  et  7  la  projection  du  centre  o  sur  le 
plan  tangent  en  ce  point.  Quant  à  la  droite  mg,  nouvelle  position  de  ns, 
elle  sera  perpendiculaire  à  ns,  et  par  suite  parallèle  à  la  projection  de 
l'axe  02  sur  le  plan  de  la  Bgure;  ou  aura  d'ailleurs  (n°  1220)  og.oq  =  a*. 
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Cela  posé,  imaginons  le  point  c  où  Taxe  ox  coupe  le  plan  mené  perpen- 
dicalairement  à  la  droite  qm  par  son  milieu  i  ;  c  sera  le  centre  de  la 
sphère  considérée;  soient  d  sa  projection  sur  le  plan  de  la  figure  et  A  sa 
distance  à  ce  plan.  En  désignant  par  p  le  rayon  du  cercle  suivant  lequel 
la  sphère  coupe  le  plan  principal  zojr^  on  aura 

p^^cm  ^co  =:(h*-hdm^)  —  {h^'^do^)=^dm   —do  , 

ou  en  appelant  k  le  point  de  rencontre  de  mg  et  de  la  droite  id  qui  est 
parallèle  à  oq^ 

— 1       — j       / — 2       — î\       /—a       — i\        —a       —1 
or  =  dm  —  mk  =  \di   ■+■  Un  )  —  \ik  -h  im  )  =  di  —  ik 

=  {di  -h  ik)  (di —  ik)  =  (dk  •+-  nik)  dk  =  ogiog-^gq)  =  og>oq; 

c'est-à-dire,  d'après  la  relation  ci-dessus,  p  =  a,  ce  qui  prouve  que  le 
cercle  d'intersection  n'est  autre  que  le  cercle  principal  A. 

Fig.  6io. 


1228.  Ce  théorème,  qu^un  géomètre  anglais,  M.  Niven,  a  trouvé  par 
l'analyse,  et  dont  nous  venons  de  donner  une  démonstration  géométrique, 
fournit  un  nouveau  moyen  de  résoudre  le  problème  du  plan  tangent  et  le 
problème  inverse. 

Veut-on  le  plan  tangent  en  un  point  m^On  considérera  les  trois  sphères 
passant  par  le  point  m  et  par  chacun  des  cercles  principaux  A,  B,  C  ;  le 
second  point  commun  à  ces  trois  sphères  sera  le  point  7,  projection  du 
centre  o  sur  le  plan  tangent  cherché,  qui  par  suite  n'est  autre  que  le 
plan  mené  par  q  à  angle  droit  sur  oq. 

Inversement,  un  plan  tangent  étant  donné,  veut-on  le  point  de  contact? 
Par  la  projection  q  du  centre  0  sur  le  plan  donné,  et  par  chacun  des  cercles 
principaux  A,  B,  G,  on  mènera  trois  sphères,  et  le  second  point  conmiun 
m  de  ces  sphères  sera  le  point  de  contact  du  plan  tangent  considéré. 

i229.  On  a  par  là  un  moyen  fort  simple  de  se  rendre  compte  de  cer- 
taines particularités  de  la  surface. 

Revenons  à  la  section  de  la  surface  par  le  plan  zoxj  laquelle  se  compose 
du  cercle  B  et  de  l'ellipse  B'  qui  ont  quatre  points  communs  réels  ou  ont' 
bilics,  tels  que  u  et  quatre  tangentes  communes  réelles  telles  que  vtv 
II.  3o 
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(fig.  607).  Cherchons  le  ptaii  tangent  en  u  à  la  surface  des  ondes.  Ls  pro- 
jection du  centre  o  siir  ce  plan  langent  doit  être  le  second  point  commiin 

aux  Iroissphèrea  passant  paru  et  par  chacun  descercles  principaux  A,  B,C; 
mais  comme  le  point  u  est  sur  le  cercle  B,  la  sphère  correspondant  à  ce 
cercle  est  indéterminée,  et  l'on  trouve  pour  la  projection  du  centre  sur 
le  plan  lanpnt,  non  pas  un  point,  mais  un  lieu  qui  est  le  cercle  d'inlereec- 
tion  des  sphères  passant  par  u  et  par  chacun  des  cercles  k  et  C,  et  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  tox.  Il  en  résulte  que  la  surface 
admet  à  l 'ombilic  u  une  infinité  de  plans  tangents  ayant  pour  enve^ppe 
lin  râne  dont  le  sommet  est  au  point  n  et  dont  les  tangentes,  menées  par 
ce  point  au  c«rcle  B  et  à  l'ellipse  B',  sont  deux  génératrices  opposées. 

Considérons  en  second  lieu  la  tangente  commune  vw.  Le  plan  jc  élevé 
par  cette  ligne  perpendiculairement  au  plan  utx  est  évidemment  tan- 
gent à  la  surface  des  ondes  aux  points  v  et  tv.  Il  est  facile  de  voir  que  le 
plan  T  touche  la  surface  tout  le  long  /tu  cercle  décrit  dans  ce  plan  sur 
vw  comme  diamètre.  En  effet,  le  point  de  contact  du  plan  t  doit  être  le 
second  point  commun  aux  trois  sphères  passant  par  la  projection  c  du 
centre  o  sur  ce  plan  et  par  chacun  des  trois  cercles  principaux  A,  B,  C; 
mais  le  point  k  élanl  sur  le  cercle  B,  la  sphère  relative  à  ce  cercle  est  in- 
déterminée, et  l'on  trouve  pour  le  point  de  contact,  non  pas  un  point 
unique,  mais  un  lieu  qui  est  le  cercle  commun  aux  deux  sphères  détermi- 
nées par  le  point  "  et  par  chacun  des  cercles  A  et  C  ;  ce  cercle,  dont  le 
plan  est  évidemment  perpendiculaire  au  plan  mr,  n'est  autre  que  le  cercle 
situé  dans  le  plan  n  et  décrit  sur  viv  comme  diamètre. 
Fig.  6m. 


Ainsi  la  surface  des  oaieî  »  qvtttta  points  coniqws  et  qi^tit  cercles  de 
contact,  et  cette  double  propriété  achève  de  déBnir  la  fonne  de  la  sur- 
face. L&fig.  611  représente  la  section  de  la  surface  par  un' plan  passant 
par  les  quatre  points  coniques. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE. 


LIVRE    V. 

LE  PLAN. 


§§  I,  IL  —  Premières  notions  sur  le  plan.  —  Droites  et  plans 

parallèles. 

531.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  rencontre  deux  droites 
données  non  situées  dans  un  même  plan. 

532.  Mener  à  une  droite  donnée  une  parallèle  qui  s'appuie  sur  deux 
droites  données  non  situées  dans  un  même  plan. 

533.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  rencontre  une  droite  et 
un  cercle  non  situés  dans  un  même  plan. 

534.  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  c'est-à-dire  dont  les  côtés  ne  sont 
pas  situés  dans  un  plan  unique,  les  milieux  des  côtés  sont  les  sommets 
d'un  parallélogramme. 

535.  Plusieurs  droites  étant  données  en  grandeur,  direction  et  sens,  si 
on  les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes,  de  telle  sorte  que  l'extré- 
mité de  chacune  d'elles  se  confonde  avec  l'origine  de  la  suivante,  la  droite 
qui  part  de  l'origine  de  la  première  et  aboutit  à  Textrémité  de  la  der- 
nière prend  le  nom  de  résultante  des  droites  proposées;  celles-ci  sont 
dites  à  leur  tour  les  composantes  de  la  résultante.  Composer  des  droites, 
c'est  trpuver  leur  résultante;  décomposer  une  droite,  c*est  trouver  des 
droites  qui  aient  pour  résultante  la  droite  donnée.  Ces  définitions  posées, 
démontrer  les  propositions  suivantes  : 

1°  La  résultante  de  plusieurs  droites  reste  la  même,  quelque  soit  l'ordre 
dans  lequel  on  compose  ces  droites. 

a"*  La  résultante  do  plusieurs  droites  n'est  pas  changée  quand  on  rem- 
place un  certain  nombre  d'entre  elles  par  leur  résultante. 

3^  Si,  sans  changer  la  direction  ni  le  sens  des  composantes,  on  altère 

3o. 
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leur  grandeur  dans  un  certain  rapport,  la  résultante  conserve  sa  direction 
et  son  sens,  mais  sa  grandeur  est  altérée  dans  le  même  rapport. 

4°  Si,  sans  altérer  la  grandeur  ni  la  direction  des  composantes,  on 
change  leur  sens,  la  résultante  conserve  sa  grandeur  et  sa  direction,  et 
change  de  sens. 

ô*"  Pour  décomposer  une  droite  D  en  deux  autres  dont  Tune  soit  une 
droite  donnée  r/,  il  suffît  de  composer  D  avec  d  prise  en  sens  contraire. 

536.  Une  droite  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un  plan  donné  et  en 
s'appuyant  sur  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  :  quel  est  le 
lieu  des  points  qui  divisent  la  droite  mobile  dans  un  rapport  donné?      * 

§§  III,  IV.  —  Droite  et  plans  perpendicolaires.  —  Projection  d'une 
droite  sur  un  plan.  —  Angle  d'une  droite  ot  d'un  plan.  —  PIub 
courte  distance  de  deux  droites. 

537.  Mener,  dans  un  plan  donné  et  par  un  point  de  ce  plan,  une  droite 
perpendiculaire  à  une  droite  donnée  d'une  manière  quelconque  dans  l'es- 
pace. 

538.  Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan,  il  suffît  qu'elle 
soit  également  inclinée  sur  trois  droites  passant  par  son  pied  dans  ce 
plan. 

539.  Étant  donnés  un  plan  P  et  deux  points  Â  et  B  situés  d'un  même 
côté  de  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P. un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  points  A  et  B  soit  minimum. 

540.  Étant  donnés  un  plan  P  et  deux  plans  Â  et  B  situés  de  part  et 
d'autre  de  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P  un  point  tel,  que  la  différence 
de  ses  distances  aux  points  A  et  B  soit  maximum. 

541 .  Étant  donnée  une  droite  D  et  deux  points  A  et  B  situés  comme 
on  voudra  dans  l'espace,  trouver  le  point  de  la  droite  D  qui  est  équi- 
distant  des  points  A  et  B. 

542.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  plan  quelconque  P,  trouver 
le  point  du  plan  P  qui  est  équidistant  des  trois  sommets  du  triangle  ABC. 

543.  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  différence  des  carrés 
des  distances  à  deux  points  donnés  hors  de  ce  plan  est  constante. 

544.  Trouver  le  lieu  des  plans  d'un  point  d'où'  l'on  voit  sous  un  angle 
droit  une  droite  située  hors  de  ce  plan. 

545.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  dont  la  différence  des  carrés 
des  distances  à  deux  points  donnés  est  constante. 

546.  Si  par  l'une  des  diagonales  d'un  parallélogramme  on  mène  un 
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plan  quelconque,  les  perpendiculaires,  abaissées  sur  ce  plan  des  exiré- 
mités  de  Tautre  diagonale,  sont  égales. 

547.  Les  angles  aigus  formés  par  deux  droites  parallèles  avec  un  même 
plan  sont  égaux. 

548.  Étant  donné  un  angle  AOB,  trouver  le  lieu  des  points  M  de  Tes- 
pace  tels  que,  si  on  les  joint  au  sommet  0  de  Fangle,  la  somme  des  pro- 
jections de  la  droite  OM  sur  les  deux  côtés  de  Tangle  soit  constante. 

549.  Le  plan  mené  parallèlement  à  deux  droites  non  situées  dans  un 
même  plan,  par  le  milieu  de  leur  plus  courte  distance,  passe  par  les  mi- 
lieux de  toutes  les  droites  qui  joignent  un  point  de  la  première  droite  à 
un  point  de  la  seconde. 

550.  Lorsqu*une  droite  est  parallèle  à  un  plan,  la  plus  courte  distance 
de  cette  droite  à  toutes  les  droites  du  plan  qui  ne  lui  sont  pas  parallèles 
est  constante. 

551 .  Entre  deux  droites  données  d'une  manière  quelconque  dans  Tes- 
pace,  mener  une  droite  parallèle  à  un  plan  donné  et  ayant  une  longueur 
donnée. 

55â.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante, dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deux  droites  rectangulaires  et 
non  situées  dans  un  même  plan. 

553.  Un  angle  AOB  tourne  dans  l'espace  autour  d'une  droite  ZZ'  pa- 
rallèle à  sa  bissectrice;  démontrer  que,  si  A'O'B'  est  une  seconde  position 
d'ailleurs  quelconque  de  cet  angle  :  i**  les  droites  OA  et  O'A'  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan,  non  plus  que  les  droites  OB  et  O'B';  a®  OA  et  O'B' 
sont  dans  un  même  plan,  et  il  en  est  de  même  de  0' A'  et  de  OB  ;  3°  trois 
quelconques  des  droites  OA,  OB,  O'A',  O'B',  ne  sont  pas  parallèles  à  un 
même  plan. 

554.  Soient  une  droite  quelconque  AB  et  un  plan  P.  Si  AB  est  divisée 
au  point  C  dans  le  rapport  -  ?  et  si  des  points  A,  B,  G,  on  abaisse  sur  le 
plan  P  les  perpendiculaires  AA',  BB',  CG',  on  a 

(m  -¥-n)Ca  =r  /î.AA'  h-  /w.BB'. 

555.  Si  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  A  sur  deux 
plans  donnés  est  égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
autre  point  B  sur  les  mêmes  plans,  cette  somme  reste  la  même  pour  tout 
autre  point  C  (<o  la  droite  AB.  —  Étendre  ce  théorème  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  plans. 

556.  Soient  trois  points  A,  B,  C,  et  deux  plans  P  et  Q.  Si  la  somme  des 
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deux  perpendiculaires  abaissées  de  chacun  de  ces  points  sur  les  deux  plans 
est  la  même  pour  les  trois  points,  cette  somme  restera  encore  la  même 
pour  tout  autre  point  du  plan  ABC.  ^  Étendre  ce  théorème  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  plans. 

§§  V,  VI,  VII.  —  Angles  dièdres.  —  Plans  perpendicnlaires.  — 

Angles  polyèdres. 

Îfô7.  Si,  par  un  point  0  de  Tespace,  on  mène  denx  parallèles  OA  et  OB 
à  un  plan  donné  P,  puis  par  le  môme  point  0  deux  plans  respectivement 
perpendiculaires  à  OA  et  à  OB,  l'intersection  de  ces  plans  est  perpendicu- 
laire au  plan  P.  (Cette  proposition  est  utile  dans  les  applications.) 

558.  Si  Ton  projette  un  même  point  de  l'espace  sur  deux  plans  qui  se 
coupent,  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  projections  sur  l'inter- 
section des  deux  plans  la  rencontrent  au  même  point.— Réciproquement, 
si  cette  condition  est  remplie  pour  deux  points  des  deux  plans,  ces  points 
sont  les  projections  d'un  même  point  de  l'espace. 

559.  Deux  droites  égales,  parallèles  et  de  même  sens,  ont  leurs  pro- 
jections sur  un  même  plan  égales,  parallèles  et  de  même  sens.  —  Réci- 
proque de  cette  proposition. 

560.  Toute  ligne  qui  se  projette,  sur  deux  plans  qui  se  coupent,  suivant 
une  ligne  droite,  est  elle-même  une  ligne  droite. 

561.  La  projection,  sur  un  plan* ou  sur  un  axe,  de  la  résultante  de 
plusieurs  droites,  est  la  résultante  des  projections  de  ces  droites.  (  Foir  la 
Question  535.  ) 

562.  Si  une  droite  est  également  inclinée  sur  les  deux  faces  d'un  angle 
dièdre,  ses  traces  sur  les  deux  faces  sont  également  distantes  de  l'arête 
de  l'angle  dièdre.  —  Réciproque. 

563.  Quel  est  le  lieu  des  points  équidistants  de  deux  plans  qui  se 
coupent? 

564.  Quel  est  le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  de  deux  droites 
qui  se  coupent? 

565.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  point  sur  des  plans  dont 
les  intersections  sont  parallèles  sont  dans  un  seul  et  même  plan. 

566.  Deux  angles  dièdres  qui  ont  leurs  arêtes  parallèles  et  leurs  faces 
perpendiculaires  chacune  à  chacune,  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

567.  Quel  est  le  lieu  des  points  équidistants  de  deux  plans  donnés  et 
de  deux  points  ou  de  deux  droites  données  situés  dans  un  même  plan? 
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568.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances 
à  deux  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée. 

569.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances 
à  trois  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée?  —  Étendre  ce  pro- 
blème au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  plans. 

570.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  à  deux  plans  qui  se  coupent  soient  un  minimum. 

571.  Montrer  que  si,  par  un  même  point  del'arête  d'un  angle  dièdre, 
on  mène  dans  chaque  face  une  droite  faisant  un  angle  donné  a  avec  cette 
arête,  l'angle  rectiligne  ainsi  obtenu  ne  varie  pas  proportionnellement  à 
Tangle  dièdre,  à  moins  que  Tangle  a  ne  soit  droit. 

572.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres 
se  coupent  suivant  une  même  droite.  —  Quel  est  le  lieu  des  points  équi- 
distants  des  trois  faces  d'un  angle  trièdre  indéfiniment  prolongées? 

573.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  perpendiculairement  aux 
faces,  par  les  bissectrices  de  ces  face%,  se  coupent  suivant  une  même 
droite.  —  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  équidistants  des  trois 
arêtes  d'un  angle  trièdre  indéfiniment  prolongées? 

574.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  perpendi- 
culairement aux  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

575.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  et  les  bis- 
sectrices des  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

Remarque,  —  Les  quatre  théorèmes  précédents  sont  vrais  lorsque  le 
sommet  de  l'angle  trièdre  se  transporte  à  l'infini,  c'est-à-dire  lorsqu'il 
s'agit  de  trois  plans  dont  les  trois  intersections  deux  à  deux  sont  pa- 
rallèles. 

576.  Couper  un  angle  polyèdre  à  quatre  faces,  de  manière  que  la  sec** 
tion  soit  un  parallélogramme. 

577.  Si,  dans  le  plan  de  chaque  face  d*un  angle  trièdre  et  par  son  sommet 
on  mène  une  perpendiculaire  à  l'arête  opposée,  les  trois  perpendiculaires 
obtenues  sont  dans  un  même  plan. 

578.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'une  des  arêtes  d'un  angle  trièdre 
rectangle  coupe  cet  angle  trièdre  suivant  un  triangle  rectangle. 

579.  La  somme  des  angles  formés  par  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  avec 
les  faces  opposées  est  comprise  entre  la  somme  des  faces  et  la  moitié  de 
cette  somme. 

580.  Si,  par  un  point  pris  dans  rintérieuf  d'un  angle  polyèdre,  on 
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abaisse  des  perpendiculaires  sur  toutes  ses  faces,  le  nouvel  angle  polyèdre 
ainsi  formé  est  supplémentaire  du  premier.  [Foir  les  n^STS,  573.) 

î^i .  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe  de  n  faces,  la  somme  des  angles 
dièdres  est  comprise  entre  in  et  a /i  —  4  angles  droits. 

582.  A,  B,  C,  étant  trois  points  pris  à  volonté  sur  les  arêtes  d'un 
angle  trièdre  trirectangle  et  0  la  projection  du  sommet  S  de  cet  angle 
trièdre  sur  le  plan  ÂBC,  démontrer  que  le  triangle  ASB  est  moyen  pro- 
portionnel entre  les  triangles  ABC  et  OAB. 

583.  Une  droite  quelconque  passant  par  un  point  donné  A  et  coupant 
deux  plans  donnés  P  et  R  en  deux  points C  et  D,  trouver  le  lieu  du  point  B, 
conjugué  harmonique  du  point  A  par  rapport  à  CD. 

584.  Étant  donné  le  triangle  suivant  lequel  la  feuille  de  dessin  est  ren- 
contrée par  un  angle  trièdre  trirectangle,  trouver,  par  des  constructions 
graphiques  exécutées  sur  le  plan  de  cette  feuille,  les  inclinaisons  des  trois 
arêtes  de  l'angle  trièdre  sur  ce  plan. 

585.  Couper  un  angle  trièdre  trirectangle  par  un  plan  tel,  que  la  sec- 
tion soit  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 

§  Vni.  —  Appendice. 

586.  Étant  donnés  un  quadrilatère  gauche  et  une  droite  qui  divise  deux 
de  ses  côtés  opposés  en  parties  proportionnelles,  trouver  une  droite  per- 
pendiculaire à  la  première  et  qui  divise  proportionnellement  les  deux 
autres  côtés  du  quadrilatère. 

587.  Dans  un  quadrilatère  gauche,  les  trois  droites,  qui  joignent  les 
milijBux  des  côtés  opposés  et  les  milieux  des  diagonales,  se  coupent  mutuel- 
lement en  parties  égales. 

588.  Quand  un  plan  transversal  coupe  les  côtés  consécutifs  d*un  poly- 
gone gauche  ABCD. . .,  en  des  points  a,  6,  c,. . .,  on  a,  en  grandeur  et 
en  signe,  la  relation 

ak   ôB  cC 
flB    6C  cD 

589.  Si  une  droite  ac  glisse  sur  deux  côtés  opposés  AB  et  CD  d*un  qua- 
drilatère gauche,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

ak  _^^D 

Jb~vc' 

X  étant  une  constante,  cette  droite  rencontre  toujours  trois  droites  fixes. 
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590.  Si  Ton  fait  tourner  deux  plans  rectangulaires  autour  de  deux 
droties  6xes  dans  l'espace,  leur  intersection  rencontre  toujours  trois  droites 
fixes. 

591 .  Quand  on  a  mis  en  perspective  une  figure  plane  sur  un  tableau 
plan,  si  Ton  fait  tourner  le  tableau  autour  de  son  intersection  LT  avec  le 
plan  de  la  figure  donnée ,  les  deux  figures  restent  toujours  en  perspec- 
tive, et  le  lieu  de  Toeil,  qui  change  de  position  dans  l'espace,  décrit  un 
cercle  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  LT. 
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LIVRE  VL 

LES  POLYÈDRES, 


§§  I,  II.  —  Dn  prisme. 

592.  Le  volume  d'un  prisme  triangulaire  a  pour  mesure  la  moitié  du 
produit  de  Taire  d'une  face  latérale  par  la  distance  de  cette  face  à  Taréte 
opposée. 

593.  Si,  sur  trois  droites  parallèles  et  non  situées  dans  un  même  plan, 
on  prend  d'une  manière  quelconque  des  longueurs  égales  à  une  droite 
donnée,  le  volume  du  prisme  triangulaire  ainsi  formé  est  constant. 

594.  Couper  un  cube  par  un  plan  de  manière  que  la  section  soit  un 
hexagone  régulier. 

595.  Deux  prismes  sont  égaux  :  i^  lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
compris  entre  une  base  et  une  face  égales  chacune  à  chacune  et  sembla- 
blement  disposées  ;  2°  lorsqu'ils  ont  une  base  et  deux  faces  adjacentes 
égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

596.  Deux  prismes  triangulaires  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  leurs  faces 
latérales  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

597.  Yénûer  par  la  Géométrie  la  formule  qui  donne  le  cube  d'une 
somme  ou  d'une  différence  de  deux  parties. 

598.  On  donne  trois  droites  deux  à  deux  non  situées  dans  un  même 
plan,  et  l'on  demande  de  construire  un  parallélipipède  dont  trois  arêtes 
soient  sur  ces  trois  droites. 

599.  Dans  tout  prisme  quadrangulaire,  la  somme  des  carrés  des  arêtes 
surpasse  la  somme  des  carrés  des  diagonales  de  huit  fois  le  carré  de  la 
droite  qui  joint  les  milieux  communs  de  ces  diagonales  considérées  deux 
à  deux.  —  Application  au  parallélipipède  quelconque. 

600.  Dans  un  hexaèdre  quelconque,  la  somme  des  carrés  des  arêtes 
surpasse  la  somme  des  carrés  des  diagonales  de  quatre  fois  la  somme  des 
carrés  des  quatre  droites  qui  joignent  les  milieux  des  diagonales  du 
polyèdre  et  les  milieux  des  diagonales  de  deux  faces  opposées.  —  Appli- 
cation au  parallélipipède. 
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601.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  partage  un  paraliélipi- 
pède  en  deux  parties  équivalentes. 

602.  Dans  tout  prisme  triangulaire,  Taire  de  la  plus  grande  face  est 
plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

603.  De  tous  les  prismes  de  n  faces,  c'est  le  prisme  régulier  qui  a  : 

1°  La  plus  petite  aire  latérale,  les  bases  étant  équivalentes  et  les  hau- 
eurs  égales; 

2°  La  plus  grande  base  et  le  plus  grand  volume,  les  aires  latérales  étant 
équivalentes  et  les  hauteurs  égales  ; 

3°  La  plus  grande  hauteur  et  le  plus  grand  volume,  les  bases  et  les 
aires  latérales  étant  respectivement  équivalentes  ; 

4^  La  plus  petite  base  et  la  plus  grande  hauteur,  les  aires  latérales  et 
les  volumes  étant  respectivement  équivalents. 

604.  De  deux  prismes  réguliers,  celui  dont  le  nombre  de  faces  est  le 
plus  grand  possède  les  quatre  propriétés  énoncées  dans  le  numéro  pré- 
cédent. 

605.  De  tous  les  prismes  quadrangulaires,  c'est  le  cube  qui,  à  égalité 
d*aire,  possède  le  plus  grand  volume  et  qui,  à  égalité  de  volume,  possède 
la  plus  petite  aire. 


m,  lY.  —  De  la  pyramide. 

606.  Démontrer  que  deux  tétraèdres  sont  égaux  :  i®  lorsqu'ils  ont  un 
angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées  ;  2**  lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  à  trois 
angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés  ;  3^  lors- 
qu'ils ont  trois  faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  dispo- 
sées ;  4^  lorsqu'ils  ont  une  arête  égale  et  cinq  angles  dièdres  égaux  chacun 
à  chacun  et  semblablement  disposés. 

607.  Les  plans  menés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  arêtes 
d'un  tétraèdre  se  rencontrent  en  un  même  point. 

608.  Les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d'un  tétraèdre  se  ren- 
contrent en  un  même  point. 

609.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  chaque  face  d'un  tétraèdre  par 
le  centre  du  cercle  circonscrit  à  la  face  considérée  se  rencontrent  en  un 
même  point. 

6IA.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  aux  points 
d'intersection  des  médianes  des  faces  opposées  se  rencontrent  en  un 
môme  point,  situé  au  quart  de  chacune  de  ces  droites  à  partir  de  la  face 
correspondante. 
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611 .  Les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales. 

612.  Trouver  dans  Tintérieur  d'un  tétraèdre  un  point  tel,  qu'en  le 
joignant  aux  quatre  sommets  on  décompose  ce  tétraèdre  en  quatre 
tétraèdres  équivalents. 

613.  Si  Ton  prend  un  point  0  dans  Tintérieur  d'un  tétraèdre  SÂBG,  et 
si  l'on  prolonge  les  droites  SO,  ÂO,  BO,  GO,  jusqu'à  la  rencontre  des 

faces  opposées  en  s,  a,  b,  c,  on  a  la  relation 

Os      On      Ob      Oc 


Si"   '  Art  '  B/?      Ce 

614.  Si  l'on  coupe  un  prisme  ou  une  pyramide  par  un  plan  non  paral- 
lèle à  la  base,  et  si  l'on  prolonge  les  côtés  de  la  section  jusqu'à  la  ren- 
contre des  côtés  correspondants  de  la  base,  les  points  d'intersection 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

615.  Étant  données  les  faces  d'un  tétraèdre,  trouver,  en  ne  se  servant 
que  du  compas,  la  longueur  de  la  hauteur  du  tétraèdre  et  le  pied  de  cette 
hauteur  sur  le  plan  de  la  base. 

616.  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  trièdre  égal  sont  entre  eux 
comme  les  produits  respectifs  des  arêtes  qui  comprennent  cet  angle.  — 
En  déduire  la  première  partie  du  théorème  du  n?  684. 

617.  Deux  tétraèdres  qui  ont  une  arête  égale  et  les  angles  dièdres  cor- 
respondant à  cette  arête  égaux  chacun  à  chacun,  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  faces  qui  comprennent  le  dièdre  égal. 

618.  Le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  d'un  tétraèdre  partage  l'arôte 
opposée  en  deux  segments  proportionnels  aux  faces  qui  comprennent  l'angle 
dièdre.  —  Considérer  le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  extérieur. 

619.  Soient  le  tétraèdre  SABC  et  le  point  0  où  la  droite  SO  également 
inclinée  sur  les  trois  faces  latérales  (voir  la  question  572)  rencontre  la 
base  ABC  ;  démontrer  que  les  triangles  OAB,  OBC,  OAC,  sont  proportion- 
nels aux  faces  latérales  correspondantes. 

620.  Le  plan  déterminé  par  une  arête  d'un  tétraèdre  et  le  milieu  de 
l'arête  opposée  partage  ce  tétraèdre  en  deux  tétraèdres  équivalents. 

621.  Si  par  la  droite  DE,  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées 
SA,  BC,  d'un  tétraèdre  SABC,  on  mène  un  plan  quelconque  qui  coupe 
l'arête  SB  en  F  et  l'arête  ÂC  en  G,  la  droite  FG  est  divisée  par  la  droite 
DE  en  deux  parties  égales. 

622.  Tout  plan  conduit  par  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d*an 
tétraèdre  le  partage  en  deux  volumes  équivalents. 
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623.  On  donne  une  droite  sur  l'une  des  faces  d'un  tétraèdre,  et  Ton 
demande  de  mener  par  cette  droite  un  plan  cpii  détermine  avec  les  faces 
de  ce  tétraèdre  un  autre  tétraèdre  qui  soit  au  premier  dans  un  rapport 
donné. 

624.  On  donne  une  droite  sur  l'une  des  faces  d'un  angle  trièdre,  et  l'on 
demande  de  mener  par  cette  droite  un  plan  qui  ferme  l'angle  trièdre  en 
déterminant  un  tétraèdre  de  volume  déterminé. 

62o.  Quelle  est  la  différence  des  volumes  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles  et  d'un  prisme  de  même  hauteur  ayant  pour  base  la  demi-somme 
des  bases  du  tronc  de  pyramide  ?  — -  Quelle  erreur  commet-on  en  rempla- 
çant l'un  des  volumes  par  l'autre,  pour  une  hauteur  de  6  mètres  et  pour 
des  bases  du  tronc  de  pyramide  égales  à  3"**, 75  et  à  a"', 85? 

626.  Mener,  parallèlement  à  une  droite  donnée  ou  par  un  point  donné, 
un  plan  qui  partage  un  tétraèdre  donné  en  deux  parties  équivalentes. 

627.  Trouver  l'expression  du  volume  d'un  tronc  de  pyramide  quel- 
conque à  bases  parallèles,  en  le  décomposant  en  troncs  de  pyramide 
triangulaires. 

628.  Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  triangulaire  SâBC  ont  pour 
longueurs  L,  M,  N;  on  coupe  cette  pyramide  par  un  plan  abc  non  pa- 
rallèle à  la  base,  qui  rencontre  les  arêtes  latérales  à  des  distances  du 
sommet  égales  à  /,  /»,  /z  :  trouver  le  volume  du  tronc  de  pyramide  ainsi 
déterminé. 

629.  On  donne  deux  tétraèdres  SABC,  S'Â'B'C,  tels,  que  les  droites 
qui  unissent  les  sommets  correspondants  concourent  en  un  même  point; 
démontrer  que,  si  les  faces  correspondantes  des  deux  tétraèdres  se  cou- 
pent, les  quatre  droites  d'intersection  sont  dans  un  même  plan. 

630.  Soit  un  tétraèdre  SÂBC;  par  un  point  0  pris  dans  la  face  SBC,  on 
mène  aux  arêtes  SA,  ÂB,  ÂC,  jusqu'aux  faces  ABC,  SAC,  SAB,  les  paral- 
lèles OD,  OE,  OF  :  démontrer  la  relation 

Op      OE      OF  _ 
SA"^  AB"^AC  "  '• 

63i.  Soit  un  tétraèdre  SABC  coupé  par  un  plan  quelconque  DEF  :  me- 
nons les  diagonales  des  quadrilatères  ABDE,  BCFE,  ACFD  ;  ces  diagonales 
se  rencontrent  deux  à  deux  aux  points  G,  H,  K,  et  les  droites  SG,  SH, 
SK,  coupent  elles-mêmes  les  côtés  de  la  base  ABC  aux  points  L,  M,  N  ; 
démontrer  :  i^  que  les  transversales  AM,  BN,  CL,  se  coupent  en  un  môme 
point  0  de  la  base  ABC;  2"  que  les  transversales  SO,  AH,  BK,  OG,  se 
coupent  en  un  même  point  P  de  l'espace.  —  Examiner  le  cas  où  la  section 
DEF  est  parallèle  à  la  base  ABC. 
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63S.  Dans  uq  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases  non  paraUèles, 
les  points  d'intersection  des  diagonales  des  trois  faces  latérales  et  les 
points  d'intersection  des  côtés  des  bases  prolongés  deux  à  deux,  sont  dans 
un  môme  plan. 

633.  La  hauteur  d*un  tétraèdre  régulier  est  égale  à  la  somme  des  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  pris  dans  Tintérieur  du  polyèdre  sur 
ses  quatre  faces.  —  Examiner  le  cas  où  le  point  est  choisi  extérieurement. 
(f^oirTexerciceâS.) 

634.  Si,  par  nn  point  quelconque  pris  dans  l'espace,  on  fait  passer 
plusieurs  droites  parallèles  et  égales  aux  différents  côtés  d'un  polygone 
ou  plusieurs  polygones  parallèles  et  égaux  aux  différentes  faces  d'un  po^ 
lyèdre  quelconque,  la  somme  algébrique  des  produits  obtenus  en  multi- 
pliant la  longueur  ou  Taire  de  chacun  des  éléments  ainsi  transportés  par 
la  perpendiculaire  abaissée  sur  lui  d'un  autre  point  constant  de  l'espace, 
est  égale  à  zéro.  — -  Application  au  théorème  précédent  (les  produits  con- 
sidérés sont  posUff s  ou  négatifs  y  suivant  que  les  faces  transportées  laissent 
ou  non  d'un  même  côté  le  centre  commun  des  perpendiculaires). 

635.  Soit  le  tétraèdre  SÂBC  ;  menons  une  section  quelconque  DEF  pa- 
rallèle à  la  base  ÂBC,  et  joignons  les  milieux  des  côtés  de  cette  section 
aux  sommets  opposés  de  la  base  :  les  trois  droites  obtenues  se  croiaent 
en  un  même  point  dont  on  demande  le  lieu. 

636.  Par  un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  de  la  base  d'une 
pyramide  régulière,  on  mène  à  cette  base  une  perpendiculaire  qui  ren- 
contre toutes  les  faces  de  la  pyramide  ou  leurs  prolongements  ;  démontrer 
que  la  somme  des  distances  des  points  de  rencontre  obtenus  à  la  base  de 
la  pyramide  est  constante.  —  Considérer  le  cas  où  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire élevée  à  la  base  est  extérieur  à  cette  base. 

637.  Étant  données  les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  et  les  distances 
d'un  point  à  trois  des  faces,  déterminer  la  distance  de  ce  point  à  la  qua- 
trième face. 

638.  Quelle  est  la  différence .  des  volumes  d'un  tronc  de  pyramide  à 
bases  parallèles  et  d'un  prisme  de  môme  hauteur  ayant  pour  base  la  sec- 
tion faite  dans  le  tronc  de  pyramide  à  égale  distance  de  ses  bases? 

639.  Quand,  dans  un  tétraèdre,  sur  les  trois  couples  d'arêtes  opposées, 
deux  sont  formés  d'arêtes  perpendiculaires,  la  même  condition  est  remplie 
par  le  troisième  couple. 

640.  Dans  un  tétraèdre,  on  peut  considérer  les  six  angles  dièdres  for- 
més par  les  quatre  faces  prises  deux  à  deux,  et  les  douze  angles  formés 
par  les  six  arêtes  avec  les  deux  faces  auxquelles  elles  se  termiiient.  Cela 


QUBSTioirs  piiopostis.  479 

posé,  dans  tout  tétraèdre  où  les  arêtes  opposées  sont  perpendiculaires 
entre  elles  : 

1*"  La  somme  des  dix-huit  angles  indiqués  est  constante  et  égale  à 
douze  angles  droits  ; 

2**  Les  hauteurs  se  croisent  en  un  même  point; 

3^  Les  plus  courtes  distances  des  arêtes  opposées  se  croisent  au  point 
de  rencontre  des  hauteurs. 

641.  Étant  donné  un  tétraèdre  SÂBG,  on  construit  sur  les  faces  SAB, 
SBC,  SâC,  trois  prismes  triangulaires  quelconques  dont  les  bases  supé- 
rieures se  rencontrent  en  0;  sur  la  base  ÂBC  du  tétraèdre,  on  construit 
alors  un  quatrième  prisme  triangulaire  en  prenant  ses  arêtes  latérales 
égales  et  parallèles  à  la  droite  SO  :  démontrer  que  le  volume  de  ce  der- 
nier prisme  est  équivalent  à  la  somme  des  volumes  des  trois  premiers 
prismes.  (  Foir  l'exercice  404.) 

642.  La  base  d'une  pyramide  régulière  étant  un  hexagone  de  3  mètres 
de  côté,  calculer  la  hauteur  de  cette  pyramide,  sachant  que  son  aire  laté« 
raie  est  dix  fois  Taire  de  sa  base. 

643.  Mener  un  plan  parallèle  à  la  base  d'un  tétraèdre  donné,  de  ma- 
nière que  ce  plan  détermine  un  autre  tétraèdre  dont  l'aire  totale  soit  la 
moitié  de  celle  du  tétraèdre  donné. 

644.  Construire  un  tétraèdre,  connaissant  : 

i^  Les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  et  les 
angles  que  font  entre  elles  ces  trois  droites; 

ql"  Un  point  de  chaque  arête  ; 

3"*  La  base  et  les  longueurs  des  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des 
arêtes  opposées  ; 

4^  La  base  et  les  droites  qui  joignent  les  sommets  de  la  base  aux  points 
d'intersection  des  médianes  des  faces  opposées. 

645.  Trouver  le  volume  d'une  pyramide  triangulaire,  en  regardant 
cette  pyramide  comme  la  limite  de  la  somme  des  prismes  inscrits  dans 
cette  pyramide,  Tinscription  étant  effectuée  comme  au  n*"  642. 

646.  Soit  une  pyramide  triangulaire  SÂBG.  Par  le  milieu  E  de  l'arête 
SB,  on  mène  le  plan  DEF  parallèle  à  la  base  ÂBC,  le  plan  EGH  parallèle 
à  la  face  ÂSC,  et  le  plan  EDH  ;  la  pyramide  SÂBC  se  trouve  ainsi  décom- 
posée en  deux  prismes  triangulaires  équivalents  et  en  deux  pyramides 
triangulaires  équivalentes.  On  peut  faire  subir  la  même  décomposition  à 
la  pyramide  SDEF,  et  continuer  ainsi  indéfiniment  :  en  déduire  le  volume 
de  la  pyramide  SÂBC. 

647.  Étant  donnée  une  pyramide  triangulaire  SÂBC,  à  quelle  distance 
de  la  base  ABC  doit-on  mener  un  pian  parallèle  abc^  pour  que  le  rapport 
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des  volumes  de  ]a  pyramide  S  abc  et  du  tnHic  de  pyramide  ABC  abc  soit 
égal  à  /n  ? 

618.  Étant  données  trois  droites  parallèles  non  situées  dans  un  même 
plan,  on  porte  sur  Tune  d'elles  une  longueur  AB  donnée,  et  Ton  prend 
arbitrairement  un  point  C  sur  la  seconde  droite,  un  point  D  sur  la  troi- 
sième ;  démontrer  : 

1**  Que  le  volume  de  la  pyramide  triangulaire  ÂBCD  est  constant, 
quelles  que  soient  les  positions  des  points  C  et  D  et  la  parallèle  sur 
laquelle  on  porte  la  longueur  AB  ;  7?  que  ce  volume  est  proportionnel 
àAB. 

649.  On  donne  Tarète  A  d*un  prisme  triangulaire  quelconque;  sur  Tune 
des  arêtes,  on  prend  à  partir  de  la  base  une  longueur  x;  sur  la  seconde 
arête,  on  prend  de  même  une  longueur  a,  et  sur  la  troisième  une  lon- 
gueur b.  Par  les  trois  points  ainsi  déterminés,  on  fait  passer  un  plan  qui 
divise  le  prisme  en  deux  parties.  Pour  quelle  valeur  de  x  ces  parties  sont- 
elles  équivalentes? 

650.  Trouver  le  volume  du  corps  limité  par  quatre  plans  parallèles 
deux  à  deux,  une  face  parallélogramme  et  un  quadrilatère  gauche  ayant 
pour  plan  directeur  cette  face  parallélogramme. 

651.  Étant  donnés  quatre  polygones  plans  disposés  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace,  trouver  un  point  tel,  qu'en  le  donnant  pour 
sommet  commun  aux  pyramides  ayant  pour  bases  ces  polygones,  les  vo- 
lumes de  ces  pyramides  soient  entre  eux  comme  quatre  droites  ou  quatre 
nombres  donnés. 

652.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan  parallèle  à  deux  arêt^  opposées, 
de  manière  que  la  section  soit  maximum. 

653.  Par  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans  :  quel  est  celui  qui 
détermine  la  section  minimum? 

654.  Dans  une  pyramide  SABGD  dont  la  base  ABCD  est  un  trapèze, 
on  donne  la  face  SAD  en  grandeur  et  ia  position,  son  inclinaison  sur  la 
base  ABCD,  la  direction  des  arêtes  parallèles  AB  et  CD,  les  angles  de  la 
base  SBC,  et  l'on  demande  de  construire  la  pyramide.  —  Même  problème, 
en  supposant  qu'on  donne  la  face  SAD  en  grandeur  et  en  position,  son 
inclinaison  sur  le  plan  donné  de  la  face  SBC  et  les  angles  de  cette  der- 
nière face. 

655.  Étant  donné  un  prisme  triangulaire,  le  couper  par  un  plan  tel^ 
que  la  section  soit  semblable  à  un  triangle  donné. 
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656.  Partager  une  pyramide  quadrangulaire  régulière  en  deux  parties 
équivalentes,  par  un  plan  mené  par  Tun  des  côtés  de  la  base. 

657.  Construire  le  parallélipipède  circonscrit  à  une  pyramide  triangu- 
laire. 

658.  Le  volume  d'un  tétraèdre  est  le  tiers  du  volume  du  parallélipipède 
circonscrit. 

659.  Trouver  le  volume  du  tétraèdre  régulier  par  la  considération  du 
parallélipipède  circonscrit. 

G60.  Tout  tétraèdre  n'a  qu'un  seul  parallélipipède  circonscrit  ;  mais 
tout  parallélipipède  correspond  à  deux  tétraèdres  inscrits,  qu'on  peut 
appeler  conjugués  et  qui  sont  équivalents;  l'un  de  ces  tétraèdres  étant 
donné,  construire  le  second. 

661 .  Calculer  le  volume  du  noyau  octaèdre  commun  aux  deux  tétraèdres 
conjugués  d'un  même  parallélipipède. 

66â.  Si  l'on  prolonge  indéfiniment  les  arêtes  de  l'un  des  tétraèdres 
conjugués  d'un  parallélipipède,  et  si  l'on  considère  quatre  de  ces  arêtes 
opposées  deux  à  deux,  il  existe  toujours  un  plan,  susceptible  de  deux 
inclinaisons  différentes,  qui,  en  se  mouvant  parallèlement  à  lui-même, 
coupe  ces  arêtes  en  quatre  points  situés  sur  une  même  circonférence. 
Dans  quelle  position  du  plan  sécant  le  diamètre  variable  de  cette  circon- 
férence est-il  minimum? 

663.  Si  Ton  prolonge  indéfiniment  les  arêtes  des  deux  tétraèdres  con- 
jugués d'un  parallélipipède,  et  si  l'on  considère  huit  de  ces  arêtes  situées 
dans  quatre  faces  du  parallélipipède  et  parallèles  entre  elles  deux  à  deux, 
il  existe  toujours  un  plan,  susceptible  de  deux  inclinaisons  différentes,  qui, 
en  se  mouvant  parallèlement  à  lui-même,  coupe  ces  arêtes  en  huit  points 
situés  sur  une  circonférence. 

664.  Par  un  point  S  pris  sur  le  prolongement  de  l'axe  d'un  prisme 
hexagonal  régulier  et  par  les  côtés  du  triangle  équilatéral  obtenu  en 
joignant  de  deux  en  deux  les  sommets  de  sa  base  supérieure,  on  fait 
passer  des  plans  qui  détachent  du  prisme  trois  tétraèdres  et  les  remplacent 
par  un  tétraèdre  unique  reposant  sur  sa  base  supérieure  ;  déterminer  la 
position  du  point  S  qui  rend  minimum  l'aire  du  décaèdre  ainsi  construit 
(  alvéole  des  abeilles  ) . 

665.  Sur  une  première  droite  AÂ',  on  donne  deux  points  6xes  a  ei  b; 
sur  une  seconde  droite  quelconque  BB',  deux  points  mobiles  c  eid  restent 
à  une  distance  constante  :  chercher  pour  quelle  position  du  segment  cd 
Taire  de  la  pyramide  abcdesi  minimum. 

IT.  3i 
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§§  V,  VI.  —  Figures  symétriques.  —  Polyèdres  semblables. 

666.  Déterminer  les  arêtes  d'un  parallélipidède  rectangle,  sachant 
qu'elles  sont  proportionnelles  aux  nombres  a,  b,  c,  et  que  le  volume  du 
parallélipipède  estV. 

667.  Chercher  le  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres,  dont  Y  un  a 
été  formé  en  menant  par  les  sommets  de  Tautre  des  plans  parallèles  aux 
faces  opposées. 

668.  Deux  tétraèdres  sont  semblables  :  i°  lorsquMIs  ont  un  angle 
dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  semblables  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées;  2°  lorsqu'ils  ont  une  face  semblable  adjacente 
à  trois  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés; 
3*"  lorsqu'ils  ont  trois  faces  semblables  chacune  à  chacune  et  semblable- 
ment disposées;  4°  lorsqu'ils  ont  cinq  angles  dièdres  égaui.  chacun  à  cha- 
cun et  semblablement  disposés. 

669.  Les  carrés  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables  sont  pro- 
portionnels aux  cubes  de  deux  faces  homologues. 

670.  Une  droite  comprise  entre  deux  faces  d'un  polyèdre  donné  est 
divisée  en  plusieurs  segments  ;  sur  chaque  segment,  considéré  comme 
rhomologue  de  la  droite  donnée,  on  construit  un  polyèdre  semblable  au 
polyèdre  donné.  Démontrer  que  l'aire  de  ce  polyèdre  est  égale  au  carre 
de  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des  polyèdres  segmenlaires,  et 
que  son  volume  est  égal  au  cube  de  la  somme  des  racines  cubiques  des 
volumes  de  ces  mômes  polyèdres. 

671.  Construire  deux  droites  qui  soient  dans  le  même  rapport  que  deux 
cubes  donnés. 

61±,  Démontrer  que  le  tétraèdre  formé  en  joignant  les  points  de  ren- 
contre des  médianes  des  faces  d'un  tétraèdre  donné,  est  semblable  au 
symétrique  de  ce  tétraèdre  :  chercher  le  rapport  des  volumes  de  ces  deux 
tétraèdres. 

673.  On  nomme  centre  de  symétrie  d'un  système  de  points  un  point  i) 
tel,  qu'en  le  joignant  à  un  point  quelconque  A  du  système  et  en  prolon- 
geant la  droite  ÂO  d'une  quantité  égale  à  elle-même,  le  point  A'  ainsi 
obtenu  soit  aussi  un  point  du  système  proposé.  —  Démontrer  d'après  cela 
que,  dans  tout  système  de  points  limité,  il  ne  peut  exister  qu'un  centre 
de  symétrie. 

674.  On  nomme  are  de  symétrie  d'un  système  de  points  une  droite 
telle,  qu'en  faisant  tourner  le  système  d'un  certain  angle  autour  de  cette 
droite,  la  nouvelle  position  de  chaque  point  du  système  soit  rancienne 
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position  d'un  certain  point  da  même  système.  —  Démontrer  que  le  plus 
petit  des  angles  capables  de  restituer  ainsi  le  lieu  des  points  du  système, 
dans  la  rotation  de  ce  système  autour  d'un  axe  de  symétrie,  est  une  par- 
tie aliquote  -  de  36o  degrés.  Suivant  que  q  est  égal  à  a,  3,  4,  •  •  •  >  l'axe 

de  symétrie  est  binaire,  ternaire,  quaternaire,. , .;  q  est  l'orrire  de 
symétrie, 

673.  On  nomme  plan  de  symétrie  d'un  système  de  points  un  plan  le!, 
qu'en  abaissant  d'un  point  quelconque  du  système  une  perpendiculaire 
sur  ce  plan  et  en  prolongeant  cette  perpendiculaire  d'une  quantité  égale 
à  elle-même,  Textrémité  ainsi  obtenue  soit  encore  un  point  du  système. 
—  Démontrer  que,  si  un  système  possède  divers  axes  et  divers  plans  de 
symétrie,  tous  ces  axes  et  tous  ces  plans  doivent  se  couper  en  un  même 
point. 

676.  Dans  tout  système  possédant  un  plan  et  un  centre  de  symétrie, 
la  droite  menée  par  le  centre  normalement  au  plan  est  un  axe  de  symétrie 
d'ordre  pair. 

677.  Lorsqu'un  système  possède  deux  plans  de  symétrie,  l'intersection 
de  ces  plans  est  un  axe  de  symétrie. 

678.  Un  système  dépourvu  d'axe  de  symétrie  ne  peut  posséder  à  la 
fois  vn  centre  et  un  plan  de  symétrie. 

679.  Lorsqu'un  système  possède  deux  plans  de  symétrie  non  rectangu- 
laires, il  en  possède  un  troisième. 

680.  Lorsqu'un  système  possède  un  plan  P  de  symétrie  et  un  axe  L  de 
symétrie  oblique  à  ce  plan,  la  droite  L'  homologue  de  L  par  rapport  au 
plan  P  est  un  nouvel  .axe  de  symétrie. 

681.  Lorsqu'il  existe  dans  un  système  deux  axes  de  symétrie  binaires, 
la  perpendiculaire  menée  au  plan  de  ces  axes  par  leur  point  d'intersection 
est  un  axe  de  symétrie. 

682.  Lorsqu'un  système  possède  trois  axes  quaternaires  rectangulaires 
entre  eux,  il  possède  en  même  temps  quatre  axes  ternaires. 

683.  Étudier  les  polyèdres  considérés  dans  le  VI*  livre,  sous  le  rapport 
de  leurs  centres,  de  leurs  axes  et  de  leurs  plans  de  symétrie. 

§  vn.  —  Appendice. 

684.  Soit  un  polyèdre  divisé  en  P  autres  polyèdres  quelconques  ;  soient  S 
le  nombre  des  sommets  de  ces  différents  polyèdres  y  compris  le  premier, 

3i. 
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F  le  nombre  de  leurs  faces,  A  le  nombre  de  leurs  arêtes;  on  aura  la  formule 

A-4-P-Hi  =  F-hS. 

685.  En  se  reportant  à  Texercice  précédent,  quelle  est  la  relation  entre 
les  nombres  d'arêtes  de  faces  et  de  sommets  appartenant  à  la  surface 
extérieure  du  polyèdre  proposé,  et  les  nombres  d'éléments  analogues  situés 
à  l'intérieur  de  ce  polyèdre? 

686.  Étant  données  autant  de  droites  qu'on  voudra  passant  par  un  même 
point  0,  trouver  le  lieu  des  points  tels,  qu'en  abaissant  de  ces  points  des 
perpendiculaires  sur  les  droites  données,  la  somme  des  produits  des  dis- 
tances du  point  0  à  ces  perpendiculaires  par  des  droites  données  soit  égale 
à  un  carré  donné  /«*. 

687.  Étant  donnés  autant  de  plans  qu*on  voudra  passant  par  un  même 
point,  trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  produits  de  leurs 
distances  aux  plans  donnés  par  des  droites  données  soit  constante. 

688.  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  qu'une  droite  ou  un 
plan  forme  avec  trois  axes  ou  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux  est 
égale  à  l'unité. 

689.  Le  carré  d'une  droite  ou  d'une  aire  plane  quelconque  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  axes  ou  sur  trois  plans 
perpendiculaires  entre  eux. 

690.  Si  Â  et  A'  sont  les  aires  de  deux  figures  situées  dans  un  môme  plan, 
P  et  F,  Q  et  Q',  R  et  R',  les  projections  de  ces  deux  figures  sur  trois 
plans  perpendiculaires  entre  eux,  on  a 

AA'=PP'-f-QQ'+RR'. 

691.  Étant  donnés  les  angles  que  deux  droites  ou  deux  plans  forment 
respectivement  avec  trois  axes  ou  trois  plans  rectangulaires,  trouver 
l'angle  de  ces  deux  droites  ou  de  ces  deux  plans. 

692.  Étant  données  les  projections  d'une  droite  ou  d'une  aire  plane  sur 
trois  axes  ou  sur  trois  plans  rectangulaires,  trouver  sa  projection  sur  un 
quatrième  axe  ou  un  quatrième  plan  qui  fait  des  angles  connus  avec  les 
trois  premiers. 

693.  La  somme  des  carrés  des  projections  d'autant  de  droites  ou  d'autan  t 
d'aires  planes  qu'on  voudra  sur  trois  axes  ou  sur  trois  plans  rectangulaires 
quelconques  est  constante. 

694.  Trouver  l'axe  ou  le  plan  sur  lequel  la  somme  des  projections  de 
droites  ou  d'aires  planes  données  est  un  maximum.  —  Cette  même  somme 
est  constante  lorsqu'on  projette  sur  des  axes  ou  des  plans  faisant  le  même 
angle  avec  Taxe  ou  le  plan  de  projection  maximum. 
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695.  Dans  un  polygone  quelconque,  la  somme  des  projections  de  tous 
les  côtés  sur  un  axe  quelconque  est  égale  à  zéro.  —  Dans  tout  polygone 
convexe,  le  carré  d'un  côté  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  tous  les 
autres,  moins  deux  fois  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  ces 
mêmes  côtés  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'ils  comprennent. 

696.  Dans  un  polyèdre  convexe  quelconque  :  i^  la  somme  des  projec- 
tions de  toutes  les  faces  sur  un  plan  quelconque  est  égale  à  zéro  ;  2°  le  carré 
de  Tune  des  faces  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  toutes  les  autres, 
moins  deux  fois  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  ces  mêmes 
faces  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  du  dièdre  qu'elles  comprennent. 

697.  Lorsque  le  volume  d'un  tronc  de  prisme  et  Tune  des  bases  A 
restent  fixes,  le  plan  de  l'autre  base  B  passe  par  un  point  fixe,  et  Taire 
de  celte  base  B  est  minimum  lorsque  son  plan  est  perpendiculaire  aux 
arêtes  du  tronc. 

698.  De  toutes  les  pyramides  de  n  faces  latérales,  qui  ont  même  hau- 
teur et  des  bases  équivalentes,  c'est  la  pyramide  régulière  qui  a  la  plus 
petite  aire  latérale.  —  De  toutes  les  pyramides  dont  la  base  a  n  côtés  et 
dont  les  aires  latérales  sont  équivalentes,  c'est  la  pyramide  régulière  qui 
a  le  plus  grand  volume. 

699.  De  tous  les  tétraèdres  dont  les  aires  sont  équivalentes,  le  tétraèdre 
régulier  a  le  plus  grand  volume. 

700.  La  base  d'un  tétraèdre  est  semblable  à  un  triangle  donné;  la 
somme  de  cette  base  et  d'une  face  latérale  est  constante  ;  enfin  les  deux 
autres  faces  sont  perpendiculaires  à  la  base  :  de  tous  les  tétraèdres  qui 
remplissent  ces  conditions,  celui  dont  la  base  est  un  quart  de  la  somme 
donnée  a  le  plus  grand  volume. 

701 .  La  base  6  d'une  pyramide  a  n  côtés  et  est  semblable  à  un  polygone 
donné  ;  la  somme  ^  4-  a  de  cette  base  et  d'une  face  latérale  a  est  constante  : 
le  volume  de  la  pyramide  est  maximum  lorsque,  a  étant  égal  à  a  3,  la  face 
latérale  a  est  perpendiculaire  à  la  base  ^. 

702.  Trouver  :  1°  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle  ;  2"  le  centre 
de  gravité  d'un  secteur  circulaire  (on  nomme  centre  de  gravité  d'une 
ligne  courbe  ou  d'une  aire  terminée  par  une  ligne  courbe,  la  limite  des 
positions  du  centre  de  gravité  du  contour  ou  de  l'aire  d'une  ligne  poly- 
gonale inscrite  ou  d'un  secteur  polygonal  inscrit). 

703.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  pa- 
rallèles. 

704.  La  somme  de  trois  faces  latérales  d'un  tétraèdre  étant  donnée,  son 
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'«'olume  est  maximum  lorsque  ces  faces  latérales  sont  des  triangles  rec- 
tangles Isocèles,  perpendiculaires  entre  eux. 

705.  Parmi  toutes  les  pyramides  limitées  latéralement  par  les  faces  d'un 
angle  polyèdre  S  et  dont  la  base  est  déterminée  par  un  plan  qui  passe  par 
un  point  fixe  P  situé  dans  Tintérieur  de  l'angle  S,  celle  dont  le  volume  est 
maximum  a  le  point  P  pour  centre  de  gravité  de  sa  base. 

706.  i^  Parmi  toutes  les  pyramides  équivalentes  limitées  latéralement 
par  les  faces  d'un  même  angle  polyèdre,  celle  dont  la  hauteur  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  la  base  a  la  base  minimum; 

a*  De  toutes  les  pyramides  limitées  latéralement  par  le  même  angle 
polyèdre  et  qui  ont  des  bases  équivalentes,  la  pyramide  de  volume  maxi- 
mum est  celle  dont  le  sommet  se  projette  orthogonalement  au  centre  de 
gravité  de  la  base; 

31^  Enfin,  de  toutes  les  pyramides  de  même  hauteur,  limitées  latérale- 
ment par  le  même  angle  polyèdre,  la  pyramide  de  volume  minimum  est 
celle  dont  la  hauteur  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la  base. 

707.  Dans  deux  figures  homologiques,  le  rapport  des  distances  de  deux 
points  homologues  quelconques  m  et  m'  au  centre  d'homologie  est  au 
rapport  des  distances  de  ces  deux  points  m  et  m' à  deux  droites  homologues 
D  et  D' quelconques  dans  une  raison  constante.  —  Que  devient  ce  théorème  : 
i"  lorsque  lune  des  droites  D  et  D'  est  Taxe  d'homologie;  a*  lorsque  la 
droite  D  est  à  l'infini  ;  3"  lorsque,  la  droite  D  étant  à  Tinfini,  la  droite  D' 
se  confond  avec  la  droite  de  la  première  figure  qui  correspond  aux  points 
de  la  seconde  situés  à  l'infini. 

708.  Étant  données  deux  droites  parallèles  dans  le  plan  d'une  figure, 
si  d'un  point  fixe  on  mène  un  rayon  à  chaque  point  m  de  cette  figure,  et 
que  sur  ce  rayon  on  prenne  un  point  m'  tel,  que  le  produit  des  distances 
des  points  m  et  m'  aux  deux  parallèles  soit  constant,  le  point  m'  décrit 
une  figure  homologique  à  la  proposée. 

709.  Quand  deux  figures  sont  homologiques,  si  Ton  fait  tourner  Tune 
d'elles  autour  de  l'axe  d'homologie,  de  manière  à  faire  coïncider  de  nou- 
veau son  plan  avec  celui  de  Tautre  figure,  les  deux  figures,  dans  leur  nou- 
velle position  relative,  sont  encore  homologiques,  mais  leur  centre  d'ho- 
mologie est  difi'érent. 

710.  Quand  deux  figures  sont  homologiques,  si  Ton  fait  tourner  l'une 
d'elles  dans  son  plan  autour  du  centre  d'homologie,  après  une  rotation 
de  i8o  degrés,  les  deux  figures  sont  encore  homologiques,  mais  avec  un 
axe  d'homologie  différent. 
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§§  I,  n.  —  Cylindre  et  cône  de  rôvolution. 

7ii.  i*"  Quel  est  le  rapport  des  volumes  des  deux  cylindres  dont  les 
aires  convexes  sont  équivalentes;  2°  quel  est  le  rapport  des  aires  convexes 
de  deux  cylindres  qui  ont  le  môme  volume  ? 

712.  Les  volumes  engendrés  par  un  rectangle  tournant  successivement 
autour  de  ses  côtés  adjacents  sont  de  a  mètres  cubes  et  de  b  mètres 
cubes  ;  trouver  la  longueur  de  la  diagonale  de  ce  rectangle. 

713.  Calculer  l'aire  convexe,  Taire  totale  et  le  volume  d*un  cône  équi- 
iatéral  en  fonction  de  son  côté.  —  Pour  quelle  valeur  de  ce  côté  l'aire 
totale  du  cône  est-elle  i  mètre  carré  ou  son  volume  i  mètre  cube? 

714.  Partager  Taire  latérale  d'un  cône  de  révolution  en  n  parties  équi- 
valentes par  des  plans  parallèles  à  sa  base. 

71o.  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  étant  3  mètres  et 
ses  bases  ayant  pour  rayons  2  mètres  et  i  mètre,  partager  son  volume 
en  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  2,  3  et  7,  par  deux  plans 
parallèles  aux  bases. 

746.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  étant  4ï'"%3a8,  sa 
hauteur  i",8i7,  le  rayon  d'une  de  ses  bases  a",698,  on  demande  de  cal- 
culer à  o™,ooi  près  le  rayon  de  sa  seconde  base. 

717.  Calculer  à  0,001  près  le  rapport  que  doivent  présenter  les  rayons 
des  bases  d'un  tronc  de  cône  de  révolution,  pour  que  son  volume  soit  la 
moitié  de  celui  du  cylindre  de  même  hauteur  élevé  sur  la  base  inférieure 
du  tronc.  .  • 

718.  Quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  un  parallélogramme 
tournant  successivement  autour  de  ses  deux  côtés  adjacents? 

719.  Soit  ABCDEF  un  hexagone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  R.  On  mène  la  diagonale  FC  et  les  droites  ÀC  et  BF 
qui  se  coupent  en  I  sur  le  rayon  OH  perpendiculaire  à  FC,  et  Ton  demande 
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de  calculer,  en  fonction  de  R,  les  volumes  et  les  aires  des  cônes  engen- 
drés par  les  triangles  IHÂ,  lOF,  en  tournant  autour  de  OH  pris  pour  axe. 

720.  Soit  B'C  la  projection  du  diamètre  BC  d'un  cercle  04  sur  la  tan- 
gente TT'  au  point  A  ;  chercher  pour  quelle  position  de  BC  le  rapport  du 
cercle  OA  à  Taire  totale  du  tronc  de  cône  engendré  par  la  rotation  du 
trapèze  BCB'C  autour  de  TT'  est  égal  à  m;  discussion. 

721 .  Calculer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  de  révolution, 
connaissant  sa  hauteur,  son  côté  et  son  aire  ou  son  volume. 

722.  Un  tronc  de  cône  de  révolution  d'une  substance  dont  le  poids 
spéciGque  est  d  est  plongé  verticalement  dans  un  liquide  dont  le  poids 
spécifique  est  d'\  les  rayons  de  ses  bases  sont  R  et  r,  sa  hauteur  est  /j. 
On  demande  de  calculer  la  hauteur  de  la  partie  immergée  et  le  rayon  de 
la  section  déterminée  dans  le  tronc  de  cône  par  la  surface  de  niveau  du 
liquide. 

723.  Quel  est  le  volume  maximum  d'un  cône  de  révolution  dont  le  côté 
est  donné? 

724.  Parmi  tous  les  cylindres  ou  tous  les  cônes  qui  ont  môme  aire  to- 
tale, quel  est  le  cylindre  ou  le  cône  de  volume  maximum?  —  Parmi  tous 
les  cylindres  ou  tous  les  cônes  équivalents,  quel  est  le  cylindre  ou  le  cône 
d'aire  totale  minimum? 

72o.  Inscrire  dans  un  cône  donné  un  cylindre  de  volume  donné;  dis- 
cussion. —  Circonscrire  à  un  cylindre  donné  un  cône  de  volume  donné; 
discussion. 

§§  m,  IV,  V,  VI.  ~  Premières  notions  sur  la  sphère.  —  Propriétés 
des  triangles  sphériques.  —  Aire  et  volume  de  la  sphère. 

726.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  la  distance  a  d'un  point  A  et 
à  la  distance  b  d'un  point  B. 

727.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une  sphère 
donnée. 

728.  Par  une  droite  donnée,  mener  à  une  sphère  donnée  un  plan  sé- 
cant qui  détermine  une  section  de  rayon  donné. 

^29.  Lorsque  trois  sphères  se  coupent  deux  à* deux,  les  plans  des  trois 
cercles  d'intersection  se  coupent  suivant  une  même  droite  perpendiculaire 
au  plan  déterminé  par  les  centres  des  trois  sphères. 

730.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  sphère 
donnée  par  tous  les  plans  sécants  qui  passent  par  une  droite  donnée  ou 
par  un  point  donné. 
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731 .  Connaissant  les  rayons  de  deux  sections  parall^es  faites  dans  une 
sphère  et  la  distance  de  ces  sections,  trouver  le  rayon  de  la  sphère. 

732.  Trouver  la  plus  courte  et  la  plus  grande  distance  d'un  point  donné 
à  une  surface  sphérique.  —  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  une 
distance  donnée  d'une  sphère  donnée. 

733.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  droite  donnée  ou  d'un  plan 
donné  à  une  surface  sphérique. 

734.  Si  d'un  point  de  la  surface  sphérique  comme  pôle  on  trace  un 
cercle  avec  un  rayon  sphérique  égal  au  cinquième  ou  au  tiers  d'un  qua- 

m 

drant,  le  rayon  du  cercle  obtenu  est  la  moitié  du  rayon  de  la  sphère  ou 
le  plus  grand  segment  de  ce  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

735.  La  somme  des  carrés  des  cordes  interceptées  par  une  sphère 
donnée  sur  trois  droites  rectangulaires,  partant  d'un  point  donné  est  con- 
stante, ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  six  segments  déterminés  sur  ces 
trois  cordes  par  le  point  donné. 

736.  Trouver  le  diamètre  de  la  sphère  circonscrite  à  une  pyramide 
triangulaire  dont  trois  faces  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

737.  Si,  d'un  point  de  l'espace,  on  mène  [des  sécantes  à  une  sphère 
donnée,  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  d'intersection 
de  chaque  sécante  avec  la  sphère  est  constant. 

738.  Mener  dans  une  sphère  donnée  trois  cordes  perpendiculaires  entre 
elles,  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  soient  proportionnelles  à  des 
nombres  donnés.  —  Mener  dans  une  sphère  donnée  trois  plans  perpen- 
diculaires entre  eux,  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  déterminent 
trois  cercles  dont  les  aires  soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés. 

739.  Si  deux  cercles  de  l'espace  sont  tels,  que  leurs  centres  soient  les 
projections  d'un  même  point  et  que  les  tangentes  menées  à  ces  cercles 
par  un  point  de  l'intersection  de  leurs  plans  soient  égales,  ces  deux  cercles 
sont  situés  sur  une  même  sphère. 

740.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  rayons  d'une  sphère 
perpendiculaires  entre  eux  sur  un  plan  quelconque  est  égale  au  double 
du  carré  du  rayon  de  la  sphère. 

741.  Étant  données  deux  sphères  solides,  trouver  la  distance  de  leurs 
centres  par  une  construction  plane. 

742.  Trouver  le  lieu  des  points  de  Tespace  dont  le  rapport  des  distances 
à  deux  points  fixes  est  constant.  —  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace 
également  éclairés  par  deux  lumières  données. 

743.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
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à  deux  points  donnés  est  constante.  —  Trois  points  étant  donnés,  trouver 
le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  est  à  la  fois 
constante  par  rapport  au  premier  et  au  second  point,  par  rapport  au  pre- 
mier et  au  troisième. 

744.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  Ton  voit  une  sphère  donnée,  deux 
sphères  données  ou  trois  sphères  données,  sous  un  angle  donné. 

745.  Indiquer  le  lieu  des  points  d*où  l'on  voit  une  droite  donnée  sous  un 
angle  donné,  ou  deux  droites. données  issues  d'un  même  point,  sous  des 
angles  respectivement  donnés. 

746.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  deux  sphères 
données  ou  trois  sphères  données  suivant  des  grands  cercles. 

747.  Quelle  est  la  condition  pour  que  quatre  points  de  la  surface  sphé- 
rique  appartiennent  à  un  même  plan? 

748.  Construire  une  sphère  : 

i"*  De  rayon  donné,  qui  passe  par  trois  points  donnés  ; 

a®  De  rayon  donné,  passant  par  deux  pointsrdonnés  et  tangente  à  un 
plan  ou  à  une  sphère  donnée  ; 

3**  De  rayon,  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  deux 
plans  ou  à  deux  sphères  données  ; 

4°  De  rayon  donné,  tangente  à  trois  plans  ou  à  trois  sphères  données; 

5^  De  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  un  plan 
et  à  une  sphère  donnés  ; 

6""  De  rayon  donné,  tangente  à  deux  plans  et  à  une  sphère  donnés; 

7''  De  rayon  donné,  tangente  à  un  plan  et  à  deux  sphères  donnés. 

749.  Connaissant  les  latitudes  et  les  longitudes  de  deux  lieux  de  la  sur- 
face terrestre  supposée  parfaitement  sphérique,  trouver,  à  l'aide  d'opéra- 
tions exécutées  sur  un  globe,  la  distance  de  ces  deux  lieux  en  degrés. 

750.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  : 

i^  Un  angle,  un  côté  adjacent  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux 
autres  côtés; 

2^  Un  côté,  un  angle  adjacent  et  la  somme  ou  la  différence  des  deax 
autres  angles  ; 

3°  Deux  côtés  et  la  hauteur  correspondant  à  l'un  d'eux  ; 

4°  Un  angle,  un  côté  et  la  hauteur  qui  lui  correspond  ; 

5^  Son  aire,  un  angle  et  l'un  des  côtés  adjacents. 

751 .  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  sphérique. 

752.  Transformer  un  polygone  sphérique  en  un  triangle  sphérique  équi- 
valent. 
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753.  Trouver  une  aire  plane  équivalente  à  celle  d'un  triangle  sphérique 
donné. 

• 

7!U.  Si,  dans  un  quadrilatère  sphérique,  les  côtés  opposés  sont  égaux  : 
i^  les  quatre  angles  du  quadrilatère  sont  égaux,  ses  diagonales  sont  égales 
et  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales,  ses  sommets  sont  dans  un 
même  plan  et  les  cordes  correspondantes  forment  un  rectangle  ;  2*^  l'aire 
de  ce  quadrilatère  a  pour  mesure  quatre  fois  l'excès  de  son  angle  sur  un 
droit. 

755.  Dans  un  losange  sphérique,  les  diagonales  se  coupent  à  angle 
droit. 

756.  Deux  triangles  sphériques  sont  équivalents  lorsque  leurs  triangles 
polaires  ont  même  périmètre,  et  réciproquement. 

757.  L'enveloppe  sur  une  même  sphère  des  bases  de  tous  les  triangles 
sphériques  qui  ont  un  angle  commun  et  même  périmètre  est  un  cercle  de 
la  sphère.  --  Même  problème  sur  le  plan. 

758.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  d'angles  dièdres  droits 
contenus  dans  la  somme  des  angles  dièdres,  moin^  la  moitié  du  nombre 
d'angles  trièdres  trireclangles  contenus  dans  la  somme  des  angles  po- 
lyèdres, est  égal  à  deux  fois  le  nombre  des  faces  du  polyèdre  diminué  de 
deux. 

759.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  la  somme  des  angles  polyèdres  sup- 
plémentaires de  ceux  du  polyèdre  proposé  est  égale  à  huit  angles  trièdres 
trirectangles. 

760.  Si  de  chaque  sommet  d'un  parallélipipède  comme  centre  on  décrit 
des  sphères  égales,  toutes  ces  sphères  réunies  interceptent  une  portion  du 
volume  du  parallélipipède  égale  à  l'une  d'elles. 

761.  Si  P  est  le  pôle  d'un  arc  de  grand  cercle  DE  passant  par  les  mi- 
lieux D  et  E  des  côtés  ÀB  et  AC  d'un  triangle  sphérique  BÂC,  l'angle  BPC 
est  le  double  de  l'angle  DPE. 

762.  Si  trois  petits  cercles  sont  inscrits  dans  un  triangle  sphérique 
dont  chaque  angle  est  égal  à  120  degrés,  de  manière  que  chacun  de  ces 
cercles  touche  à  la  fois  les  deux  autres  et  deux  côtés  du  triangle,  leur 
rayon  sphérique  est  égal  à  3o  degrés  et  leurs  centres  sont  les  sommets  du 
triangle  polaire  du  triangle  donné. 

763.  Calculer  en  myriamètres  carrés  Taire  de  Tune  des  deux  zones 
glaciales,  sachant  que  le  petit  cercle  qui  lui  sert  de  base  esta  23® 3o'  du 
pôle. 

764.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  mener  un  plan  sécant  AIB  tel, 


49^  GÉOHÉTftIB  BANS  l'bSPAGB. 

que  le  rapport  de  la  calotte  sphérique  qu'il  détermine  à  Taire  latérale  du 
cône  qui  a  pour  base  le  cercle  ÀIB,  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère, 
soit  égal  à  m,  discussion. 

765.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  l'aire  latérale  soit  équiva- 
lente à  celle  de  la  calotte  sphérique  terminée  au  même  cercle. 

766.  Si  l'on  divise  une  demi- circonférence  en  trois  parties  égales  et  si 
on  la  fait  tourner  autour  de  son  diamètre,  la  zone  engendrée  par  Tare 
du  milieu  est  équivalente  à  la  somme  des  zones  engendrées  par  les  deux 
arcs  extrêmes. 

767.  Diviser  une  zone  en  moyenne  et  extrême  raison  {rar  un  plan  pa- 
rallèle à  ses  bases. 

768.  La  calotte  interceptée  par  une  sphère  fixe  sur  une  sphère  sécante 
de  rayon  variable  et  qui  passe  toujours  par  son  centre  a  une  aire  con- 
stante. —  La  zone  interceptée  par  deux  sphères  fixes  concentriques  sur 
une  sphère  sécante  de  rayon  variable  et  qui  passe  toujours  par  leur  centre 
commun  a  une  aire  constante. 

769.  Placer  sur  le  cercle  générateur  d'une  sphère  l'arc  générateur 
d'une  zone  dont  on  connaît  l'arc  et  la  hauteur. 

770.  Placer  sur  une  sphère  donnée  une  calotte  sphérique  dont  Taire 
soit  double  de  celle  engendrée  par  la  corde  de  l'arc  générateur  de  la 
calotte. 

771.  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel,  que  Taire  de  la  section  soit 
égale  à  la  différence  des  deux  zones  que  ce  plan  détermine. 

772.  Un  cylindre  inscrit  dans  une  sphère  de  i  mètre  de  rayon  a  pour 
aire  latérale  la  moitié  de  Taire  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  :  calculer 
son  volume. 

773.  L'aire  totale  d'une  chaudière  cylindrique  terminée  par  deux  hémi- 
sphères est  de  à*  mètres  carrés,  toute  section  passant  par  Taxe  a  un  péri- 
mètre de  b  mètres  :  calculer  la  hauteur  et  le  rayon  de  la  partie  cylin- 
drique de  la  chaudière;  discussion. 

774.  Le  poids  de  i  décimètre  cube  de  fonte  étant  7^^,a,  calculer  avec 
la  plus  grande  approximation  possible  le  diamètre  d'un  boulet  en  fonte 
du  poids  de  24  kilogrammes. 

775.  Ayant  mené  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  d'un 
triangle,  on  le  fait  tourner  autour  de  son  troisième  côté  pris  pour  axe; 
quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  les  deux  parties  du  triangle? 

776.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  mener  un  plan  sécant  AIB  tel, 
que  le  rapport  du  segment  à  une  base  qu'il  détermine,  au  secteur  sphé- 
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rique  ayant  pour  base  la  même  calotte  sphérique,  soit  égal  à  m\  dis- 
cussion. 

777.  On  prolonge  l'un  des  côtés  a  d'un  triangle  équilatéral  d'une  lon- 
gueur égale  à  a  et,  par  Textrémité  obtenue,  on  élève  une  perpendiculaire 
à  ce  côté  ;  calculer  le  volume  engendré  par  le  triangle  équilatéral  en 
tournant  autour  de  cette  perpendiculaire. 

778.  Le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'une  droite 
de  son  plan  qui  lui  est  extérieure  a  pour  mesure  le  produit  de  son  aire  par 
la  circonférence  que  décrit  dans  le  mouvement  de  rotation  le  point  de  ren- 
contre de  ses  trois  médianes. 

779.  Étant  donnée  une  série  de  cercles  concentriques,  on  mène  dans 
ces  cercles  des  cordes  toutes  égales  entre  elles  et  parallèles  à  un  diamètre 
commun  :  les  volumes  engendrés  par  les  segments  correspondants  en 
tournant  autour  de  ce  diamètre  sont  équivalents. 

780.  Étant  donné  sur  une  sphère  de  rayon  R  un  cercle  de  rayon  r, 
mener  un  second  cercle  parallèle  au  premier  tel,  que  le  rapport  du  seg- 
ment compris  entre  ces  deux  cercles  au  cône  qui  a  pour  base  le  second 
cercle,  et  qui  a  pour  sommet  le  centre  du  premier,  soit  égal  à  /w;  dis- 
cussion. 

781.  Les  volumes  d'un  cône  de  révolution,  d'une  sphère  et  d'un  cylindre 
de  révolution,  de  même  hauteur,  sont  proportionnels  aux  nombres  i,  li,  3, 
lorsque  le  cône  et  le  cylindre  ont  pour  bases  un  grand  cercle  de  la  sphère. 

782.  L'aire  totale  ou  le  volume  du  cylindre  équilatéral  inscrit  ou  cir- 
conscrite une  sphère  est  moyenne  proportionnelle  entre  l'aire  ou  le  vo- 
lume de  cette  sphère  et  l'aire  totalç  ou  le  volume  du  cône  équilatéral  in- 
scrit ou  circonscrit. 

783.  Calculer  en  fonction  de  leurs  côtés  les  aires  et  les  volumes  en- 
gendrés par  les  polygones  réguliers  les  plus  simples,  depuis  le  triangle 
jusqu'au  dodécagone,  lorsqu'ils  tournent  autour  d*un  de  leurs  côtés  pris 
pour  axe.  —  Même  question,  en  prenant  pour  axe  de  rotation  une  per- 
pendiculaire menée  à  l'extrémité  d'un  des  diamètres  du  cercle  circonscrit 
qui  aboutit  à  un  sommet  du  polygone  considéré. 

784.  On  prend  un  point  B  sur  le  prolongement  du  rayon  OA  d'un  cercle 
donné,  et  Ton  mène  par  ce  point  au  cercle  la  tangente  BT;  chercher  pour 
quelle  position  du  point  B  les  aires  décrites  par  la  droite  BT  et  l'arc  AT, 
lorsqu'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  OAB,  sont  dans  un  rapport 
donné;  discussion. 

78o.  Étant  donné  un  triangle  rectangle  inscrit  dans  un  demi-cercle, 
trouver  le  rapport  du  volume  ou  de  l'aire  qu'il  engendre,  lorsque  la  figure 
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tourne  autour  du  diamètre  du  demi-cercle,  au  volume  ou  à  Faire  de  la 
sphère  engendrée  par  ce  demi-cercle.  —  Cas  où  le  triangle  rectangle 
donné  est  isocèle. 

786.  Inscrire  ou  circonscrire  à  une  sphère  donnée  un  cône  ou  un  cy- 
lindre dont  Taire  totale  ou  le  volume  soit  à  l'aire  ou  au  volume  de  la 
sphère  dans  un  rapport  donné  ;  discussion. 

787.  La  longueur  de  Taxe  d'une  chaudière  cylindrique  terminée  par 
deux  hémisphères  étant  donnée,  calculer  les  dimensions  de  la  partie 
cylindrique  de  manière  que  la  capacité  de  la  chaudière  ait  une  valeur 
donnée;  discussion. 

788.  Étant  donné  le  volume  d'un  secteur  sphérique  appartenant  à  une 
sphère  de  rayon  R,  chercher  le  maximum  de  son  aire  totale. 

789.  On  donne  les  volumes  engendrés  par  un  triangle  en  tournant  suc- 
cessivement autour  de  chacun  de  ses  côtés;  calculer  les  trois  côtés  du 
triangle. 

790.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  sachant  que  le 
volume  engendré  par  ce  triangle  en  tournant  autour  du  troisième  côté 
est  égal  à  la  somme  des  volumes  qu'il  engendre  en  tournant  successive- 
ment autour  des  deux  côtés  donnés. 

791.  D'un  point  B  extérieur  aune  circonférence  0,  on  lui  mène  deux 
tangentes  BA,  BC,  et  l'on  projette  le  point  de*  contact  C  sur  le  rayon  OA 
en  D;  démontrer  que,  si  Ton  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  AOD, 
le  volume  engendré  parle  triangle  mixtiligne  ABC  est  équivalent  au  cône 
engendré  par  le  triangle  rectangle  BAD,  elle  segment  sphérique  engendré 
par  le  triangle  mixtiligne  DAC  équivalent  au  volume  engendré  par  ie 
triangle  BCD. 

792.  On  donne  un  cône  de  révolution  et  deux  sphères  inscrites  dans  ce 
cône  et  tangentes  extérieurement  l'une  à  l'autre  ;  le  volume  compris  entre 
le  cône  et  les  deux  sphères  proposées  est  la  moitié  du  volume  compris  entre 
ce  même  cône  et  la  sphère  qui  passe  par  ses  deux  cercles  de  contact  avec 
les  sphères  données. 

§  vn.  —  Généralités  anr  les  aorfaces. 

793.  Indiquer  le  lieu  des  points  qui  sont  :  i®  à  la  distance. a  d'une 
droite  A  et  à  la  distance  b  d'une  droite  B  ;  tt^à  la  distance  a  d'une  droite  A 
et  à  la  distance  p  d'un  plan  P  ;  3*^  à  la  distance  a  d'une  droite  A  et  à  la 
distance  b  d'un  point  B. 

794.  Étant  donnés  dans  l'espace  un  point  et  une  surface  conique  ou 
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cylindrique  de  révolution,  trouver  la  plus  courte  distance  du  point  à  la 
surface. 

795.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  un  point  donné  et 
à  une  droite  donnée  passant  par  ce  point  sont  dans  un  rapport  donné. 

796.  Un  point  et  deux  droites  passant  par  ce  point  étant  donnés,  trou- 
ver le  lieu  des  points  dont  les  distances  respectives  au  point  donné  et 
aux  droites  données  sont  proportionnelles  à  trois  longueurs  données. 

797.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique  ou  à  une  surface 
conique  de  révolution  :  i*  par  un  point  donné  de  la  surface  ;  a®  par  un 
point  extérieur  donné;  3^  parallèlement  à  une  droite  donnée. 

798.  Étant  donnés  un  nombre  quelconque  de  plans  et  deux  points  â 
et  B  pris  sur  deux  d'entre  eux,  trouver  le  plus  court  chemin  qui  conduit 
du  point  A  au  point  B,  sans  sortir  des  plans  proposés.  —  Application  à 
la  recherche  du  plus  court  chemin  entre  deux  points  sur  une  surface 
cylindrique  ou  conique. 

799.  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  les  plans  tangents  menés  de 
chacun  d'eux  à  un  cylindre  ou  à  un  cône  donné  se  coupent  sous  un 
angle  donné. 

800.  Deux  cylindres  de  révolution  dont  les  axes  sont  parallèles  ou 
deux  cônes  ayant  même  sommet  étant  donnés,  trouver  le  lieu  des  points 
tels,  que  les  plans  tangents  menés  de  chacun  d*eux  à  Tune  des  surfaces 
fassent  le  même  angle  que  les  plans  tangents  menés  du  même  point  à 
Tautre  surface. 

801.  Construire  un  cône  ou  un  cylindre  de  révolution,  connaissant 
trois  génératrices. 

802.  Construire  un  cône  de  révolution,  connaissant  :  i®  l'axe,  le  som- 
met et  le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  surface  au  sommet  et  à 
l'axe;  2*^  l'axe,  le  sommet  et  un  plan  tangent  à  la  surface;  3°  le  sommet, 
un  plan  dans  lequel  se  trouve  l'axe  et  deux  plans  tangents  à  la  surface  ; 
4**  trois  plans  tangents  à  la  surface.  * 

803.  La  Lune  et  le  Soleil  étant  supposés  parfaitement  sphériques  et  le 
volume  du  Soleil  étant  environ  63oooooo  de  fois  celui  de  la  Lune,  cal- 
culer le  rapport  des  distances  des  centres  de  ces  deux  astres  à  la  Terre, 
lorsqu'ils  ont  le  môme  diamètre  apparent,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  sont  vus 
sous  le  même  angle. 

804.  Les  rayons  de  la  Lune,  de  la  Terre  et  du  Soleil  étant  proportion- 

3 
nels  aux  nombres  — )  i  et  io8,5,  trouver  le  rapport  des  distances  du 

centre  de  la  Terre  aux  centres  des  deux  autres  astres,  lorsqu'on  suppose 
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les  centres  de  ces  trois  globes  sur  Taxe  d*un  cône  de  révolution  qui  leur 
est  tangent  ;  considérer  le  cas  où  les  trois  astres  sont  tangents  à  une 
môme  nappe,  et  celui  où,  la  Terre  étant  située  dans  une  nappe,  les  deui 
autres  astres  sont  dans  la  nappe  opposée. 

§  VIII.  —  Appendice. 

80 j.  Partager  la  surface  sphérique  en  parties  égales  par  des  polygones 
égaux  et  réguliers. 

806.  Le  volume  d'un  cube  est  égal  à  six  fois  le  volume  de  Toctaèdre 
régulier  qui  a  ses  sommets  aux  centres  des  faces  du  cube. 

807.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  sont  les  sommets 
d'un  octaèdre  régulier. 

808.  Trouver  Taire  et  le  volume  d*un  polyèdre  régulier. 

809.  Connaissant  le  rayon  d'une  sphère,  trouver  Taire  et  le  volume 
des  polyèdres  réguliers  inscrits. 

810.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  tangent  à  deux  sphères  données. 

811.  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  données. 

812.  Si  Ton  donne  une  sphère  et  deux  points  quelconques  dans  Tespace. 
les  distances  de  ces  points  au  centre  de  la  sphère  sont  proportionnelles 
aux  distances  respectives  de  chacun  d'eux  au  plan  polaire  de  l'autre. 

813.  Soient  ÂAiA,  un  triangle  sphérique  et  0  un  point  de  la  sphère 
correspondante.  Si  Ton  élève  sur  Tare  de  grand  cercle  OA  un  arc  de 
grand  cercle  perpendiculaire  qui  vient  rencontrer  le  côté  opposé  A,Â, 
en  B,  et  si  Ton  détermine  de  la  môme  manière  B,  sur  AA,  et  B,  sur  AA,, 
les  trois  points  B,  B,,  B,  sont  sur  une  môme  circonférence  de  grand 
cercle. 

81 4.  Construire  une  sphère  :    . 

i^  Respectivement  tangente  à  trois  droites  données  en  un  point  donné 
de  chacune  d'elles  ; 

2°  Passant  par  trois  points  donnés  et  tangente  à  un  plan  ou  à  une 
sphère  donnée  ; 

3°  Passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  deux  plans  ou  à  deux 
sphères  données  ; 

4*^  Passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  trois  plans  ou  à  trois 
sphères  donnas; 

5*>  Tangente  à  trois  plans  donnés  et  à  une  sphère  donnée  ; 

6*"  Tangente  à  un  plan  donné  et  à  trois  sphèfes  données; 

7"*  Tangente  à  deux  plans  donnés  et  à  deux  sphères  données. 
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815.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  coupe  deux  sphères 
données  suivant  des  cercles  de  rayons  proportionnels  à  ceux  des  sphères. 

816.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  qui  coupe  trois  sphères  don- 
nées suivant  des  cercles  de  rayons  proportionnels  à  ceux  des  sphères. 

817.  De  tous  les  triangles  sphériques  formés  avec  deux  côtés  donnés, 
le  triangle  d'aire  maximum  est  celui  dans  lequel  l'angle  compris  entre 
ces  côtés  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres  angles. 

818.  De  tous  les  triangles  sphériques  isopérimètres  et  de  même  base, 
le  triangle  isocèle  est  un  maximum. 

819.  Deux  triangles  et  un  point  étant  donnés  dans  un  plan,  mener 
par  le  point  une  droite  telle,  que  les  volumes  engendrés  parles  triangles 
tournant  autour  de  cette  droite  soient  dans  un  rapport  donné.  —  Même 
problème  pour  deux  cercles  donnés.  —  Môme  problème  pour  trois 
triangles  ou  trois  cercles  donnés. 

820.  Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  intérieur,  est-il  possible  de  le 
projeter  centralement  suivant  un  cercle  qui  ait  pour  centre  la  projection 
du  point  donné? 

821.  Les  trois  arcs  de  grand  cercle  qui,  passant  par  chaque  sommet 
d'un  triangle  sphérique,  le  divisent  en  deux  parties  équivalentes,  se  cou- 
pent aux  deux  mêmes  points. 

822.  On  peut  toujours  transformer  un  groupe  de  trois  sphères  données 
en  un  groupe  de  trois  autres  sphères  de  rayons  égaux  ;  quel  est  le  lieu 
des  pôles  de  transformation? 

823.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  puissances  par  rapport  à  trois 
sphères  données  sont  entre  elles  comme  les  rayons  de  ces  sphères. 

824.  Peut-on,  par  la  méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques,  ramener 
le  problème  de  la  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données  au  problème 
de  la  sphère  tangente  à  une  sphère  et  à  trois  plans?  Quel  point  faut-il 
choisir  pour  pôle  de  transformation? 

825.  Étant  données  quatre  sphères  de  rayons  /•, -^p,  '",-+■?,  ''3-^0» 
r^-hpj  trouver  le  lieu  que  décrit  leur  centre  radical  quand  on  fait  va- 
rier p.  —  Quel  est  le  problème  analogue  de  Géométrie  plane? 

826.  Par  deux  points  Â  et  B  donnés  sur  la  surface  de  la  sphère,  on 
fait  passer  des  cercles  auxquels  on  mène  ensuite  des  grands  cercles  tan- 
gents par  un  point  C  pris  sur  l'arc  de  grand  cercle  Âfi  prolongé;  quel 
est  le  lieu  des  points  de  contact? 

827.  Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points  de  la  sphère,  mener  par 
II.  3a 
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ces  deux  points  un  second  cercle  qui  coupe  le  premier  en  deux  points 
distants  d'une  longueur  donnée. 

828.  Étant  donnés  sur  une  sphère  deux  grands  cercles  et  un  petit 
cercle  Â,  mener  aux  deux  grands  cercles  un  cercle  tangent  B  tel,  que  si 
Ton  mène  ensuite  aux  deux  cercles  A  et  B  deux  tangentes  communes 
sphcriques,  leur  angle  soit  égal  à  un  angle  donné. 

829.  Étant  donnés  sur  une  sphère  deux  points  et  un  grand  cercle, 
trouver  sur  ce  cercle  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  sphé- 
riques  aux  deux  points  donnés  soit  égale  à  un  arc  donné. 

830.  Étant  donnés  sur  une  sphère  un  point  et  deux  grands  cercles, 
mener  par  le  point  un  cercle  qui  coupe  les  deux  autres  sous  des  angles 
dont  la  somme  soit  donnée. 

831 .  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  un  angle 
et  un  point  par  lequel  doit  passer  le  côté  opposé  à  cet  angle. 

832.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  un  angle,  le  côté 
opposé  et  le  cercle  inscrit  au  triangle. 

833.  Étant  donnés  sur  un  cercle  de  la  sphère  deux  points  A  et  B, 
trouver  sur  ce  cercle  un  troisième  point  C  tel,  que  les  deux  grands  cer- 
cles CA  et  CB  se  coupent  sous  un  angle  donné. 

834.  Le  cercle  variable  qui,  sur  une  sphère,  coupe  deux  cercles  fixes, 
chacun  sous  un  angle  constant,  touche  constamment  deux  autres  cercles 
fixes  de  la  même  sphère. 

83o.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  soit  tangent  à  deux 
cordes  donnés  et  qui  coupe  en  deux  parties  égales  la  circonférence  d'un 
troisième  cercle  donné. 

836.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  trois  cercles 
donnés  A,  B,  C,  chacun  en  deux  points  diamétralement  opposés. 

837.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  deux  cercles 
donnés  sous  des  angles  donnés  et  qui  rencontre  un  troisième  cercle  donné 
en  deux  points  diamétralement  opposés. 

838.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  trois  cercles 
donnés  sous  des  angles  également  donnés. 

839.  Par  un  point  donné  sur  une  sphère,  mener  un  cercle  qui  coupe 
trois  cercles  donnés  sous  des  angles  égaux. 

840.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  quatre  cercles 
donnés  sous  des  angles  égaux. 
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841 .  Une  sphère  variable,  mais  assujettie  à  passer  par  deux  points 
fixes,  touche  une  sphère  fixe  en  une  suite  de  points  formant  une  circon- 
férence de  cercle. 

842.  Une  sphère  variable,  mais  assujettie  à  passer  par  trois  points 
fixes,  coupe  une  sphère  fixe  suivant  une  série  de  cercles  dont  les  plans 
passent  par  une  même  droite. 

843.  Quel  est,  sur  la  sphère,  Tanalogue  du  théorème  de  Ménélaiis  en 
Géométrie  plane  (308,  309)? 


32. 
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LIVRE  VIII. 

LES  COURBES  USUELLES, 


§§  I,  II.  —  Propriétés  fondamentales  de  l'ellipse  et  de  l'hyperhole. 

84i.  Quelle  est  la  plus  courte  et  la  plus  grande  distance  du  centre  de 
Tellipse  à  un  point  de  la  courbe  ? 

845.  Quel  est  le  lieu  du  centre  d'une  ellipse  qui  glisse  entre  deux  axes 
rectangulaires? 

846.  Deux  ellipses  dont  les  grands  axes  sont  égaux  et  qui  ont  un  foyer 
commun  ne  peuvent  se  couper  qu'en  deux  points. 

847.  Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux  circonfé- 
rences intérieures  ou  extérieures  l'une  à  l'autre? 

848.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux  cercles 
donnés?  —  On  examinera  les  différents  cas  possibles. 

849.  Sur  les  deux  tangentes  PM,  PM',  à  une  ellipse  ou  à  une  hyper- 
bole dont  les  foyers  sont  F  et  F',  on  prend  des  longueurs  PQ,  PQ',  res- 
pectivement égales  à  PF  et  à  PF  ;  démontrer  que  la  droite  QQ'  est  égale 
au  grand  axe  de  l'ellipse  ou  à  l'axe  transverse  de  l'hyperbole. 

850.  Le  grand  axe  de  l'ellipse  ou  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  et 
une  tangente  quelconque  interceptent,  sur  les  deux  tangentes  menées 
aux  extrémités  de  l'axe  de  la  courbe,  des  longueurs  dont  le  produit  est 
constant. 

851 .  Des  cercles  touchent  une  droite  ÂB  en  un  point  ûxe  C,  et  des 
points  fixes  Â  et  B  on  mène  des  tangentes  à  ces  cercles;  trouver  le  lieu 
des  points  d'intersection  de  ces  tangentes.  —  Le  point  C  peut  être  entre  Â 
et  B  ou  sur  AB  prolongée. 

852.  Soient  les  deux  tangentes  menées  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  par 
un  point  extérieur  et  une  troisième  tangente  quelconque  ;  démontrer  que 
la  longueur  interceptée  sur  cette  troisième  tangente  par  les  deux  pre- 
mières est  vue  de  chaque  foyer  sous  un'  angle  constant. 

853.  Démontrer  directement  que  si  l'on  mène  à  une  hyperbole  deux 
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tangentes  PM,  PM',  par  un  même  point  extérieur  P,  les  angles  PFM, 
PFM'  sont  égaux  ou  supplémentaires,  suivant  que  les  points  de  contact  M 
et  M'  appartiennent  ou  non  à  la  même  moitié  de  la  courbe. 

854.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipses  dont  le  grand  axe  a  la 
même  longueur,  qui  ont  un  foyer  commun  et  qui  touchent  une  droite 
donnée. 

S55.  Quels  senties  lieux  géométriques:  i^  des  sommets;  2° des  points 
de  rencontre  des  côtés  non  parallèles;  3^  des  points  d'intersection  des 
diagonales,  des  trapèzes  construits  sur  une  base  fixe,  et  dans  lesquels  la 
longueur  de  l'autre  base  est  donnée,  ainsi  que  la  somme  ou  la  différence 
des  côtés  non  parallèles? 

806.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  l'uses  foyers 
et  un  point  ;  ik°  ses  foyers  et  une  tangente  ;  3*^  un  foyer,  deux  points  et 
une  tangente;  4*^  un  foyer,  un  sommet  et  une  tangente;  5^  un  foyer,  deux 
tangentes  et  le  point  de  contact  de  Tune  d'elles;  ^'^  un  foyer  et  trois  tan- 
gentes ;  7**  le  centre,  deux  tangentes  et  la  longueur  du  grand  axe  ou  de 
Taxe  transverse. 

837.  On  donne  les  positions  d'un  foyer  et  d'un  point  d'une  ellipse,  ainsi 
que  les  longueurs  des  axes;  déterminer  son  centre. 

SSB,  Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  portion  d'une  tangente  quel 
conque  à  l'hyperbole  interceptée  parles  tangentes  menées  aux*  extrémités 
de  Taxe  transverse  passe  par  les  foyers  de  la  courbe. 

§  m.  —  Propriétéa  fondamentales  de  la  paj-abole. 

859.  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  de  la  parabole  sur  une  tan- 
gente à  la  courbe  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  vecteur  du 
point  de  contact  et  la  moitié  du  paramètre/?. 

860.  Si  PM  et  PM'  sont  les  deux  tangentes  menées  à  la  parabole  par 
un  point  extérieur  P,  les  triangles  FPM,  FPM',  sont  semblables,  et  FP  est 
la  moyenne  proportionnelle  des  rayons  vecteurs  FiM,  FM',  des  deu.x  points 
de  contact. 

861 .  Si  PM  et  PM'  sont  les  deux  tangentes  menées  à  la  parabole  par  un 
point  extérieur  P,  démontrer  que  la  parallèle  menée  à  l'axe  par  le  point  P 
passe  par  le  milieu  de  la  corde  MM',  et  que  la  tangente  au  point  où  cette 
parallèle  rencontre  la  courbe  est  elle-même  parallèle  à  la  corde  MM'. 

862.  Si  l'on  rapporte  la  parabole  à  une  tangente  et  au  diamètre  mené 
par  son  point  de  contact  pris  comme  axes  coordcmnés^  le  carré  de  l'or- 
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donnée  d'un  point  de  la  courbe  est  égal  à  quatre  fais  le  produit  du  rayon 
vecteur  de  Textrémité  du  diamètre  par  l'abscisse  du  point  considéré. 

863.  Si  deux  cordes  de  la  parabole  se  coupent.  les  produits  de  leurs 
segments  sont  dans  le  rapport  des  rayons  vecteurs  des  extrémités  des 
diamètres  qui  leur  sont  conjugués. 

864.  MN  étant  une  tangente  commune  à  la  parabole  et  au  cercle  décrit 
sur  la  corde  menée  perpendiculairement  à  l'axe  par  le  foyer  comme  dia- 
mètre, démontrer  que  les  droites  FM  et  FN  sont  également  inclinées  sur 
cette  corde. 

865.  La  tangente  en  un  point  de  la  parabole  rencontre  la  directrice  et 
la  corde  menée  par  le  foyer  perpendiculairement  à  l'axe,  en  des  points 
équidistants  du  foyer. 

866.  Si  l'ordonnée  d'un  point  M  de  la  parabole  passe  par  le  milieu  de 
la  sous-normale  qui  correspond  à  un  point  M',  l'ordonnée  du  point  M  est 
égale  à  la  normale  qui  correspond  au  point  M'. 

867.  Si  d'un  point  pris  sur  une  tangente  à  la  parabole  on  mène  uno 
autre  tangente  à  la  courbe,  l'angle  compris  entre  cette  tangente  et  la 
droite  menée  du  même  point  au  foyer  est  constant. 

868.  Construire  une  parabole  qui  touche  un  cercle  donné  en  uo  point 
donné,  et  dont  l'axe  soit  tangent  au  même  cercle  en  un  autre  point  donné. 

869.  Si  par  le  point  de  contact  d'une  tangente  à  la  parabole  on  tin* 
une  corde,  puis  qu'on  trace  une  autre  droite  parallèle  à  l'axe,  la  portion 
de  cette  droite  comprise  entre  la  tangente  et  la  corde  sera  divisée  par  son 
point  de  rencontre  avec  la  courbe  dans  le  môme  rapport  que  cette  droite 
elle-même  divise  la  corde. 

870.  Si  le  diamètre  de  la  parabole  menée  par  le  point  M  rencontre  la 
directrice  en  K  et  la  corde  menée  par  le  foyer  parallèlement  à  la  tan- 
gente MX  en  H,  on  a 

MK  =  MH. 

871.  Quel  est  le  lieu  du  point  d'intersection  du  diamètre  mené  en  un 
point  de  la  parabole  avec  la  corde  tracée  par  le  foyer  parallèlement  à  la 
tangente  au  même  point? 

872.  AB  et  AC  étant  deux  droites  rectangulaires^  on  mène  la  droite 
quelconque  AR  et  la  parallèle  fixe  CK  à  AB  ;  puis  on  prend  sur  AR  un 
point  M  tel  que  son  ordonnée  MQ  par  rapport  à  AB  soit  égale  à  CR  ;  quel 
est  le  lieu  du  point  M? 

873.  On  considère  dans  un  cercle  un  diamètre  fixe  AOB  et  un  rayon 
quelconque  OC;  D  élant  le  milieu  de  la  corde  CE  menée  parallèlement 
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au  diamètre  fixe,  on  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  des  droites 
OC  et  AD. 

874.  Si  deux  tangentes  égales  à  la  parabole  sont  coupées  par  une  troi- 
sième, les  segments  déterminés  sur  ces  tangentes  sont  égaux,  mais  le^^ 
segments  égaux  ne  sont  pas  placés  de  même  sur  les  deux  tangentes. 

875.  Le  cercle  déterminé  par  les  points  d'intersection  de  trois  tan- 
gentes à  la  parabole  passe  par  le  foyer. 

876.  MFN  étant  une  corde  quelconque  menée  par  le  foyer  de  la  para- 
bole, si  Ton  trace  du  sommet  S  les  droites  SM  et  SN,  elles  rencontrent 
la  corde  focale  perpendiculaire  à  Taxe  en  deux  points  P  et  Q  dont  les. 
distances  au  foyer  sont  égales  aux  ordonnées  des  points  N  et  M. 

877.  Si  d'un  point  0  pris  sur  Taxe  de  la  parabole  on  mène  une  corde, 
la  distance  SO  du  sommet  S  au  point  0  est  la  moyenne  proportionnelle 
des  abscisses  des  extrémités  de  la  corde. 

878.  Du  sommet  S,  on  mène  deux  droites  rectangulaires  qui  viennent 
rencontrer  la  parabole  aux  points  M  et  M'  ;  le  paramètre  'xp  est  la  moyenne 
proportionnelle  des  abscisses  des  points  M  et  M'. 

879.  Quel  est  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  secteur  cir- 
culaire AOB,  dont  l'un  des  rayons  OA  est  fixe  et  dont  l'autre  OB  est 
mobile? 

880.  Sur  une  corde  de  la  parabole  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle 
qui  coupe  la  parabole  en  deux  autres  points;  si  l'on  joint  ces  points,  les 
deux  cordes  considérées  interceptent  sur  l'axe  de  la  courbe  une  longueur 
égale  au  paramètre  2/7. 

88  i.  Deux  paraboles  égales  qui  ont  un  même  foyer  et  leurs  axes  dirigés 
en  sens  contraires  se  coupent  à  angle  droit. 

882.  Si  un  triangle  est  inscrit  dans  une  parabole,  les  points  où  ses 
côtés  prolongés  viennent  rencontrer  les  tangentes  menées  à  la  courbe  par 
les  sommets  opposés  sont  en  ligne  droite. 

883.  Si  les  tangentes  PM,  PM'  à  la  parabole  sont  coupées  en  Q  et  en 
Q'  par  une  troisième  tangente,  on  a 

PO  ^0^ 
.  QM  ~  PQ'  ' 

884.  Si  Ton  tire  par  le  sommet  de  la  paraâ)ole  des  cordes  à  angle  droit 
Tune  sur  l'autre  et  qu'on  construise  sur  ces  cordes  un  rectangle,  quel  est 
le  lieu  de  son  quatrième  sommet  ? 

885.  Si  une  parabole  roule  sur  une  autre  parabole  égale,  les  sommets 
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étant  d'abord  confondus,  le  foyer  de  chaque  courbe  trace  la  directrice  de 
l'autre. 

886.  Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  d'une  droite  et 
d'une  circonférence  données? 

887.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des 
distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  est  constante? 

888.  Des  extrémités  d'une  corde  focale  de  la  parabole,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  une  droite  quelconque  de  son  plan  ;  la  somme  des 
rapports  de  chaque  ordonnée  au  rayon  vecteur  correspondant  est  con- 
stante. 

889.  Les  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  de  la  parabole 
sur  deux  tangentes  sont  proportionnels  aux  rayons  vecteurs  des  points 
de  contact. 

890.  Construire  une  parabole,  connaissant  :  i®  le  foyer  ou  la  directrice 
et  deux  points  ;  a°  le  foyer  ou  la  directrice,  un  point  et  une  tangente  ; 
3°  le  foyer  ou  la  directrice,  une  tangente  et  son  point  de  contact  ;  4^  le 
foyer  ou  la  directrice  et  deux  tangentes  ;  5°  trois  tangentes,  parmi  les- 
quelles la  tangente  au  sommet;  6**  quatre  tangentes. 

§§  IV,  V,  VI.  —  Ellipse  considérée  comme  projection  orthogonale 
du  cercle.  —  Parabole  considérée  comme  limite  de  l'ellipse.  — 
Ellipse,  Hyperbole  et  Parabole,  considérées  comme  sections 
planes  du  cône  de  révolution. 


891.  La  distance  du  centre  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  à  la  directrice 

à" 
est  représentée  par  — 


892.  La  demi-corde  focale  de  Tellipse  ou  de  l'hyperbole,  perpendiculaire 
au  grand  axe  ou  à  l'axe  transverse  de  la  courbe,  est  égale  à  — 

893.  Étant  donnée  une  tangente  à  l'ellipse  ou  Thyperbole,  la  droite 
qui  joint  au  foyer  correspondant  son  point  de  rencontre  avec  une  direc- 
trice est  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact. —  Les 
tangentes  aux  extrémités  d'une  corde  focale  se  coupent  sur  la  directrice 
correspondante. 

894.  Si  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  ou  à  Thyperbole  de  centre  C  ren- 
contre en  T  le  grand  axe  ou  l'axe  transverse  de  la  courbe,  MF  étant 
l'ordonnée  du  point  M  par  rapport  à  cet  aie,  on  a 

CT.CP  =  a^ 
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895.  Dans  Tellipse  ou  l'hyperbole,  la  distance  d'un  foyer  au  pied  d'une 
normale  sur  le  grand  axe  ou  sur  Taxe  transverse  de  la  courbe  est  au  rayon 
vecteur  correspondant  du  point  de  contact  dans  un  rapport  égal  à  l'ex- 
centricité de  la  courbe. 

896.  On  mène  l'ordonnée  d'un  point  de  l'ellipse  ou  de  Thyperbole  et  la 
normale  au  même  point;  le  rapport  des  distances  du  pied  de  l'ordonnée 
au  pied  de  la  normale  sur  le  grand  axe  ou  sur  l'axe  transverse  et  au 

centre,  est  égal  a-r* 

897.  MP  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  dont 
le  grand  axe  ou  l'axe  transverse  est  ÀA',  on  a 


AP.A'P      à' 

898.  Si  une  tangente  en  M  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  rencontre  le 
petit  axe  ou  l'axe  non  transverse  en  U,  et  si  Q  est  la  projection  de  M  sur 
le  même  axe,  G  étant  le  centre  de  la  courbe,  on  a 

CU.CQ  =  é>^ 

899.  Si  deux  tangentes  PM,  PM',  à  l'ellipse  partent  d'un  même  point  P, 
le  centre  de  la  courbe  étant  C,  et  la  droite  CP  coupant  la  courbe  en  R  et 
la  corde  de  contact  MM'  en  H,  on  a 

cr'  =  ch.cp. 

900.  La  somme  ou  la  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  carrés  des  axes. 

901.  L'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  est  constante  et  égale  à  celle  du  rec» 
tangle  construit  sur  les  axes. 

902.  Si  Ton  rapporte  une  ellipse  ou  une  hyperbole  à  deux  diamètres 
conjugués  DD'  et  £E',  de  longueurs  la*  et  a 6',  pris  comme  axes  coor- 
donnés, MP  étant  l'ordonnée  d'un  point  M  de  la  courbe,  on  a 

MP'        h'^ 


DP.  DP      a!^ 

903.  Si  CD  et  CE  sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  ou  de 
l'hyperbole,  et  que  la  perpendiculaire  EK  à  CD  rencontre  le  grand  axe 
ou  Taxe  transverse  do  la  courbe  en  G,  on  a 

EK.EG  =  ft». 


5o6  GfiOMfiTRIB  DAKS  L'vSPàCK. 

QOi.  Si  CD  et  CE  sont  deux  diamètres  conjugués  de  Teliipse  ou  de 
l'hyperbole,  on  a 

FE.F'E  =3  CD*. 

903.  Si  deux  cordes  se  coupent  dans  l'ellipse  ou  l'hyperbole,  les  pro- 
duits de  leurs  segments  sont  proportionnels  aux  carrés  des  diamètres  pa- 
rallèles à  ces  cordes. 

906.  La  distance  du  centre  de  l'hyperbole  au  point  où  une  asymptoU.' 
coupe  une  directrice  est  égale  au  demi-axe  transverse.  —  La  perpendicu- 
laire abaissée  d'un  foyer  sur  une  asymptote  est  égale  au  demi-axe  non 
transverse.  —  Si  une  asymptote  rencontre  la  tangente  au  sommet  A  en  H 
et  la  directrice  correspondante  en  I,  Aï  est  parallèle  à  FH. 

907!  Soit  un  point  K  de  l'asymptote  d'une  hyperbole,  dont  l'ordonnée 
et  l'abscisse  par  rapport  aux  axes  de  la  courbe  sont  KP  et  KR  ;  si  KP  coupe 
l'hyperbole  en  M  et  si  KR  coupe  l'hyperbole  conjuguée  en  N,  on  a 

KP--MP===6'    et    KR'-NR*-:fl». 

De  plus,  la  droite  MN  est  parallèle  à  la  seconde  asymptote  de  T hy- 
perbole. 

908.  L'hyperbole  et  ses  asymptotes  interceptent  des  segments  égaux 
sur  une  sécante  quelconque. 

909.  Si  par  le  point  M  d'une  hyperbole  on  tire  une  sécante  quelconque 
qui  coupe  les  deux  asymptotes  en  P  et  P',  la  tangente  parallèle  à  cette 
sécante  et  limitée  aux  deux  asymptotes  étant  LQL',  on  a 

mp.mp'^ql'. 

910.  Deux  hyperboles  conjuguées  interceptent  sur  une  sécante  quel- 
conque des  longueurs  égales. 

9H.  Si  Ton  rapporte  l'hyperbole  à  ses  asymptotes  comme  axes  coor- 
donnés, le  produit  des  coordonnées  d*un  point  de  la  courbe  est  constant 

et  égal  à  -r- 
4 

912.  Si  une  tangente  LQL'  coupe  les  asymptotes  en  L  et  en  U,  Taire 
du  triangle  QLL'  est  égale  à  ab. 

913.  Si  M  et  N  sont  les  points  de  rencontre  de  deux  hyperboles  con- 
juguées avec  Tordonnée  et  l'abscisse  d'un  point  d'une  de  leurs  asym- 
ptotes, les  tangentes  menées  aux  deux  courbes  en  M  et  en  N  sont  respec- 
tivement parallèles  à  CN  et  à  CM. 
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911.  Soit  un  point  M  de  l'hyperbole;  si  MP  est  l'ordonnée  de  ce  point 
par  rapport  au  diamètre  CD  (c'est-à-dire  la  parallèle  menée  par  M  à  la 
tangente  en  D)  et  si  la  tangente  en  M  coupe  CD  en  T,  on  a 

CP.CT  ^  CD*. 

915.  Si  MT  est  une  tangente  à  Tellipse  au  point  M,  rencontrant  le  grand 
axe  AÂ'  au  point  T,  et  si  la  perpendiculaire  élevée  en  T  au  grand  axe 
rencontre  en  Q  et  en  Q'  les  droites  MA  et  MA',  on  a 

QT  =  Q'T. 

916.  Soit  MFM'  une  corde  focale  de  TelUpse  dont  le  grand  axe  est  AA'; 
si  Ton  prolonge  MA  et  M'A  jusqu'à  leurs  points  de  rencontre  Q  et  (^  avec 
la  directrice  qui  correspond  au  foyer  F,  l'angle  QFQ'  est  droit. 

917.  Dans  l'ellipse,  la  somme  des  carrés  des  deux  normales  menées 
aux  extrémités  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  constante  (on 
prend  pour  longueur  d'une  normale  la  distance  du  point  de  contact  au 
pied  de  la  normale  sur  le  grand  axe.) 

918.  Soient  dans  l'ellipse  deux  demi-diamètres  conjugués  CD  et  CE; 
sur  la  normale  en  D,  on  prend  DP  égale  à  CE;  quel  est  le  lieu  du 
point  Pî 

919.  M  et  M'  sont  deux  points  de  l'ellipse  dont  le  grand  axe  est  AA'; 
AM'  et  A'M'  coupant  l'ordonnée  MP  du  point  M  en  deux  points  Q  etQ', 
on  a 

MP'  =  PQ.PQ'. 

920.  Soient  dans  Tellipse  la  normale  MG  et  la  perpendiculaire  GL 
abaissée  du  point  G  sur  le  rayon  vecteur  FM  ;  le  rapport  de  GL  à  l'or- 
donnée MP  du  point  M  est  égal  à  l'excentricité  de  la  courbe. 

921.  Si  l'ordonnée  MP  d*un  point  M  de  Tellipse  rencontre  en  Q  la  tan- 
gente menée  à  Textrémité  de  la  corde  focale  principale,  on  a 

QP  =  FM. 

922.  M  étant  un  point  fixe  d'une  ellipse  et  QQ'  une  corde  quelconque 
conjuguée  au  diamètre  CM,  le  cercle  QMQ' rencontre  Tellipse  proposée  en 
un  point  fixe. 

923.  M  étant  un  point  de  l'ellipse,  on  tire  la  corde  MM'  parallèle  au 
grand  axe,  et,  par  le  point  M',  on  mène  les  cordes  M'Q,  M'Q',  faisant  des 
angles  égaux  avec  le  grand  axe;  démontrer  que  la  droite  QQ'  est  paral- 
lèle à  la  tangente  en  M. 
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9âl.  Quel  est  le  parallélogramme  d*aire  minimum  circonscrit  à  l'el- 
lipse? 

925.  Quand  la  somme  de  deux  diamètres  conjugués  de  Tellipse  est- 
elle  minimum? 

926.  Si  du  point  M  de  l'ellipse  on  tire  des  droites  aux  extrémités 
d'un  diamètre  DD',  lesquelles  coupent  son  conjugué  EE'  aux  points  P  et 
P',  on  a 

CP.CP'=  cdI 

927.  Si  CD  et  CE  sont  deux  demi-diamètres  conjugués  de  Tellipse,  on  a 

928.  Soient  CD  et  CE  deux  demi-diamètres  conjugués  de  Tellipse 
dont  les  axes  sont  ÂA'  et  66';  traçons  les  droites  6D  et  6E,  ainsi  que  les 
droites  A'D  et  AE  qui  se  coupent  en  0  :  démontrer  que  le  quadrilatère 
6D0E  est  un  parallélogramme,  et  chercher  dans  quel  cas  son  aire  est 
maximum. 

929.  Si  MFM\  NCN',  sont  deux  cordes  parallèles  menées  par  le  foyer 
et  par  le  centre  d'une  ellipse,  démontrer  qu'on  a 

FM. FM'  _  b' 

930.  Si  la  tangente  au  sommet  A  de  l'ellipse  est  coupée  par  deux  dia- 
mètres conjugués  en  T  et  en  U,  on  a 

AT.AU=^^ 

931.  Si  les  tangentes  en  trois  points  P,  Q,  R,  de  rellipse  se  coupent 
deux  à  deux  aux  points  R',  Q'  et  P',  on  a 

PR' .  QF .  RQ'  =  PQ' .  QR' .  RP', 

932.  Si  des  extrémités  des  axes  d'une  ellipse  on  tire  dans  une  direc- 
tion quelconque  quatre  droites  parallèles,  les  points  où  elles  rencontrent 
la  courbe  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

933.  Si  MFM'  est  une  corde  focale  de  Tellipse  et  X  le  pied  de  la  direc- 
trice correspondante,  les  droites  XM  et  XM'  sont  également  inclinées  sur 
les  axes  de  la  courbe. 

934.  PM  et  PM'  étant  deux  tangentes  menées  à  l'ellipse  par  un  même 
point  P,  et  la  corde  MM'  coupant  les  directrices  en  R  et  en  R',  on  a 

RM.R'M      Pm' 


=-rr2 


RM'.R^M'     ^ 
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d35.  CD  et  CE  étant  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  et 
CE  rencontrant  les  rayons  vecteurs  FD  et  F'D  en  H  et  en  H\  on  a 

FH  =  F'H'. 

936.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  focales  d'une  ellipse? 

937.  M  étant  un  point  quelconque  de  l'ellipse  ou  de  Thyperbole,  quels 
sont  les  lieux  décrits  par  les  centres  des  cercles  inscrits  et  exinscrits  au 
triangle  FMF'? 

938.  Si  du  foyer  F  de  Tellipse  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
diamètres  conjugués  DD'  et  EE',  ces  perpendiculaires  prolongées  coupent 
EE'  et  DD'  sur  la  directrice  correspondant  au  foyer  F. 

939.  M  étant  un  point  de  Tellipse  de  grand  axe  ÂA',  quel  est  le  lieu 
des  points  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  en  Â  et  en  A'  aux 
droites  AM  et  A'M? 

940.  Si  MP  et  CP  sont  l'ordonnée  et  l'abscisse  du  point  M  d'un  cercle 
de  centre  C  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires  comme  axes  coor- 
donnés, et  si  la  droite  PQ  prise  égale  à  MP  est  inclinée  sur  elle  d'un  angle 
constant,  quel  est  le  lieu  du  point  Q? 

941.  Soient  un  triangle  PQR  et  une  ellipse  enveloppante  ayant  son 
centre  C  au  point  de  rencontre  des  médianes  du  triangle;  CP,  CQ,  CR, 
prolongées,  rencontrent  l'ellipse  aux  points  P',  Q',  R'  :  démontrer  que  les 
tangentes  en  ces  points  forment  un  triangle  semblable  au  triangle  PQR  et 
d'une  aire  quatre  fois  plus  grande. 

942.  Si  deux  cordes  menées  par  les  extrémités  d'un  diamètre  de  l'el- 
lipse aboutissent  à  un  même  point  de  la  courbe,  les  diamètres  parallèles 
à  ces  cordes  sont  conjugués. 

943.  Quel  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  perpendiculaires 
abaissées  des  foyers  d'une  ellipse  sur  deux  diamètres  conjugués? 

944.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  i°  ses 
directrices  et  un  point;  2°  ses  directrices  et  une  tangente;  3^  une  direc- 
trice, deux  points  et  une  tangente  ;  4°  une  directrice,  un  sommet  et  une 
tangente;  5^  une  directrice,  deux  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une 
d'elles;  6**  une  directrice  et  trois  tangentes;  7**  un  foyer,  la  directrice 
correspondante  et  une  tangente  ;  8°  un  foyer  ou  une  directrice  et  trois 
points. 

945.  Soient  MP  l'ordonnée  d'un  point  de  l'hyperbole  dont  le  centre 
est  C  et  PQ  une  tangente  au  cercle  principal  ;  si  l'on  trace  jusqu'à  l'axe 
trans verse  MN  parallèle  à  CQ,  on  a 
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946.  Soient  MP  rordonnée  d'un  point  M  de  TelKpse  ou  de  l'hyperbole, 
C  le  centre  de  la  courbe,  Â  Tun  des  sommets  situés  sur  le  grand  axe  ou 
Taxe  transverse  ;  menons  PQ  parallèle  à  AM  jusqu'à  la  rencontre  de  CM  : 
démontrer  que  AQ  est  parallèle  à  la  tangente  en  M. 

947.  Si  l'on  mène  deux  tangentes  quelconques  à  l'hyperbole,  les  droites 
déterminées  par  leurs  points  d'intersection  avec  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèles. 

948.  Dans  l'hyperbole  équilatère^  les  diamètres  conjugués  sont  égaux 
entre  eux,  et  la  portion  de  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et 
Taxe  transverse  est  égale  à  la  distance  du  centre  au  point  de  contact. 

949.  Si  Ton  tire  une  droite  par  un  sommet  de  l'hyperbole,  son  second 
point  de  rencontre  avec  la  courbe  divise  en  deux  parties  égales  la  portion 
de  cette  droite  interceptée  par  les  parallèles  menées  de  lautre  sommet 
de  l'hyperbole  à  ses  asymptotes. 

950.  Les  asymptotes  de  l'hyperbole  divisent  en  parties  égales  les 
droites  qui  unissent  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

951 .  CD  et  CE  étant  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'hyperbole, 

on  a 

FE~ED=:û-ô. 

952.  Dans  Thyperbole  équilatère,  les  cordes  focales  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  sont  égales. 

953.  Le  rayon  du  cercle  qui  touche  une  hyperbole  et  ses  asymptotes 
est  égal  à  la  portion  de  la  corde  focale  principale  prolongée  comprise 
entre  la  courbe  et  ses  asymptotes. 

954.  MM'  étant  une  corde  de  l'hyperbole  et  CP  le  demi-diamètre  cor- 
respondant, si  l'on  tire  par  les  points  M,  P,  M',  des  parallèles  MH,  PK, 
M'H',  à  l'une  des  asymptotes  jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre  en  H,  K,  H\ 
on  a 

ch.ch'=ck'. 

955.  Soient  un  cercle  de  diamètre  AA'  et  une  corde  PQ  perpendicu- 
laire à  AA';  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  droites  AP  et 
A'Q. 

956.  Si  deux  hyperboles  équilatères  égales  sont  décrites  de  manière 
que  les  axes  de  l'une  soit  les  asymptotes  de  l'autre,  elles  se  coupent  à 
angle  droit. 

957.  Quel  est  le  lieu  des  points  qui  sont  au  tiers  des  arcs  de  tous  les 
segments  de  cercle  qu'on  peut  décrire  sur  une  droite  donnée? 
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958.  Si  deux  tangentes  partant  d'un  même  point  P  coupent  l'une  des 

asymptotes  de  Thyperbole  en  R  et  en  S,  l'autre  asymptote  en  r  et  en  5, 

on  a 

PR.PS  =  Pr.Pj. 

,  959.  MM'  étant  la  double  ordonnée  d'une  ellipse  de  grand  axe  ÂA', 
quel  est  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  AM  et  A'M'? 

960.  Si  la  tangente  au  point  M  d'une  hyperbole  équilatère  coupe  ses 
asymptotes  en  L  et  en  L',  et  si  MG  est  la  normale  en  M,  l'angle  LGL'  est 
droit. 

961 .  Soit  la  corde  MM'  d'une  hyperbole  rencontrant  ses  asymptotes 

en  R  et  en  R',  et  la  tangente  RN  à  la  courbe  ;  si  les  parallèles  MH,  NK, 

M' H',  à  l'une  des  asymptotes,  rencontrent  l'autre  asymptote  aux  points  H, 

K,  H',  on  a 

MH-^M'H'=2NK. 

962.  Si  par  les  points  M  et  M'  d'une  hyperbole  on  mène  des  droites 
parallèles  aux  asymptotes,  on  forme  un  parallélogramme  dont  MM'  est  une 
diagonale  ;  démontrer  que  l'autre  diagonale  passe  par  le  centre  de  la 
courbe. 

963.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  qui  se  meut  en 
formant  avec  deux  axes  rectangulaires  un  triangle  d'aire  constante? 

96 i.  Si  par  le  point  M  d'une  hyperbole  on  mène  des  parallèles  MD 
et  ME  à  chaque  asymptote,  jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre,  et  si  l'on 
construit  une  ellipse  ayant  CD  et  CE  pour  demi-diamètres  conjugués, 
CM  coupant  l'ellipse  en  N,  les  tangentes  aux  deux  courbes  en  M  et  en  N 
sont  parallèles.  / 

965.  On  fait  passer  un  cercle  par  un  point  quelconque  M  d'une  hy- 
perbole et  les  extrémités  A  et  A'  de  son  axe  transverse  ;  trouver  le  lieu 
du  point  Q  où  l'ordonnée  MP  prolongée  rencontre  ce  cercle. 

966.  On  donne  une  série  d'ellipses  tangentes  à  une  hyperbole  équila- 
tère et  ayant  leurs  axes  dirigés  suivant  ses  asymptotes;  démontrer  que 
le  produit  des  axes  de  ces  ellipses  est  constant. 

967.  Sur  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  comme  asymptotes, 
on  construit  deux  hyperboles  conjuguées  l'une  à  l'autre  ;  démontrer  que, 
si  l'une  de  ces  hyperboles  louche  l'ellipse,  il  en  est  de  môme  de  l'autre, 
et  que  les  diamètres  tirés  aux  points  de  contact  sont  conjugués  aussi  bien 
dans  l'ellipse  que  dans  l'hyperbole. 

968.  Trouver  l'angle  des  asymptotes  de  Thyperbole  obtenu  en  coupant 
un  cône  de  révolution  par  un  plan.  —  Cas  où  le  plan  sécant  est  parallèle 
à  Taxe  du  cône. 
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969.  Deux  cÔDes  de  révoltition  qui  ont  même  sommet,  même  généra- 
trice et  leurs  axes  rectangulaires,  sont  coupés  par  deux  plans  menés  pa- 
rallèlement à  leurs  axes  d'un  môme  point  de  la  génératrice  commune, 
suivant  des  hyperboles  conjuguées. 

970.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  paraboliques, 
d'un  cône  de  révolution  donné? 

971 .  Quel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  elliptiques  de 
même  excentricité  dans  un  cône  de  révolution  donné? 

972.  Quel  est  le  lieu  des  extrémités  des  petits  axes  de  toutes  les  sec- 
tions elliptiques  parallèles  d'un  cône  de  révolution  donné? 

973.  Dans  quel  cas  un  plan  peut-il  couper  un  cône  de  révolution  donné 
suivant  une  hyperbole  équilatère? 

974.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  :  i"  un  foyer  ou  une  direc- 
trice, la  longueur  de  Taxe  transverse  et  une  asymptote  ;  a"  un  foyer  ou 
une  directrice,  une  tangente  et  une  asymptote  ;  3°  deux  asymptotes  et  un 
point  ;  4°  trois  points  et  une  asymptote. 

975.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui  passent 
par  une  ellipse  ou  une  hyperbole  donnée  de  position  et  de  grandeur. 

§  VIL  —  Propriétés  fondamentales  de  l'hélice. 

976.  Par  deux  points  d'une  surface  cylindrique,  on  peut  faire  passer 
une  in&nité  d*hélices. 

977.  Quel  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points  d*une  surface 
cylindrique,  mesuré  sur  cette  surface  elle-même? 

978.  Deux  hélices  tracées  sur  un  cylindre  de  révolution  se  coupent 
orthogonalement  ;  on  donne  le  rayon  du  cylindre  et  le  pas  de  l'une  des 
hélices,  trouver  le  pas  de  l'autre. 

979.  Des  extrémités  A  et  A'  d'un  diamètre  de  la  section  droite  d'un 
cylindre  de  révolution,  partent  deux  hélices  orthogonales  dont  le  premier 
point  d'intersection  est  en  M  ;  trouver,  en  fonction  du  pas  h  de  la  pre- 
mière hélice  et  du  rayon  R  du  cylindre,  l'aire  mixtiligne  AMA'.  —  Quel 
doit  être  le  pas  h  pour  que  l'aire  AMA'  soit  maximum?  Le  rayon  du  cy- 
lindre étant  un  décimètre,  évaluer  à  un  millimètre  carré  près  cette  aire 
maximum. 

980.  Étant  donnée  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution, 
une  droite  glisse  sur  cette  hélice  et  sur  l'axe  du  cylindre  en  restant  nor- 
male à  cet  axe  ;  quelle  est  la  section  de  la  surface  ainsi  engendrée  :  i^  par 
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un  cylindre  concentrique  au  premier  ;  a®  par  un  cylindre  de  révolution 
dont  une  arôte  est  Taxe  même  du  premier  cylindre. 

981.  Étant  donnée  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution, 
une  droite  glisse  sur  cette  hélice  et  sur  Taxe  du  cylindre  en  faisant  un 
angle  constant  avec  cet  axe  ;  démontrer  que  la  normale  à  la  courbe  tracée 
par  cette  droite  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre  inter- 
cepte une  longueur  constante  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  pied 
de  l'axe  dans  le  plan  considéré  au  rayon  vecteur  issu  du  même  point. 

§  Yin.  —  Appendice. 

982.  Démontrer  que  l'homographie  de  deux  divisions  peut  s'exprimer 
par  l'une  quelconque  des  formules 

am       ^    dm*     .  am  a' m* 

983.  Deux  divisions  homographique^  étant  données,  on  peut  toujours 
prendre  à  partir  d'un  point  donné  de  la  première  deux  segments  qui  soient 
respectivement  égaux  à  leurs  homologues  de  la  seconde  ;  mais  l'un  avec 
le  même  signe,  l'autre  avec  un  signe  contraire. 

984.  Deux  droites  divisées  homographiquement  peuvent  toujours  être 
placées  l'une  sur  l'autre  de  manière  que  les  deux  divisions  soient  en  in- 
volution. 

985.  Dans  deux  divisions  homographiques  de  même  base,  le  rapport 
des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  première  division  aux  deux 
points  doubles  est  proportionnel  au  rapport  des  distances  du  point  homo- 
logue de  la  seconde  division  aux  deux  mêmes  points  doubles. 

986.  Quand  deux  faisceaux  homographiques  concentriques  ont  leurs 
rayons  doubles  imaginaires,  on  peut  les  projeter  suivant  deux  faisceaux 
dont  les  rayons  homologues  fassent  entre  eux  des  angles  égaux  et  de 
même  sens. 

987.  Étant  donnés  dans  une  involution  deux  points  conjugués,  le  point 
central  et  le  milieu  de  deux  autres  points  conjugués,  on  demande  de  dé- 
terminer ces  derniers  points. 

988.  Dans  deux  faisceaux  en  involution,  il  existe  toujours  deux  rayons 
homologues  également  inclinés  sur  un  rayon  donné,  et  il  n'y  en  a  que 
deux. 

989.  Étant  donnés  deux  faisceaux  homographiques  non  concentriques, 
on  peut  le&  couper  par  une  droite  suivant  deux  divisions  en  involution. 

11.  33 
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Toutes  les  transversales  qui  remplissent  cette  condition  passent  par  un 
même  poinL 

990.  Dans  toute  proportion  harmonique  aba*b\  le  conjugué  harmo- 
nique du  milieu  de  W  par  rapport  à  a  et  a'  coïncide  avec  le  conjugué 
harmonique  de  aa^  par  rapport  à  ^  et  6',  et  «e  point  est  le  point  central 
de  rinvolution  déterminée  par  les  deux  couples  (a,  d)  et  (6,  h% 

991 .  Lorsqu'un  point  décrit  une  hyperbole,  les  droites  qui  joignent 
ce  point  à  deux  points  fixes  interceptent  sur  une  asymptote  un  segment 
de  longueur  constante. 

992.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux 
droites  fixes  est  constant? 

993.  Dans  tout  triangle  circonscrit  à  une  conique,  les  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  concourent  en 
un  même  point. 

994.  Le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  décrit  une  droite 
fixe,  tandis  que  Tun  des  côtés  passe  par  un  point  fixe.  Quelle  est  Tenve- 
loppe  de  l'autre  côté? 

995.  Démontrer  que,  lorsque  deux  triangles  sont  inscrits  à  une  co- 
nique, les  six  côtés  touchent  une  autre  conique. 

996.  Deux  angles  de  grandeur  constante  tournent  autour  de  leurs 
sommets  ;  deux  de  leurs  côtés  se  coupent  sur  une  droite  fixe  :  quel  est  le 
lieu  décrit  par  Tintersection  des  deux  autres  côtés?  —  Quel  est  le  théo- 
rème corrélatif? 

■ 

997.  Un  polygone  plan  se  déforme  de  telle  sorte  que  ses  côtés  pi- 
votent autour  de  points  fixes,  et  que  ses  sommets  moins  un  glissent  sur 
des  droites  fixes;  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  dernier  sommet?  —  Qnel 
est  le  lieu  décrit  par  l'intersection  de  deux  côtés  non  contigus  quelcon- 
ques? —  Quel  est  enfin  le  théorème  corrélatif? 

998.  Si  deux  cordes  d'une  conique  se  divisent  mutuellement  en  deux 
parties  égales,  ces  cordes  passent  par  le  centre. 

999.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  droites  menées  d'un  point  de  la 
courbe  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont  également indinées  sur  une 
asymptote. 

1000.  Étant  données  une  conique  et  deux  tangentes  parallèles,  les 
droites  menées  du  centre  aux  points  où  une  troisième  tangente  rencontre 
les  deux  premières  sont  deux  diamètres  conjugués. 

1001 .  Une  hyperbole  qni  a  pour  asymptotes  deux  diamètres  conjug;nés 
d'une  conique  la  coupe  sur  deux  autres  diamètres  conjugués. 
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l<y09.  D*uii  point  ftx»,  on  abaisse  une  perpendiealaire  sur  chaque  dia- 
mètre d'une  eoBJque,  et  l'on  prend  rintersection  de  cette  perpendiculaire 
et  du  diamètre  conjugué  au  premier  diamètre;  quel  est  le  lieu  de  ce 
point  d'intersection?— Déduire  de  là  que,  par  un  point  donné,  on  peut 
en  général  mener  quatre  normales  à  une  conique. 

1003.  D'un  point  fixe,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  chaque  tan* 
gente  d'une  parabole,  et  l'on  prend  l'intersection  deceite  perpendiculaire 
et  du  diamètre  correspondant  à  la  tangente  ;  quel  est  le  lieu  de  ce  point 
d'intersection?  —  Déduire  de  là  que,  par  un  point  donné,  on  peut  en 
général  mener  trois  normales  à  une  parabole. 

1004.  Si  une  droite  fixe  rencontre  une  série  de  coniques  ayant  même 
foyer  et  même  directrice,  les  tangentes  à  ces  coniques  aux  points  où  elles 
rencontrent  la  droite  fixe  enveloppent  une  conique  qui  a  même  foyer  que 
les  proposées,  et  qui  touche  à  la  fois  leur  directrice  commune  et  la  droite 
fixe. 

1005.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  ou  in- 
scrites à  un  quadrilatère  donné? 

1006.  Transformer  par  la  méthode  de  projectioa  tas  théorèmes  sui-^ 
vants  : 

1*"  Dans  le  cercle,  la  tangente  est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du 
rayon  du  point  de  contact  ; 

2^  Les  tangentes  menées  par  un  point  extérieur  à  un  système  de  co- 
niques confocales  font  des  aqgles  égaux  avec  les  droites  qui  joignent  ce 
point  aux  deux  foyers; 

3*  Le  lieu  des  centres  d'un  cercle  qui  touche  de  la  même  manière  deux 
cercles  donnés  est  une  hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  centres  des  deux 
cercles  donnés. 

1007.  Étant  donnés  cinq  points  d'une  hyperbole,  construire  ses  asym- 
ptotes. 

1008.  Étant  données  cinq  tangentes  à  une  conique,  construire  les 
deux  tangentes  qui  passent  par  un  point  donné. 

1009.  Construire  une  conique,  connaissant  le  centre  et  trois  points. 

lOiO.  Construire  une  conique,  connaissant  un  point  et  les  directions 
de  deux  couples  de  diamètres  conjugués. 

lOii.  Étant  données  deux  coniques  et  une  droite,  construire  une  troi- 
sième conique  tangente  à  la  droite  et  passant  par  les  quatre  points  corn-- 
muns  aux  deux  premières. 

9 

lOlâ.  Construire  une  conique  homothétique  à  une  conique  donnée,  et 
passant  par  trois  points  donnés  ou  tangente  à  trois  droites  données. 

33. 
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iOid.  Tout  plan  mené  par  deux  arêtes  d'un  cône  du  second  ordre  coupe 
les  plans  cycliques  suivant  deux  droites  qui  fcmt  respectivement  avec 
ces  deux  arêtes  deux  angles  égaux.  —  Quel  est  le  théorème  corrélatif? 

1014.  Deux  plans  tangents  à  un  cône  du  second  ordre  suivant  deux 
arêtes  quelconques  coupent  les  deux  plans  cycliques  suivant  quatre  droites 
qui  sont  les  génératrices  d'un  même  cône  de  révolution  dont  Taxe  est 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  arêtes  de  contact.  —  Théorème  cor- 
rélatif. 

1015.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  chaque  plan  tangent  coupe  les 
deux  plans  cycliques  suivant  deux  droites  telles,  que  le  produit  des  tan- 
gentes des  demi-angles  qu'elles  font  avec  Tinterseçtion  des  deux  plans 
cycliques  est  constant.  ~~  Théorème  corrélatif. 

1016.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  le  produit  des  sinus  des  angles 
que  chaque  arête  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  constant.  — Théo- 
rème corrélatif. 

1017.  Les  projections  orthogonales  des  deux  focales  d'un  cône  du  se- 
cond ordre  sur  les  plans  tangents  au  cône  forment  un  nouveau  cône  du 
second  ordre  ayant  un  double  contact  avec  le  premier  et  dont  les  plans 
cycliques  sont  normaux  aux  focales  du  premier.  —  Théorème  corrélatif. 

1018.  Quand  deux  cônes  du  second  ordre  ont  même  sommet  et  mêmes 
plans  cycliques,  si  on  leur  mène  un  plan  tangent  commun,  les  deux 
arêtes  de  contact  sont  rectangulaires.  —  Théorème  corrélatif. 

^  1019.  Autour  de  deux  points  fixes  pris  sur  une  sphère,  on  fait  touroer 
les  côtés  d*un  angle  sphérique  de  grandeur  variable  et  tel,  que  le  seg- 
ment intercepté  entre  ses  côtés  sur  un  arc  de  grand  cercle  donné  ait 
une  longueur  constante  ;  quel  est  le  lieu  du  sommet  de  cet  angle^ 

1020.  On  donne  sur  une  sphère  deux  arcs  fixes,  et  Ton  demande  le  lieu 
des  points  de  cette  sphère  dont  le  produit  des  distances  à  ces  deux  arcs 
est  constant. 

1021.  Quelle  est  la  courbe  sphérique  dont  chaque  point  est  équidistant 
d'un  point  de  la  sphère  et  d'un  arc  de  grand  cercle  de  cette  sphère? 
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1022.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  un  côté 
et  le  cercle  circonscrit. 

4023.  Construire  an  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  sa  base 
et  sa  hauteur. 

1024.  La  sphère  variable  assujettie  à  couper  deux  sphères  fixes  suivant 
leurs  grands  cercles  passe  par  deux  points  fixes. 

i025.  La  sphère  variable  assujettie  à  couper  deux  sphères  .fixes  sous 
des  angles  constants  est  constamment  tangente  à  deux  sphères  fixes. 

1026.  Si  une  sphère  variable  coupe  trois  sphères  fixes  sous  des  angles 
égaux,  mais  indéterminés, son  centre  ne  sort  pas  d*un  certain  plan. 

1027.  Si  une  sphère  variable  coupe  quatre  sphères  données  sous  des 
angles  égaux,  mais  variables  simultanément,  son  centre  décrit  une  droite. 

1028.  Mener  une  sphère  qui  coupe  quatre  sphères  données  suivant 
leurs  grands  cercles. 

1029.  Mener  une  sphère  qui  coupe  quatre  sphères  données  sous  des 
angles  donnés. 

1030.  Mener  une  sphère  qui  en  coupe  cinq  autres  sous  des  angles 
égaux. 

1031.  Enjoignant  un  point  deTespace  aux  sommets  d*un  tétraèdre, 
on  obtient  une  figure  dont  les  plans  des  faces  opposées  se  coupent  deux 
à  deux  suivant  trois  droites  comprises  dans  un  même  plan;  la  diagonale 
issue  d*un  sommet,  divisée  par  la  longueur  de  son  prolongement  jusqu'à 
ce  plan,  est  égale  à  la  somme  des  trois  côtés  adjacents  à  ce  sommet,  divi- 
sés respectivement  par  les  longueurs  de  leurs  prolongements  jusqu'au 
même  plan: 

1032.  Une  série  d'ellipses  ont  leurs  diamètres  conjugués  égaux  de 
même  longueur;  l'un  de  ces  diamètres  est  fixe  et  commun  à  toutes  les 
ellipses,  Tautre  varie  de  position  quand  on  passe  d'une  ellipse  à  la  sut- 
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vante.  Si  Ton  prend  un  point  fixe  sur  le  diamètre  fixe  prolongé  et  si  Ton 
mène  de  ce  point  des  tangentes  aux  ellipses  considérées,  quel  est  le  lieu  des 
points  de  contact  de  toutes  ces  tangentes? 

1033.  Si  Ton  décrit  une  ellipse  sAir  le  grand  cà\é  d'un  rectangle 
comme  grand  axe,  de  manière  qu'elle  passe  par  le  point  d'intersection  des 
diagonales,  et  si  l'on  joint  un  point  de  l'ellipse  extérieur  à  ce  rectangle 
aux  extrémités  du  côté  opposé  au  grand  axe,  les  droites  ainsi  déter- 
minées divisent  le  grand  axe  en  segments  qui  sont  en  progression  géo- 
métrique. 

1034.  Le  produit  des  segments  déterminés  par  son  point  de  contact 
sur  une  tangente  à  l'ellipse,  limitée  à  ces  points  de  rencontre  avec  les 
axes,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente. 

4039.  Quel  est  le  lieu  du  second  foyer  des  ellipses  qvi  ont  un  foyer 
commun  et  deux  tangentes  communes? 

1036.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  de  toutes  les  cordes  d'une  ellip^qui 
vont  converger  à  un  point  fixe. 

1037.  Si  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  sont  en  même  temps 
les  asymptotes  d'une  hyperbole,  les  points  de  contact  des  tangentes  com- 
munes à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole  sont  sur  une  ellipse  semblable  à  la 
proposée. 

1038.  La  base  ÂB  du  triangle  ÂBC  reste  fixe,  tandis  que  le  sommet  C 
décrit,  la  moitié  d'une  hyperbole  équilatère  passant  par  les  points  A  et  B; 
P  et  Q  étant  les  points  où  ÂC  et  BC  rencontrent  le  cercle  décrit  sur  ÂB 
comme  diamètre,  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  AQ  et  de  BP. 

1039.  Quel  est  le  lieu  du  second  foyer  des  ellipses  qui  ont  un  foyer 
commun  et  qui  passent  par  deux  points  donnés? 

1040.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  pas- 
sent par  trois  points  donnés? 

1041.  Si  Ton  joint  aux  deux  foyers  de  l'hyperbole  les  points  de  ren- 
contre d'une  tangente  à  la  courbe  avec  les  asymptotes,  on  obtient  un 
quadrilatère  inscriptible. 

1012.  Si  l'on  prend  sur  la  corde  focale  principale  d'une  parabole  deux 
points  également  distants  du  foyer,  le  trapèze  formé  en  abaissant  de  ces 
points  des  perpendiculaires  sur  une  tangente  quelconque  à  la  courbe  a  une 
aire  constante. 

1043.  Les  produits  des  distances  du  foyer  d'une  parabole  aux  sommets 
opposés  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  la  courbe  sont  égaux. 
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1044.  Étant  données  deux  tangentes  à  la  {larabolé,  si  on  leur  mène  des 
parallèles  par  un  point  quelconque  de  leur  corde  de  contact^  la  diagonale 
du  parallélogramme  ainsi  formé>  qui  est  opposée  au  point  choisi  sur  la 
corde  de  contact,  est  tangente  à  la  courbe. 

i045.  En  an  point  P  de  la  parabole,  la  corde  du  cercle  de  courbure, 
qui  est  menée  parallèlement  à  Taxe  de  la  coarbe,  est  égale  à  quatre  fois 
le  rayon  vecteur  du  point  P. 

1046.  La  corde  PH  du  cercle  de  courbure  au  point  P  de  Tellipse  ou  de 
l'hyperbole,  qui  est  menée  par  le  centre  G  de  la  courbe,  satinait  à  la  rda- 

tion  PH.CP  =:  2Cd\  CD  étant  le  conjugué  du  diamètre  CP. 

1047.  Étant  donnés  deux  triangles,  projeter  le  premier  sur  un  plan  de 
telle  sorte  que  sa  projection  soit  semblable  au  second  triangle. 

1048.  Couper  un  cône  de  révolution  donné  suivant  une  ellipse  d'excen- 
tricité donnée. 

1049.  Deux  cônes  de  révolution  qui  se  coupent  ont  môme  axe,  et  Tangle 
au  sommet  du  cône  intérieur  est  de  60  degrés  ;  démontrer  que  le  sommet 
de  ce  cône  est  un  foyer  commun  de  toutes  les  sections  déterminées  sur  le 
cône  extérieur  par  les  plans  tangoits  au  cône  intérieur. 

1050.  La  perspective  d'un  cercle  sur  un  plan  quelconque  est  une  sec- 
tion conique. 

1051.  On  appelle  homocycliques  deux  cônes  qui  ont  même  sommet  et 
mômes  plans  cycliques.  Démontrer  que,  lorsqu'un  plan  mené  par  le  som- 
met commun  de  deux  cônes  homocycliques  coupe  ces  cônes  suivant  quatre 
arêtes,  les  deux  arêtes  de  Fun  font  respectivement  deux  angles  égaux 
avec  les  deux  arêtes  de  l'autre.  —  Qu'arrive-t-il  en  particulier  lorsque 
le  plan  considéré  coupe  l'un  des  cônes  et  touche  l'autre? 

1052.  Quand  un  plan  touche  deux  cônes  homocycliques,  les  deux  arêtes 
de  contact  sont  rectangulaires. 

1053.  SA  et  SB  étant  deux  arêtes  rectangulaires  prises  sur  deux  cônes 
homocycliques,  le  plan  ASB  coupe  les  deux  cônes  suivant  deux  autres 
arêtes  SA'  et  SB'  qui  sont  encore  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  ;  les 
quatre  droites  suivant  lesquelles  se  coupent  les  plans  tangents  au  premier 
cône  suivant  SA  et  SA',  et  les  plans  tangents  au  second  cône  suivant  SB 
et  SB',  appartiennent  à  un  troisième  cône  homocyclique  avec  les  deux 
premiers  ;  ce  troisième  cône  reste  le  même,  quelles  que  soient  les  deux 
arêtes  rectangulaires  primitives  SA  et  SB. 

1054.  Quand  deux  cônes  sont  homocycliques,  deux  plans  tangents  au 
premier  cône  coupent  l'autre  cône  suivant  quatre  arêtes  appartenant  à 
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un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  normal  anx  arêtes  de  contact  des 
deux  plaos  tangents. 

1035.  Étant  donnés  un  cône  à  base  circulaire  et  deux  plans  fixes  tan- 
gents à  ce  cône,  si  un  autre  plan  tangent  roule  sur  le  cône,  ses  intersec- 
tions avec  les  deux  plans  fixes  sont  telles,  que  les  plans  menés  par  cha- 
cune d*elles  et  une  ligne  focale  font  un  angle  constant. 

1056.  L'angle  de  deux  plans  tangents  quelconques  à  un  cône  à  base 
circulaire^  et  l'angle  des  deux  plans  déterminés  par  leur  intersection  et 
par  chacune  des  lignes  focales,  ont  le  même  plan  bissecteur. 

1057.  Démontrer  que  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  formé  par 
les  deux  côtés  d'un  angle  a  et  par  les  deux  droites  qui  joignent  son  sommet 

aux  deux  points  cycliques  est  égal  à  ^^•"'•V-'^ 

1058.  Un  polygone  plan  se  déforme  de  telle  sorte  que  ses  sommets, 
moins  un,  glissent  sur  des  droites  fixes,  tous  ses  côtés  étant  vus  d'autant 
de  points  fixes  sous  des  angles  donnés;  trouver  le  lieu  du  dernier  sommet. 
—  Quel  est  le  théorème  corrélatif? 

1059.  Sur  les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet,  on  prend 
trois  couples  de  points  qui  divisent  harmoniquement  ces  trois  droites; 
démontrer  que  les  six  points  considérés  sont  sur  une  conique.  —  Quel  est 
le  théorème  corrélatif  ? 

1060.  On  donne  une  confque  et  un  triangle  situé  dans  son  plan  ;  dé- 
montrer :  i"*  que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux 
pôles  des  côtés  opposés  par  rapport  à  la  conique  concourent  en  un  même 
point  ;  2^  que  les  côtés  rencontrent  les  polaires  des  sommets  opposés  en 
trois  points  en  ligne  droite. 

1061.  Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourner  une  sécante  qui  ren- 
contre une  conique  aux  points  a  et  o',  la  somme  algébrique  des  inverses 
des  distances  des  points  aei  a'  k  la  polaire  du  point  fixe  est  constante. 

1062.  Construire  la  conique  déterminée  par  cinq  points,  dont  quatre 
sont  imaginaires. 

1063.  Construire  la  conique  déterminée  par  cinq  tangentes,  dont  quatre 
sont  imaginaires. 

1061.  Projeter  une  conique  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

1065.  La  polaire  réciproque  d'une  parabole  par  rapport  à  un  point  de 
la  directrice  est  une  hyperbole  équilatère. 

1066.  Les  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  se  coupent 
sur  la  directrice. 
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1067.  Les  hautears  d'un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère 
se  coupent  sur  la  courbe. 

i068.  Inscrire  dans  une  conique  un  polygone  dont  les  côtés  passent 
par  autant  de  points  fixes. 

1069.  Construire  une  conique  tangente  à  trois  droites  et  ayant  un 
double  contact  avec  une  conique  donnée. 

1070.  Trouver  le  Heu  des  milieux  des  cordes  d'une  conique  issues  d'un 
point  fixe.  ~  Généraliser  par  projection. 

1071.  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  conique  qui  ont  leurs  mi- 
lieux sur  une  droite  donnée.  —  Généraliser  par  projection. 

1072.  Étant  donnée  une  série  de  coniques  circonscrites  à  un  même  qua- 
drilatère, démontrer  :  i*  que  les  polaires  d'un  point  quelconque  ppar 
rapport  à  ces  coniques  passent  toutes  par  lin  même  point  7;  2**  que  si  p 
décrit  une  droite  L,  7  décrit  une  conique;  3°  que  cette  conique  est  le 
lieu  des  pôles  de  la  droite  L  par  rapport  aux  proposées,  et  qu'elle  passe 
par  le  point  de  rencontre  desMiagonales  et  par  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  du  quadrilatère.  —  Examiner  le  cas  où  la  droite  L  est  à 
l'infini.  —  Énoncer  et  démontrer  directement  les  théorèmes  corrélatifs. 

1073.  Si,  sur  les  rayons  menés  d'une  origine  fixe  0  aux  divers  points 
d'un  plan  P  on  porte  des  longueurs  proportionnelles  aux  valeurs  inverses 
de  ces  rayons,  les  plans  conduits  perpendiculairement  à  ces  droites  par 
leurs  extréniités  passeront  tous  par  un  même  point /?.  Lorsque,  l'origine  0 
restant  fixe,  le  plan  P  se  déplace  en  passant  sans  cesse  par  un  même 
point,  le  point  p  ne  sort  pas  d'un  certain  plan. 

1074.  Une  droite  glisse  sur  trois  droites  fixes  prises  à  volonté  dans 
l'espace.  ~  Quel  est  le  lieu  décrit  par  la  trace  de  cette  droite  sur  un 
plan  fixe  quelconque? 

1075.  Étant  donnés  trois  points  ou  trois  arcs  tangents  et  un  arc  cy- 
clique d'une  conique  sphérique,  déterminer  le  pôle  de  cet  arc. 

1076.  Étant  donnés  trois  points  et  un  arc  cyclique  d'une  conique  sphé- 
riqufi,  déterminer  le  second  arc  cyclique  de  cette  courbe. 

1077.  Étant  donnés  trois  arcs  tangents  et  un  foyer  d'une  conique  sphé- 
rique, déterminer  le  second  foyer  de  cette  courbe. 

1078.  Quelle  est  la  surface  polaire  d'une  conique  par  rapport  à  une 
sphère?  —  Examiner  le  cas  particulier  où  la  conique  est  un  cercle.  —  (On 
nomme  surface  polaire  d'une  ligne  l'enveloppe  des  plans  polaires  de  ses 
divers  points.) 


ôaa  GÉovtTiin  dans  l' espace. 

i079.  Si  deux  cônes  du  aecond  ordre  ont  une  ligne  focale  commune, 
ils  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes. 

1080.  Quelle  est.  la  surface  polaire  d'une  sphère  par  rapport  à  une 
sphère? 

1081 .  Une  conique  tourne  autour  de  son  axe  focal.  Quelle  est  la  section 
de  la  surface  de  révolution  ainsi  engendrée  par  un  plan  passant  par  un 
foyer  de  la  conique  donnée? 

1082.  Quelle  est  la  projection  d'une  section  plane  d'une  surface  de 
révolution  du  second  ordre,  sur  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur mené  d'un  foyer  de  la  surface  à  Textrémîté  du  diamètre  qui  passe 
par  le  centre  de  la  section? 

1083.  Circonscrire  un  tétraèdre  à  une  surface  de  révolution  du  second 
ordre,  dont  un  foyer  est  donné. 

1084.  Deux  surfaces  de  révolution  du  second  ordre,  qui  ont  un  foyer 
commun,  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes;  les  plans  de  ces 
courbes  et  les  deux  plans  directeurs  forment  un  faisceau  harmonique. 

1085.  D'un  point  de  l'espace,  on  peut  généralement  mener  six  normales 
à  une  surface  du  second  ordre;  ces  six  droites  sont  sur  un  cône  du  se- 
cond degré,  qui  passe  par  le  centre  de  la  surface  et  contient  les  trois  axes 
principaux  du  cône  circonscrit  à  la  surface,  qui  a  pour  sommet  le  point 
donné . 
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NOTE  L 

SUR   L'iNGOMHBNSURABILITfi  DU   NOMBRE  TT  ET   DE  SON  CARRÉ. 


II  suffît  de  prouver  que  tt'  est  incommensurable.  La  démonstration 
suivante  est  due  à  M.  Hermite  (Journal  de  Crelie,  1873]. 
Si  Ton  désigne  par  A.  l'expression 


— -. r    /     (i— 5M"C08J:«.rfa, 

.4...(a/i)  Jo 


dans  laquelle  n  est  un  nombre  entier  quelconque,  on  voit,  en  appliquant  la 
règle  de  différentiation  sous  le  signe  / ,  que  la  dérivée  de  A,  par  rapport 

à  X  se  compose  de  deux  parties,  dont  Tune  est  -  (212  +  i)  A,,  tandis  que 
l'autre  se  ramène,  au  moyen  d'une  simple  intégration  par  parties,  à 
—  1  A.^,.  De  là,  résulte  Tégalité 

quif  avec  la  relation  évidente 

A,  =  sinx, 

permet  de  calculer  de  proche  en  proche  A,,  A,,. . . ,  Â„.  On  trouve  ainsi 
que  A,  est  de  la  forme  Usinx4-  Vcosx,  U  et  Y  étant  des  polynômes 
entiers  en  x  et  à  coefBcienls  entiers.  De  plus,  si  n  est  pair  et  égal  à  a/n , 
le  polynôme  U  ne  renferme  que  des  puissances  paires  de  x,  et  est  de 
degré  m  en  a'. 


S24  NOTE  1* 

Pour  /z  =  !imetjr  =  -)  on  a  donc  Tégalité 

(1)  u  ==  AlL — _  r(i-2»)*-cos~rfz, 

^  '  '       2.4...  (2/2)  Jo  a      ' 


Tf' 


U,  étant  un  polynôme  entier  en  -r- y  de  degré  ni  et  à  coefficients  entiers. 

4 


TT» 


On  conclut  de  là  immédiatement  que  -7-  est  incommensurable;  car, 

s'il  était  égal  à  une  fraction  -^  b  eia  étant  entiers,  la  quantité  U,  devien- 

N 

drait  —9  N  étant  un  nombre  entier,  et  Tégalité  (i)  prendrait  la  forme 

Or,  cette  relation  est  absurde,  le  second  membre  ne  pouvant  être  en 
tier,  puisque  l'intégrale  qui  y  figure  ne  s'annule  pas  tant  que  l'entier  m 
reste  fini,  et  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  quand  on 
attribue  à  m  des  valeurs  suffisamment  grandes. 
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NOTE  IL 

SUR   l'application   DBS   DÊTBIUillfANTS   A   LA   GÉOMÉTRIE. 


i.  Aire  du  triangle  en  fonction  ;  i"  des  coordonnées  des  sommets; 
a"  des  longueurs  des  côtés. 

Soient  Ox  et  0/  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  situés  dans 
le  plan  du  triangle  A,  Â,  A,;  x^  et  ^,,  «,  et  y^^  x,  et  y^  les  coordonnées 
respectives  des  sommets  A„  A,,  A,;  et  ^,„  d^^^  d^^  les  carrés  des  lon- 
gueurs des  côtés  A,  A,,  A,  A,,  A,  A,.  L'aire  S  du  triangle  est  l'excès 

Fig.  6i3. 


0 


{fig.  6ia)  du  trapèze  A,  A,  A,  A',  sur  la  somme  des  trapèzes  A,  A,  A',  A', 
et  A,  A3  A3  A 3 .  On  a  donc 


ou 


(I) 


aS  = 


r. 


I        ^3      Xz 


On  peut  mettre  ce  déterminant  sous  les  deux  formes  suivantes  : 


aS  = 


r, 


aS  =  - 


I       0      iT. 


O      X, 


10     X, 


en  multipliant  membre  à  membre,  on  trouve  alors,  d'après  la  règle  de 
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multiplication  des  déterminants, 


4S-  =  - 


o 

I 

I 

I 

I 

<-^JÎ 

^t^x^y^Xx 

^i^t-^x.Xt 

I 

•*.*,-^-r,r, 

^\^x\ 

^z^.-^y.r. 

I 

•^.^.H-r.r, 

^i^.'-^j'ij-i 

^'l  -+-7? 

Multiplions  les  trois  dernières  horizontales  par  —  a,  puis  divisons  la 
première  verticale  par  —  2  ;  le  dé^rminant  sera  multiplié  par  4.  Cela 
fait,  aux  trois  dernières  horizontales  ajoutons  la  première  successivement 
multipliée  par  x]-i-x],  ^l-^j'h  ^l-^yl,  et  de  même,  aux  trois  der- 
nières verticales,  ajoutons  la  première  successivement  multipliée  par  les 
mêmes  facteurs;  le  déterminant  ne  sera  pas  altéré  par  ces  dernières  trans- 
formations, et  si  Ton  se  rappelle  la  formule  bien  connue 


r/.,=:(a.-.-^J»-+-(j.-^J», 


on  aura  finalement 


(^) 


i6S'  =  - 


u 
I 
I 
I 


1 
o 


I 
o 


"13 

4 

O 


2,  Folume  de  la  pyramide  triangulaire  en  fonction  ;  i*  des  coordon- 
nées des  sommets  ;  2®  des  longueurs  des  arêtes. 

Soient  :ox,  oy^oz,  trois  axies  de  coordonnées  rectangulaires;  (jf^iyXn^X 
(^71  Xji  «a)»  (^^^  /«»  «»)>  (^ij^if  «4)»  J®s  coordonnées  des  sommets  A„  A„ 
A3,  Â^:  </,„  r/,3,  d^^J  ^,3,  d^,  W^3j,  les  carrés  des  longueurs  des  six  arêtes. 

La  marche  est  absolument  pareille  à  celle  que  nous  avons  suivie  pour 
le  triangle.  En  projetant  les  sommets  sur  le  plan  jxy^  on  verra  que  le 
volume  du  tétraèdre  est  la  somme  algébrique  de  troncs  de  prismes  trian- 
gulaires dont  les  bases  ou  sections  droites  s'évalueront  à  Taide  de  la  for- 
mule (1),  et  l'on  obtiendra  pour  le  volume  Y  du  tétraèdre 


(3) 


6V  = 


I 
I 
I 
I 


^.    fi 


3    ft    *i 

3 


•^3      ^3       « 


Z 


4 


puis,  en  opérant  sur  ce  déterminant  comme  nous  l'avons  fait  sur  le  dé- 
erminant  (i),  et  observant  que 


rf»=(^i- '.)'-+- (r<-r*)'^- («,—  »»)% 


Non  II. 
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on  trouvera 


(4) 


288  V'  = 


o 
I 
I 
I 
I 


I 
o 

rf.. 


I 
d 


19 

O 


O 


*I4 
O 


En  égalant  à  zéro  les  déterminants  (2)  et  (4),  on  obtient  évidemment 
les  conditions  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite  ou  pour  que 
quatre  points  soient  dans  un  même  plan.  Les  formules  (a)  et  (4),  abstrac- 
tion faite  de  la  notation  des  déterminants,  ont  été  données  par  Euler,  dans 
les  Mémoires  de  Pétersbourg. 

3.  Relation  entre  les  distances  mutuelles  :  i^  de  quatre  points  situés 
sur  un  même  cercle;  a*  de  cinq  points  situés  sur  une  même  sphère. 

Soient  :  (x„  rj,  (x„  7,),  (o:,,  ^,),  (x,,  7,),  les  coordonnées  reclangu- 
laires  des  quatre  points  A„  A,,  A,,  A^  ;  et  </,„  ^,3,  •  •  • ,  ^u*  •  *  *  ?  les  carrés 
de  leurs  distances  mutuelles.  Ces  points  étant  sur  un  mônle  cercle,  on 
a,  d'après  la  Gréométrie  analytique, 


Par  suite,  le  déterminant 


^î^-JÎ-^-û-+■ 

bx,  -+-  cy, 

=  0, 

j:;-hj;-f-fl-+- 

bx^-hcy^  =  o. 

^' -+- JÎ  •+•  « -^- 

f>^,-^cX3-^^ 

bx^  -h  cy^  =  0. 

Uam 

i« 

«      ^x     ïx 

^\^y\ 

>   ^,  r. 

^\^y\ 

ï.     *3      ^3 

> 

^l-^xl 

«        -^4       r. 

qui  résulte  de  rélimination  des  conslantes  a,  h^  Cy  est  nul,  et  il  en  est 
évidemment  de  même  du  déterminant 


I 

^î-Hr? 

-*•*. 

~ar, 

I 

^\^xl 

-ax. 

-ar. 

1 

^?+rî 

-2x3 

-^^3 

1 

^J-+-7Î 

-ax, 

-^Xi 

Or,  il  suffit  de  multiplier  ces  deux  derniers  déterminants  par  la  règle 
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connue  et  d^égaler  le  résultat  à  zéro  pour  avoir  la  relation  cherchée 


(5) 


'ïi 


*.ii 


*4I 


"•il 
G 


O 


'*14 
O 


=  o. 


Un  calcul  tout  à  fait  analogue  donne 


(6) 


d..    d. 


•ji 


'il 


'H 

o 


13 


'M 


r/„       d. 


*it 


d,.     d, 


'41 


'51 


42 


*iJ 


'33 

o 


at 
O 


d 


st 


o 


=  O, 


pour  cinq  points  situés  sur  une  même  sphère. 

La  relation  (5)  revient  au  fond  au  théorème  de  Ptolémée  (240);  la 
relation  (6)  a  été  donnée  sous  une  autre  forme  par  Feuerbach.  —  Nous 
avons  suivi  la  marche  indiquée  par  M.  Cayley  dans  le  tome  II  du  Journal 
de  Cambridge, 

4.  Relation  entre  les  distances  mutuelles  de  cinq  points  situés  d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace. 

Cette  relation ,  indiquée  d*abord  sous  une  forme  trop  concise  par  Lagrange , 
puis  reprise  et  développée  par  Carnot,  a  été  en6n  présentée  sous  une  forme 
lumineuse  et  mnémonique  par  M.  Cayley  à  l'aide  des  déterminants. 

Pour  l'obtenir,  il  suffit  dMmiter  la  marche  précédente,  c'est-à-dire  d'é- 
galer à  zéro  le  produit  des  deux  déterminants 


o  1  o    o  o  o 


I  o       o  o  o      o 

^\-^X\-^^\  *  — ajT,  — aj,  —as,  o 


qui  sont  évidemment  nuls  Tun  et  l'autre,  puisqu'ils  renferment  une  verti- 
cale à  éléments  nuls.  En  désignant  par  </,,,  ^,„...|  les  carrés  des  distances 
mutuelles,  on  trouve 


(7) 


o 
I 
I 
I 
1 
1 


I 
o 


I 
d..    d 


X7 

O 


•s» 


13 
O 


d..    d 


Ml 


42 


■43 


d.,    d..    d. 


•n 


S2 


•S3 


b 


I 
o 


=  0. 
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5.  Rayons  des  sphères  ta //ge fîtes  à  quatre  autres. 

Supposons  que,  des  cinq  points  A,,  A,,  A3,  Â^,  A^,  que  nous  venons  de 
considérer,  les  quatre  premiers  soient  les  centres  de  quatre  sphères  fixes 
dont  les  rayons  r,,  r,,  r,,  r,,  sont  donnés;  désignons  par  p  le  rayon  in- 
connu et  par  A^  le  centre  d'une  sphère  tangente  aux  quatre  autres.  En 
posant,  dans  la  relation  (7], 

on  aura  une  équation  qui  déterminera  p. 

Quelques  transformations  simples,  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
de  chercher,  permettent  de  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante  : 


(8 


I 
0      ~ 

p 

I 
-      I 

p 

I 

1 
-''2 

I 

I 
-'•4 

«-'•l 

r] 

r]-^rl-d,. 

r]^rl     d^^ 

/•;-hrî-£/,, 

'-'•. 

r] 

4./-Î- 

< 

ri 

rj^rj— r/„ 

7-5-+-/-Î     d,, 

>-';. 

ri 

H-r;- 

^.. 

rl-i^rl^ti^^ 

ri 

r\-^r\^d,, 

I-''* 

r] 

-^rl- 

^.. 

rl-^rl     r/„ 

,.j-HrJ-r/„ 

r\ 

=  0. 


Cette  équation,  due  à  M.  Bauer  [Journal  de  Schlômilc/i,  t.  V),  est  du 
second  degré,  et  elle  ne  change  pas  quand  on  y  change  simultanément 
les  signes  de  r,,  r„  Tj,  r^,  D'après  cela,  à  chaque  choix  de  signes  pour  r,, 
r^y  r^,  r<,  répondent  deux  racines  :  Tune  se  rapporte  à  un  mode  do  con- 
tact relatif  aux  signes  considérés,  et  Tautre  au  mode  de  contact  relatif  aux 
signes  opposés  ;  de  telle  sorte  qu'en  faisant  varier  les  signes  de  r,,  r,,  r^,  r,, 
on  trouve  les  seize  solutions  que  comporte  le  problème  (952),  groupées 
deux  à  deux. 

En  opérant  d'une  manière  analogue,  on  obtiendrait  une  équation  don- 
nant les  rayons  des  cercles  tangents  à  trois  cercles  fixes;  cette  équation 
est  celle  qu'on  trouve  en  supprimant,  dans  le  déterminant  (7),  la  der- 
nière verticale  et  la  dernière  horizontale  ;  en  faisant  varier  les  signes  de 
r^  r^y  r,,  on  trouve  de  môme  les  huit  solutions  (389)  groupées,  deux  à 
deux.  > 

Ces  notions  montrent  assez  Tutilitô  de  Tapplication  des  déterminants  à 
la  Géométrie.  Pour  plus  de  détails,  on  pourra  consulter  un  Mémoire  de 
de  M.  Joachimsthal,  dans  le  tome  XL  du  Journal  de  Crelle;  un  Mémoire 
M.  Brioschi,  dans  le  tome  L  du  même  Recueil,  et  enfin  le  Mémoire  déjà 
cité  de  M.  Cayley. 
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